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1 Eisagwgik�

Ta parak�tw eÐnai endeiktik� jèmata gia metaptuqiak  ergasÐa gia ìpoion endiafèretai na thn ekpon sei mazÐ
mou. Ta jèmata eÐnai endeiktik� twn endiaferìntwn mou kai èqoun epÐshc epilegeÐ me to krit rio na eÐnai
sqetik� sÔgqrona, pèra apì to na èqoun ìmorfa majhmatik�.

Prìkeitai gia mia sullog  jem�twn apì tic perioqèc

1. Armonik  an�lush
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2. JewrÐa Arijm¸n, Sunduastik , GewmetrÐa

3. Jewrhtik  Epist mh Upologist¸n

Den prìkeitai gia apokleistik  lÐsta all� perissìtero gia mia lÐsta apì jèmata kai k�poia sqetik 
bibliografÐa pou ja epitrèyei sto foitht  na mporèsei mìnoc tou na p�rei mia idèa gia k�poiec perioqèc twn
Majhmatik¸n pou endiafèroun emèna.

2 Armonik  an�lush

2.1 AkÔrwsh (cancellation) grammik¸n morf¸n kai efarmogèc

'Estw n×n pÐnakac A pou ta stoiqeÐa tou ikanopoioÔn th sunj kh |aij | ≤ 1. An to di�nusma x ∈ Rn upìkeitai
sth sunj kh xi = ±1, pìso �mikrì� mporeÐ na eÐnai to di�nusma Ax? Gia na eÐmaste pio safeÐc pìso mikr 
mporeÐ na eÐnai h `∞ nìrma tou (pìso mikrì mporeÐ na eÐnai to megalÔtero stoiqeÐo tou)?

H ap�nthsh eÐnai [30, 2] ìti up�rqei stajer� C tètoia ¸ste mporeÐ kaneÐc na dialèxei ta prìshma xi ¸ste
‖Ax‖∞ ≤ C

√
n.

To prìblhma mporeÐ na p�rei di�forec morfèc an�loga me tic sunj kec pou epib�llontai ston pÐnaka A
kai th nìrma sthn opoÐa metr�me to mègejoc tou Ax. Oi efarmogèc tou eÐnai p�ra pollèc.

2.2 Sqedìn stajer� (ultraflat) polu¸numa

'Estw trigwnometrikì polu¸numo

f(x) =
n−1∑
j=0

aje
2πijx.

Aut  eÐnai mia suneq c, peridik  sun�rthsh me perÐodo 1 thc opoÐac h L2 nìrma eÐnai h
√∑n−1

j=0 |aj |2. EpÐshc
èqoume ‖f‖∞ ≥ ‖f‖L2 .

Me thnepiplèon proôpìjesh ìti oi migadikoÐ arijmoÐ aj èqoun ìloi mètro 1 èqoume ‖f‖∞ ≥ ‖f‖L2 =
√

n.
Pìso mikr  mporeÐ kaneÐc na èqei thn ‖f‖∞ me kat�llhlh epilog  twn aj ? O Kahane [16] apèdeixe ìti mporeÐ
kaneÐc gia k�je ε > 0 na epilèxei ta aj me trìpo ¸ste na èqei ‖f‖∞ ≤ (1 + ε)

√
n, gia arket� meg�lo

n. H mèjodoc eÐnai pijanojewrhtik  kai idiaÐtera endiafèrousa. Up�rqoun epÐshc arketèc parallagèc tou
probl matoc, gia par�deigma aut  [20] sthn opoÐa aj = ±1 kai sthn opoÐa perÐptwsh h ap�nthsh den eÐnai
gnwst .

2.3 H eikasÐa tou Littlewood gia thn L1 nìrma polwnÔmwn

H eikasÐa tou Littlewood  tan ìti èna polu¸numo thc morf c

p(x) =
n∑

j=1

cje
2πikjx,

ìpou |cj | ≥ 1 kai 0 ≤ k1 < k2 < · · · < kn eÐnai fusikoÐ arijmoÐ, èqei anagkastik� meg�lh L1 nìrma, kai,
eidikìtera, up�rqei apìluth stajer� C > 0 ¸ste p�nta na èqoume ‖p‖L1 ≥ C log n.

H eikasÐa aut  apodeÐqthke telik� to 1980 anex�rthta apì touc McGehee, Pigno kai Smith [22] kai ton
Konyagin [19], met� apì mia makr� seir� oloèna kai kalÔterwn k�tw fragm�twn pou ofeilìtan stouc P.
Cohen, Davenport, Pichorides kai �llouc.
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2.4 Arijmhtikèc prìodoi se pukn� sÔnola

'Ena polÔ shmantikì je¸rhma sth jewrÐa Ramsey eÐnai to je¸rhma tou Szemeredi [32]. Autì lèei ìti se
k�je sÔnolo fusik¸n arijm¸n me jetik  puknìthta mporoÔme na broÔme arijmhtikèc proìdouc opoioud pote
peperasmènou m kouc.

H arqik  apìdeixh tou Szemeredi  tan stoiqei¸dhc kai fober� dÔskolh. 'Eqei èktote xanaapodeiqjeÐ to
je¸rhma autì eÐte me mejìdouc dunamik¸n susthm�twn [11] eÐte me mejìdouc armonik c an�lushc [12].

2.5 Anisokatanom  (Irregularities of distribution)

An èqoume èna sÔnolo shmeÐwn X = {x1, . . . , xn} ⊆ [0, 1]2 pìso omoiìmorfa katanemhmèno mporeÐ na eÐnai
autì? 'Ena mètro thc omoiomorfÐac eÐnai, paradeÐgmatoc q�rh, to mègisto thc posìthtac

|X ∩Q|
|Q|

ìtan Q eÐnai opoiod pote orjog¸nio parallhlìgramo sto epÐpedo me tic pleurèc tou par�llhlec proc touc
�xonec.

ProkÔptei ìti ìpoio kai na eÐnai to sÔnolo shmeÐwn X up�rqoun k�tw fr�gmata gi' aut  thn posìthta pou
p�ne sto �peiro me to n. To pìsa meg�la eÐnai aut� ta fr�gmata eÐnai to antikeÐmeno thc melèthc thc jewrÐac
thc anisokatanom c (irregularity of distribution) kai ta probl mata pou meletoÔntai mporeÐ na eÐnai parìmoiac
all� kai arket� diaforetik c fÔshc.

Ta ergaleÐa pou qrhsimopoioÔntai eÐnai polÔ endiafèronta kai perilamb�noun to metasqhmatismì Fourier
kai sunduastikèc mejìdouc. KÔriec anaforèc eÐnai ta biblÐa [3, 21, 6].

3 JewrÐa Arijm¸n, Sunduastik , GewmetrÐa

3.1 SÔnola me diaforetik� ajroÐsmata, prosjetikèc b�seic akeraÐwn

An èna sÔnolo A ⊆ {1, . . . , n} èqei thn idiìthta ìti ìla ta ajroÐsmat� twn stoiqeÐwn tou an� dÔo eÐnai
diaforetik� (tètoia sÔnola onom�zontai sÔnola tÔpou B2   kai sÔnola Sidon), an dhl. a + b = c + d kai
a, b, c, d ∈ A sunep�getai {a, b} = {c, d}, pìso meg�lo mporeÐ na eÐnai to sÔnolo A? EÐnai t¸ra gnwstì ìti to
mègejoc |A| mporeÐ na eÐnai tìso meg�lo ìso

√
n + o(

√
n) all� ìqi (1 + ε)

√
n gia opoiod pote ε > 0.

Kai to �nw all� kai to k�tw fr�gma parousi�zoun meg�lo endiafèron, kurÐwc sthn perÐptwsh pou to
prìblhma èqei k�pwc parallageÐ (ti gÐnetai p.q. an p�roume ajroÐsmata an� trÐa den eÐnai tìso kal� gnwstì)
kai oi mèjodoi eÐnai sunduastikèc, analutikèc   algebrikèc. H klasik  anafor� eÐnai to biblÐo [14].

'Allo parìmoio prìblhma se autì ton kl�do sunduastik c kai prosjetik c jewrÐac arijm¸n, ìpwc lègetai,
eÐnai to ex c. Ac upojèsoume ìti to sÔnolo B ⊆ N èqei thn idiìthta ìti, telik�, k�je fusikìc arijmìc gr�fetai
san �jroisma dÔo stoiqeÐwn tou B (p.q., p�rte B na eÐnai o arijmìc 1 kai ìloi oi �rtioi fusikoÐ). 'Ena tètoio
sÔnolo lègetai prosjetik  b�sh. An sumbolÐsoume me

rB(n) = |{x, y ∈ B : x ≤ y, x + y = n}|

to pl joc tètoiwn anaparast�sewn tou arijmoÔ n, tìte pìso meg�lh prèpei na eÐnai h sun�rthsh rB(n)?
GnwrÐzoume ìti de qrei�zetai na eÐnai megalÔterh apì C log n [8] all�, an kai èqei eikasteÐ apì ton Erdős,
kaneÐc den èqei deÐxei ìti h sun�rthsh aut  de mporeÐ na eÐnai fragmènh.
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3.2 To je¸rhma Erdős-Fuchs

'Estw B ⊆ N èna uposÔnolo twn fusik¸n, kai ac sumbolÐsoume, ìpwc kai sthn §3.1, me

rB(n) = |{x, y ∈ B : x ≤ y, x + y = n}|

to pl joc twn anaparast�sewn tou fusikoÔ arijmoÔ n wc �jroisma dÔo stoiqeÐwn tou B. To je¸rhma Erdős–
Fuchs (deÐte, p.q., [24, 14]) lèei ìti h sun�rthsh aut  de mporeÐ na sumperifèretai polÔ omal�. Akribèstera,
an RA(n) =

∑n
j=1 rA(j) tìte de mporeÐ na isqÔei, ìtan n →]infty h asumptwtik  ektÐmhsh

RA(n) = Cn + o(n1/4(log n)−1/2).

H mèjodoc k�nei qr sh migadik c an�lushc, kat� trìpo o opoÐoc sunant�tai suqn� se ektim seic sunduastik¸n
posot twn, me kat�llhlh dhl. epikampÔlia olokl rwsh kai qr sh tou jewr matoc tou Cauchy.

3.3 Diaforetikèc apost�seic apì n shmeÐa sto epÐpedo

An X = {x1, . . . , xn} eÐnai èna sÔnolo apì n diaforetik� shmeÐa sto epÐpedo pìsec diaforetikèc apost�seic,
toul�qiston, prèpei anagkastik� aut� na orÐzoun metaxÔ touc?

To prìblhma tèjhke apì ton Erdős [9] (deÐte epÐshc to biblÐo [25]). An onom�soume G(n) to el�qisto
pl joc diaforetik¸n apost�sewn pou orÐzoun ta shmeÐa enìc opoioud pote sunìlou X me n shmeÐa, h eikasÐa
pou diatÔpwse o Erdős eÐnai ìti G(n) ≥ Cn/ log n. An X epilèxoume na eÐnai to sÔnolo twn shmeÐwn p�nw se
èna

√
n ×

√
n orjog¸nio plègma, tìte to pl joc twn diaforetik¸n apost�sewn pou aut� orÐzoun èqei aut 

akrib¸c thn t�xh megèjouc.

Apì tìte èqoun dojeÐ oloèna kai klÔtera (megalÔtera) k�tw fr�gmata gia thn posìthta G(n). 'Ena apì ta
teleutaÐa (an kai ìqi to kalÔtero wc t¸ra) eÐnai èna apotèlesma tou Székely [31] pou lèei ìti G(n) ≥ Cn4/5.

3.4 Probl mata aparÐjmhshc wc montèla gia statistik  mhqanik 

Up�rqoun peperasmèna diakrit� montèla gia fainìmena statistik c mhqanik c pou èqoun na k�noun me apa-
rÐjmhsh trìpwn me touc opoÐwn mporeÐ na diameristeÐ èna qwrÐo se mh allhloepikaluptìmena antÐgrafa enìc
aploÔ sq matoc. Gia par�deigma, oi Kasteleyn [17] kai Temperley-Fisher [33] upolìgisan akrib¸c ton arij-
mì diamerÐsewn miac m × n skakièrac se ntìmina, ìpou wc ntìmino jewroÔme dÔo tetr�gwna thc skakièrac
pou èqoun mia koin  akm . 'Otan to qwrÐo den eÐnai tìso aplì ìso èna orjog¸nio to prìblhma en gènei den
eÐnai dunatì na lujeÐ akrib¸c autì to prìblhma pou fèrei to ìnoma �prìblhma qwrismoÔ se dimer � (dimer
problem). DeÐte gia par�deigma to �rjro [27].

4 Jewrhtik  Epist mh Upologist¸n

4.1 PijanojewrhtikoÐ (randomized) algìrijmoi

H qr sh miac phg c tuqaÐwn arijm¸n se èna algìrijmo èqei apodeiqjeÐ pollèc forèc pwc mporeÐ na bohj sei
sto na ftiaqteÐ ènac algìrijmoc apotelesmatikìc kai aplìc sthn an�lus  tou [23, 7]. Pollèc forèc o
kalÔteroc gnwstìc pijanojewrhtikìc algìrijmoc gia èna prìblhma eÐnai kai kalÔteroc kai aploÔsteroc apì
ton kalÔtero gnwstì nteterministikì algìrijmo gia to Ðdio prìblhma.

H qr sh twn pijanojewrhtik¸n algorÐjmwn dhmiourgeÐ epÐshc di�fora arket� shmantik� erwthmatik�,
ìpwc p.q. to an ìntwc to na epitrèyei kaneÐc th qr sh pijanojewrhtik¸n algorÐjmwn epitrèpei thn Ôparxh
algorÐjmwn apodedeigmèna kalÔterwn apì opoiousd pote nteterministikoÔc.

SumbaÐnei epÐshc suqn� na xekin� kaneÐc apì èna pijanojewrhtikì algìrijmo kai na ton metatrèpei se nte-
terministikì (derandomization) qwrÐc meg�lhc ap¸leia taqÔthtac. Oi mèjodoi pou qrhsimopoioÔntai gia aut 
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th metatrop  eÐnai di�forec (mèjodoc twn upì sunj kh pijanot twn, mikroÐ q¸roi pijanìthtac, periorismènh
anexarthsÐa, k.�.).

4.2 Algorijmikìc èlegqoc gia to an ènac arijmìc eÐnai pr¸toc

'Ena apì ta plèon sunarpastik� apotelèsmata sth jewrhtik  epist mh upologist¸n ta teleutaÐa qrìnia eÐnai
ènac algìrijmoc (AÔgoustoc 2002) pou anakalÔfjhke kai pou apofasÐzei an ènac fusikìc arijmìc x eÐnai
pr¸toc se qrìno pou fr�ssetai apì èna polu¸numo tou n, ìpou n eÐnai to pl joc twn (dekadik¸n, duadik¸n)
yhfÐwn tou arijmoÔ x [1, 5].

Mèqri to 2002 oi kalÔteroi gnwstoÐ algìrijmoi gia na apofasÐzoume an ènac arijmìc eÐnai pr¸toc kìstizan
qrìno o opoÐoc  tan sqedìn ekjetikìc wc proc to n. Mìno pijanojewrhtikoÐ algìrijmoi, ìpwc o algìrijmoc
Miller-Rabin ètreqan se polucnumikì qrìno. Shmeiwtèon ìti o algìrijmoc Miller-Rabin  tan gnwstì ìti mpo-
roÔse na metatrapeÐ se nteterministikì poluwnumikì algìrijmo, upì thn proôpìjesh ìti isqÔei h genikeumènh
eikasÐa tou Riemann (GRH), pou ìmwc exakoloujeÐ na paramènei anapìdeikth.

EpÐshc na tonÐsoume ìti to sqetikì prìblhma thc paragontopoÐhshc enìc akeraÐou se qrìno poluwnumikì
wc proc to pl joc twn yhfÐwn tou, exakoloujeÐ na paramènei anoiqtì. Den up�rqoun dhl. akìmh algìrijmoi
pou na paragontopoioÔn èna akèraio se qrìno poluwnumikì wc proc to pl joc twn yhfÐwn tou. (Kai Ðswc na
eÐnai kai kalÔtera ètsi mia kai an potè apodeiqteÐ ìti up�rqoun tètoioi algìrijmoi, ja katarreÔsoun sqedìn
ìlec oi kruptografikèc mèjodoi.)

4.3 Poluplokìthta kuklwm�twn gia boolean sunart seic

To kentrikìtero Ðswc prìblhma thc jewrhtik c epist mhc upologist¸n s mera eÐnai h apìdeixh k�tw frag-
m�twn gia to qrìno pou qrei�zetai gia na lujeÐ algorijmik� èna prìblhma. Gia ta perissìtera probl mata
gia ta opoÐa gnwrÐzoume, p.q., mìno ekjetikoÔc algìrijmouc gia th lÔsh touc, ta gnwst� k�tw fr�gmata
eÐnai sun jwc teleÐwc tetrimmèna (p.q. grammik�). Autì eÐnai èna ter�stio kenì sth gn¸sh mac kai ofeÐletai
sto ìti eÐnai polÔ eukolìtero na efeÔrei kaneÐc èna algìrijmo apì to na apodeÐxei ìti den up�rqei tètoioc me
dedomènh apotelesmatikìthta qrìnou   q¸rou. Kai autì giatÐ ènac upologist c (mhqan  Turing) eÐnai èna
polÔ perÐploko antikeÐmeno mia kai exelÐssetai sto qrìno.

Gi' autì prospajoÔme na apodeÐxoume shmantik� k�tw fr�gmata aplousteÔontac to upologistikì montèlo.
'Ena tètoio aplousteumèno montèlo, idiaÐtero prosfilèc lìgw thc aplìtht�c tou, eÐnai ta logik� kukl¸mata
(boolean circuits). Aut� eÐnai diktu¸mata apì logikèc pÔlec (AND, OR, NOT) pou paÐrnoun eÐsodo apì
k�poiec logikèc metablhtèc x1, . . . , xn, kai prèpei na upologÐzoun mia logik  sun�rthsh aut¸n, gia par�deigma
mporoÔme na zht soume to kÔklwma na upologÐzei th sun�rthsh

PARITY(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn,

ìpou h prìsjesh eÐnai prìsjesh modulo 2, eÐnai dhl. h �nw sun�rthsh Ðsh me 1 (true) an kai mìno an perittìc
arijmìc apì tic metablhtèc eisìdou eÐnai true.

'Ena polÔ shmantikì apotèlesma thc teleutaÐac eikosaetÐac eÐnai autì twn Furst, Saxe kai Sipser [10]
kai Hastad [15], pou lèei ìti h sun�rthsh PARITY pou orÐsame parap�nw eÐnai adÔnato na upologisteÐ apì
kukl¸mata opoioud pote stajeroÔ b�jouc (b�joc eÐnai h apìstash sto dÐktuo tou kukl¸matoc an�mesa sthn
pÔlh exìdou kai stic pÔlec eisìdou) kai poluwnumikoÔ megèjouc wc proc to n (mègejoc enìc kukl¸matoc eÐnai
to pl joc twn pul¸n pou qrhsimopoieÐ). H mèjodoc eÐnai pijanojewrhtik  kai sunduastik  all� to prìblhma
èqei epÐshc proseggisteÐ kai algebrik� [4].

4.4 KbantikoÐ upologismoÐ

Ta teleutaÐa eÐkosi qrìnia èqei arqÐsei na melet�tai to kbantikì montèlo upologisimìthtac [26]. Sto klasikì
montèlo, h kat�stash tou upologistikoÔ sust matoc (p.q., ta perieqìmena thc mn mhc kai thc kentrik c
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mon�dac epexergasÐac se èna sunhjismèno upologist ) eÐnai an� p�sa stigm  dunatì na perigrafoÔn apì mia
peperasmènh lèxh. H de epìmenh kat�stash èpetai monos manta apì thn prohgoÔmenh.

Sto kbantikì montèlo, sÔmfwna me tic apait seic thc kbantik c mhqanik c, h kat�stash enìc sust matoc
perigr�fetai ìqi apì k�ti peperasmèno all� apì èna di�nusma se èna migadikì q¸ro Hilbert, peperasmènhc
  �peirhc di�stashc. Akìmh dhl. ki an h di�stash tou q¸rou eÐnai peperasmènh, mia kat�stash de mporeÐ
na perigrafeÐ me peperasmèno arijmì yhfÐwn. H de met�bash apì mia kat�stash sthn epìmenh gÐnetai me
pollaplasiasmì me èna unitary telest  sto q¸ro (kai eÐnai sunep¸c antistrèyimh, pr�gma pou den isqÔei
ston klasikì uplogismì). Sto �tèloc� tou upologismoÔ prèpei na gÐnei mia mètrhsh (pou sto kbantikì montèlo
eÐnai upologismìc miac tetragwnik c morf c p�nw sthn trèqousa kat�stash�di�nusma) ¸ste na metatrapeÐ h
plhroforÐa se klasik  morf .

Sto kbantikì montèlo upologismoÔ mporoÔn na up�rxoun algìrijmoi pou sÐgoura den ufÐstantai klasik�.
Gia par�deigma, o algìrijmoc tou Grover [13] mporeÐ na y�xei mia mh taxinomhmènh lÐsta me n stoiqeÐa se
qrìno O(

√
n), pr�gma profanèstata adÔnato me opoiod pote klasikì algìrijmo.

EpÐshc o Shor [29] èqei deÐxei p¸c mporeÐ kaneÐc me èna kbantikì algìrijmo na paragnropoi sei èna akèraio
se qrìno poluwnumnikì sto pl joc twn yhfÐwn tou akeraÐou. Den eÐnai mèqri s mera gnwstì an up�rqei
tètoioc klasikìc algìrijmoc.

Filosofik� mil¸ntac, ta parap�nw eÐnai dunat� me kbantikoÔc upologistèc mia kai aut  èqoun th duna-
tìthta, apì th fÔsh touc, epexerg�zontai tautìqrona poll� dunat� monop�tia upologismoÔ, na eÐnai, ìpwc
lème, an� p�sa stigm  se èna sunduasmì katast�sewn antÐ se mÐa mìno.

H melèth twn kbantik¸n algorÐjmwn parousi�zei meg�lo majhmatikì endiafèron, idiaÐtera apì thn pleur�
thc an�lushc.
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