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1 Νόρµες σε γραµµικούς χώρους

1.1 Γραµµικοί χώροι συναρτήσεων

Η πιο σηµαντική ιδιότητα ενός συνόλου συναρτήσεων, µε τις οποίες επιχειρούµε να προσ-
εγγίσουµε άλλες, γενικότερες συναρτήσεις, είναι το σύνολο αυτό να αποτελεί γραµµικό
χώρο. Λέµε ότι ένα σύνολο συναρτήσεων V αποτελεί γραµµικό ή διανυσµατικό χώρο µε
συντελεστές από το R ή το C αντίστοιχα αν

• Οποτεδήποτε f1, f2 ∈ V τότε ισχύει και f1 + f2 ∈ V , και

• Οποτεδήποτε λ ∈ R ή λ ∈ C και f ∈ V τότε ισχύει και λ · f ∈ V .

Η έννοια του γραµµικού χώρου συναρτήσεων είναι ϕυσικά µια εξειδίκευση της γενικής
έννοιας του γραµµικού χώρου µε συντελεστές από το R ή το C (τις περισσότερες ϕορές
ϑα χρησιµοποιούµε µιγαδικούς συντελεστές σε αυτό το µάθηµα αν και το να σκεφτόµαστε
τους συντελεστές σα πραγµατικούς αριθµούς µας ϐοηθάει στο να αντιλαµβανόµαστε πιο
διαισθητικά τα πράγµατα). Οι πρώτοι γραµµικοί χώροι που συναντάει κανείς είναι ϕυσικά
οι πεπερασµένης διάστασης χώροι Rn ή Cn.

Κάποια σηµαντικά παραδείγµατα γραµµικών χώρων (µε συντελεστές από το R ή το C)
είναι τα :

1. Τα πολυώνυµα µε συντελεστές από το C και ϐαθµού ≤ n:

Pn = {p(x) = p0 + p1x+ · · ·+ pnx
n : pj ∈ C}.

2. Οι συνεχείς συναρτήσεις στο κλειστό διάστηµα [a, b]:

C([a, b]) = {f : [a, b] → C : f συνεχής}.

Ο ορισµός µπορεί να επεκταθεί σε κάθε σύνολο A πάνω στο οποίο είναι ορισµένες
οι συναρτήσεις : C(A) είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων f : A → C που είναι
συνεχείς σε κάθε σηµείο του A.
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3. Οι συνεχώς παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο ανοιχτό διάστηµα (a, b):

C1((a, b)) = {f : (a, b) → C : f παραγωγίσιµη και µε συνεχή παράγωγο στο (a, b)}.

Οµοίως ορίζεται ο χώρος Ck((a, b)) (υπάρχει k-τάξης παράγωγος της συνάρτησης και
είναι συνεχής – µε C0((a, b)) εννοούµε και πάλι το χώρο C((a, b))) και ο χώρος

C∞((a, b)) =
∞�

k=1

Ck((a, b))

των συναρτήσεων που έχουν παράγωγο κάθε τάξης (οµαλές συναρτήσεις). Μπορεί
κανείς να ορίσει τους χώρους αυτούς και σε κλειστά ή ηµιανοιχτά διαστήµατα. Σε
αυτή την περίπτωση οι παράγωγοι στα άκρα εννοούνται ως πλευρικές παράγωγοι.

4. Οι συνεχείς συναρτήσεις πάνω στο R µε ϕραγµένο (συµπαγή) ϕορέα: µια
συνάρτηση f : R → C λέµε ότι έχει ϕραγµένο ϕορέα αν υπάρχει ένα ϕραγµένο
διάστηµα [a, b] (µε a, b ∈ R δηλαδή) τέτοιο ώστε η f να µηδενίζεται ταυτοτικά εκτός
του [a, b]:

Cc(R) = {f : R → C : f µηδενίζεται έξω από κάποιο ϕραγµένο διάστηµα [a, b]}.

Ο πρώτος χώρος είναι πεπερασµένης διάστασης ενώ οι υπόλοιποι είναι απειροδιάστατοι.

Πρόβληµα 1.1. Δείξτε ότι το σύνολο Cc(R) που ορίσαµε παραπάνω είναι γραµµικός χώρος.

Πρόβληµα 1.2. Δείξτε ότι ο γραµµικός χώρος C([a, b]) των συνεχών συναρτήσεων f :
[a, b] → C είναι απειροδιάστατος.

Αρκεί να δείξετε ότι για κάθε n υπάρχουν συναρτήσεις f1, f2, . . . , fn που είναι γραµµικώς
ανεξάρτητες πάνω από το C. Μπορείτε επίσης να δείξετε ότι υπάρχει µια άπειρη ακολουθία
gn ∈ C([a, b]) που είναι γραµµικώς ανεξάρτητη πάνω από το C. (Παρ΄ ότι άπειρο το σύνολο
g1, g2, . . . το να πούµε ότι είναι γραµµικώς ανεξάρτητο σηµαίνει ότι οποιοσδήποτε πεπερασ-
µένος γραµµικός συνδυασµός των gn δε µπορεί να είναι η µηδενική συνάρτηση παρά µόνο
όταν όλοι οι συντελεστές είναι 0.)

Πρόβληµα 1.3. Ποια η διάσταση του χώρου Pn που ορίσαµε παραπάνω πάνω από το C και
ποια η διαστασή του πάνω από το R;

1.2 Νόρµες σε γραµµικούς χώρους

΄Οπως και µε τους αριθµούς έτσι και µε τις συναρτήσεις ή τα διανύσµατα έχουµε την
ανάγκη να µετρήσουµε το µέγεθός τους. Σε αντίθεση µε ένα πραγµατικό ή µιγαδικό
αριθµό x όµως, του οποίου το µέγεθος είναι πάντα το |x| (και στην πραγµατική και στη
µιγαδική περίπτωση αυτό είναι η απόστασή του από το 0) δεν υπάρχει µοναδικός τρόπος
να ορίσουµε το µέγεθος ενός διανύσµατος η µιας συνάρτησης όπως ϕαίνεται και στο
παράδειγµα του Σχήµατος 1. Οµοίως και για διανύσµατα στο Rn ή στο Cn το µέγεθός
τους µπορεί να οριστεί µε διάφορους τρόπους. Η κεντρική έννοια εδώ είναι η έννοια της
νόρµας σε ένα γραµµικό χώρο.

Το να ορίσουµε µια νόρµα σε ένα γραµµικό χώρο V σηµαίνει το να µπορούµε για
κάθε στοιχείο x ∈ V να ορίσουµε τη νόρµα του �x�, που είναι ένας πραγµατικός αριθµός,
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Σχήµα 1: Ποια συνάρτηση από τις δύο είναι πιο ῾῾µεγάλη᾿᾿;

ϑετικός ή 0, που σκοπό έχει να µετρήσει το µέγεθος του στοιχείου x. Για να αποκαλέσουµε
την απεικόνιση

x → �x�
µια νόρµα στο χώρο V πρέπει αυτή η απεικόνιση να έχει τις παρακάτω ιδιότητες.

Αξιώµατα Νόρµας

• �x� ≥ 0 για κάθε x ∈ V . Αν x �= 0 τότε �x� > 0.

• Αν λ ∈ R ή λ ∈ C (ανάλογα µε το αν ο γραµµικός χώρος µας είναι πραγµατικός
ή µιγαδικός) και x ∈ V τότε

�λx� = |λ| · �x�.

• Αν x, y ∈ V τότε

�x+ y� ≤ �x�+ �y� (Τριγωνική Ανισότητα). (1)
Ας δούµε πρώτα µερικές νόρµες ορισµένες στο γραµµικό χώρο Cn. Η πιο απλή είναι

η λεγόµενη �1 νόρµα

�x�1 =
n�

j=1

|xj|, για x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn.

Για τη νόρµα αυτή οι δύο πρώτες ιδιότητες της νόρµας είναι προφανείς και η τρίγωνική
ανισότητα είναι απλή συνέπεια της τριγωνικής ανισότητας |x+ w| ≤ |z| + |w| για µι-
γαδικούς αριθµούς z, w.

Η νόρµα µε την οποία έχουµε εφοδιάσει το χώρο µας επηρεάζει την έννοια της απόσ-
τασης στο χώρο µας αφού ως απόσταση δύο σηµείων x και y του χώρου µας ϑεωρούµε την
ποσότητα

�x− y�.
Η σφαίρα ακτίνας R γύρω από ένα σηµείο x0 του χώρου µας γίνεται έτσι το σύνολο
σηµείων

Sx0(R) = {y : �x0 − y� = R}
ενώ η ανοιχτή µπάλα ακτίνας R γύρω από το x0 είναι το σύνολο

Bx0(R) = {y : �x0 − y� < R}

και η κλειστή µπάλα Bx0(R) είναι το σύνολο

Bx0(R) = Bx0(R) ∪ Sx0(R) = {y : �x0 − y� ≤ R}.

Στο Σχήµα 2 ϐλέπουµε τη µοναδιαία σφαίρα S(0,0)(1) του R2 µε τη νόρµα �1.
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(0, 0)
(1, 0)

(0, 1)

Σχήµα 2: Η µοναδιαία σφαίρα του R2 µε την �1 νόρµα

Πρόβληµα 1.4. Αποδείξτε ότι η ποσότητα (για κάθε z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn)

�z�∞ = max
j=1,2,...,n

|zj| (2)

είναι νόρµα στο γραµµµικό χώρο Cn. Με όµοιο τρόπο αποδείξτε ότι στο γραµµικό χώρο
C([a, b]) η ποσότητα (για f ∈ C([a, b]))

�f�∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|

είναι επίσης νόρµα.

Η πιο σηµαντική και συνηθισµένη νόρµα που χρησιµοποιούµε στο Rn και στο Cn είναι
η Ευκλείδια ή �2 νόρµα

�x�2 =

����
n�

j=1

|xj|2, για x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn.

Και σε αυτή την περίπτωση οι δύο πρώτες ιδιότητες της νόρµας είναι προφανείς. Η
απόδειξη της τριγωνικής ανισότητας όµως απαιτεί χρήση της πολύ χρήσιµης ανισότητας
Cauchy-Schwarz:

n�

j=1

|zjwj| ≤
�

n�

j=1

|zj|2
�1/2

·
�

n�

j=1

|wj|2
�1/2

, για zj, wj ∈ C. (3)

1.3 Εσωτερικά γινόµενα

Για να δείξουµε την τριγωνική ανισότητα για την �2 νόρµα στο Cn χρησιµοποιώντας την
ανισότητα Cauchy-Schwarz (3) ορίζουµε πρώτα, και για µελλοντική χρήση, την έννοια του
εσωτερικού γινοµένου στο Cn

�x, y� =
n�

j=1

xjyj, (4)

όπου x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) και µε z = a − bi συµβολίζουµε το µιγαδικό
συζυγή του z = a + bi. Μπορεί κανείς να ορίσει το εσωτερικό γινόµενο και σε άλλους
χώρους. Για παράδειγµα στο χώρο C([a, b]) µπορούµε να ορίσουµε το εσωτερικό γινόµενο
δύο στοιχείων του µε τον τύπο

�f, g� =
� b

a

f(x)g(x) dx.
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Το εσωτερικό γινόµενο είναι µια διγραµµική µορφή, είναι δηλ. χωριστά γραµµικό ως
προς το πρώτο και το δεύτερο µέρος του (µε µια µικρή διαφορά ανάµεσα στο πρώτο και
στο δεύτερο όρισµα του γινοµένου στην περίπτωση του Cn που οφείλεται στην ύπαρξη του
µιγαδικού συζυγούς στο δεύτερο όρισµα):

�λx+ µy, z� = λ�x, z�+ µ�y, z�,

και
�z,λx+ µy� = λ�z, x�+ µ�y, z�,

για x, y, z ∈ Cn και λ, µ ∈ C. Επίσης ισχύει

�x, y� = �y, x�.

Η σχέση εσωτερικού γινοµένου και �2 νόρµας είναι πολύ απλά η

�x�22 = �x, x�.

Πρόβληµα 1.5. Αποδείξτε τον κανόνα του παραλληλογράµµου:

2�x�22 + 2�y�22 = �x− y�22 + �x+ y�22, (για x, y ∈ Cn) (5)

και ερµηνεύστε τον γεωµετρικά.

Πρόβληµα 1.6. Από τον τύπο �x�22 = �x, x� ϕαίνεται ότι αν ξέρουµε να υπολογίζουµε
εσωτερικά γινόµενα τότε µπορούµε να υπολογίζουµε και τις αντίστοιχες νόρµες. Ισχύει και
το αντίστροφο (polarization identities). Δείξτε ότι αν x, y ∈ Rn τότε έχουµε

�x, y� = 1

4
(�x+ y�22 − �x− y�22). (6)

Δείξτε επίσης ότι αν x, y ∈ Cn τότε ισχύει

�x, y� = 1

4
(�x+ y�22 − �x− y�22 + i�x+ iy�22 − i�x− iy�22). (7)

Αποδεικνύουµε τώρα την ανισότητα Cauchy-Schwarz (3). Την αποδεικνύουµε πρώτα
για το χώρο Rn όπου η απόδειξη είναι πιο απλή.

Ας είναι λοιπόν x, y ∈ Rn και t ∈ R. Ισχύει τότε

0 ≤ �x+ ty�22
= �x+ ty, x+ ty�
= �x, x�+ t�y, x�+ t�x, y�+ t2�y, y� (επιµερίζοντας)
= �x�22 + 2�x, y�t+ �y�22t2.

Επειδή αυτό το τετραγωνικό πολυώνυµο είναι µη αρνητικό για κάθε t ∈ R έπεται ότι η
διακρίνουσά του είναι ≤ 0

4�x, y�2 − 4�x�22�y�
2
2 ≤ 0,

και αναδιατάσσοντας τους όρους προκύπτει η ανισότητα

�x, y� ≤ �x�2�y�2,

που είναι η ανισότητα Cauchy-Schwarz αν στη ϑέση του xj ϐάλουµε το |xj| και στη ϑέση
του yj ϐάλουµε το |yj|.
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Για να αποδείξουµε την ανισότητα στο Cn παρατηρούµε ότι αν αντικαταστήσουµε τις
συντεταγµένες δύο µιγαδικών διανυσµάτων x, y µε τις απόλυτες τιµές τους (το µέτρο τους,
σωστότερα, µια και πρόκειται για µιγαδικούς αριθµούς) τότε το δεξί µέλος της ανισότητας
Cauchy-Schwarz δεν αλλάζει ενώ το αριστερό µέλος µεγαλώνει, οπότε η µιγαδική Cauchy-
Schwarz είναι συνέπεια της πραγµατικής.

Η απόδειξη της τριγωνικής ανισότητας για την �2 νόρµα στο Cn είναι τώρα εύκολη :

�x+ y�22 = �x+ y, x+ y�
= �x�22 + �y�22 + 2Re [�x, y�] (επιµερίζοντας)
≤ �x�22 + �y�22 + 2�x��y� (από Cauchy-Schwarz)
= (�x�2 + �y�2)2.

Πρόβληµα 1.7. Είδαµε την απόδειξη της ανισότητας Cauchy-Schwarz

|�x, y�|2 ≤ �x, x��y, y�, για x, y ∈ Cn,

αναγοντάς την πρώτα στην περίπτωση που ϑα διανύσµατα x, y έχουν συντεταγµένες που
είναι µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί. Με αυτό τον τρόπο όµως δε µπορούµε να ϐγαλουµε
συµπέρασµα για το πότε ισχύει η παραπάνω ανισότητα ως ισότητα. Δώστε λοιπόν µια παρό-
µοια απόδειξη αλλά χωρίς να εγκαταλείψετε τους µιγαδικούς αριθµούς και συµπεράνετε
ότι η ανισότητα Cauchy-Schwarz ισχύει ως ισότητα ακριβως όταν τα δυο διανύσµατα είναι
γραµµικώς εξαρτηµένα (µε µιγαδικούς συντελεστές).

Δουλέψτε όπως και στην περίπτωση των µη αρνητικών συντεταγµένων, παρατηρώντας
δηλ. ότι για κάθε πραγµατικό t ισχύει

0 ≤ �x+ ty, x+ ty�

και παρατηρώντας κάνοντας πράξεις ότι η παράσταση στο δεξί µέλος είναι ένα πολυώνυµο
ως προς t ϐαθµού το πολύ 2 µε πραγµατικούς συντελεστές. Κοιτώντας τη διακρίνουσα του
πολυωνύµου αυτού συµπεράνετε ότι

(Re [�x, y�])2 ≤ �x, x��y, y�.

Για να ϐγάλετε το τελικό σας συµπέρασµα εφαρµόστε την ανισότητα αυτή στο διάνυσµα eiθx
για κατάλληλο θ ∈ R.

1.4 Ισοδυναµία νορµών

Δύο νόρµες �·�a και �·�b σε ένα γραµµικό χώρο V ονοµάζονται ισοδύναµες αν υπάρχουν
δύο ϑετικές σταθερές C1, C2 τέτοιες ώστε για κάθε x ∈ V να έχουµε

C1�x�b ≤ �x�a ≤ C2�x�b.

Με άλλα λόγια όταν οι τιµές τους είναι πάντα ῾῾συγκρίσιµες᾿᾿, δε διαφέρει δηλαδή η µια
νόρµα του x από την άλλη παρά το πολύ κατά ένα πολλαπλάσιο, ανεξάρτητα από το x.

Δεν είναι δύσκολο να ϐρει κανείς παραδείγµατα νορµών που είναι ισοδύναµες. Για
παράδειγµα, ας δουλέψουµε στο χώρο Cn και ας πάρουµε τη µια νόρµα να είναι η �·�1.
Ας πάρουµε την άλλη νόρµα να είναι η

�z�w =
∞�

j=1

|zj|wj
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όπου z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn και wj > 0 είναι µια σταθερή ακολουθία ϐαρών (η απόδειξη
ότι η �·�w είναι νόρµα είναι ταυτόσηµη µε την περίπτωση της �·�1). Αν ορίσουµε

w = min
j=1,2,...,n

wj > 0, W = max
j=1,2,...,n

wj

τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι για κάθε z ∈ Cn έχουµε

w�z�1 ≤ �z�w ≤ W�z�1
άρα οι δύο αυτές νόρµες είναι ισοδύναµες όποια και να είναι η επιλογή των ϐαρών wj.

Πρόβληµα 1.8. Δίξτε ότι η ισοδυναµία νορµών είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

Θα δείξουµε παρακάτω ότι σε κάθε χώρο πεπερασµένης διάστασης, όπως ο Cn, όλες οι
νόρµες είναι ισοδύναµες.

Πρόβληµα 1.9. Αν z ∈ Cn δείξτε τις παρακάτω σχέσεις ανάµεσα σε διαφορετικές νόρµες :

�z�1 ≤
√
n�z�2, (8)

�z�2 ≤ �z�1, (9)
�z�1 ≤ n�z�∞, (10)
�z�∞ ≤ �z�1, (11)
�z�∞ ≤ �z�2, (12)
�z�2 ≤

√
n�z�∞. (13)

΄Αρα και οι τρεις νόρµες που αναφέρονται είναι ισοδύναµες στο χώρο Cn και οι σταθερές
C1 και C2 είναι αυτές που δίνονται στις παραπάνω ανισότητες (για την τελευταία πρόταση
πρέπει ακόµη να δείξετε ότι οι παραπάνω ανισότητες δε ϐελιτώνονται, δε µπορούν δηλ. να
ισχύσουν µε καλύτερες σταθερές από αυτές που δίδονται παραπάνω).

Πρόβληµα 1.10. Αποδείξτε ότι στο χώρο C([a, b]) κανένα Ϲεύγος από τις νόρµες

�f�1 =
� b

a

|f(x)| dx, �f�2 = (

� b

a

|f(x)|2 dx)1/2, �f�∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|,

δεν αποτελείται από ισοδύναµες νόρµες. Για να δείξει κανείς ότι ένα Ϲεύγος νορµών �·�a και
�·�b δεν είναι ισοδύναµες αρκεί να δείξει ότι το πηλίκο

�v�a
�v�b

µπορεί, µε κατάλληλη επιλογή του στοιχείου v του γραµµικού χώρου, να γίνει είτε οσοδήποτε
µεγάλο είτε οσοδήποτε µικρό (κοντά στο 0).

1.5 Χώροι και υπόχωροι πεπερασµένης διάστασης

΄Οταν η διάσταση ενός χώρου µε νόρµα είναι άπειρη (π.χ. ο πολύ συνηθισµένος χώρος
C([a, b])) τότε πολλά ασυνήθιστα και περίεργα ϕαινόµενα µπορούν να συµβούν και η
ανάλυση δυσκολεύει (δηλ. γίνεται πιο ενδιαφέρουσα). ΄Οταν η διάσταση του γραµµικού
χώρου όµως είναι πεπερασµένη τότε πολλά πράγµατα γίνονται απλούστερα. Το περιεχό-
µενο του επόµενου ϑεωρήµατος είναι ότι η τοπολογία (δηλ. η έννοια της σύγκλισης, τα
ανοιχτά και τα κλειστά σύνολα, οι συνεχείς συναρτήσεις κλπ) ενός γραµµικού χώρου
πεπερασµένης διάστασης δεν αλλάζει αν αλλάξουµε τη νόρµα γιατί όλες οι νόρµες είναι
ισοδύναµες.
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Θεώρηµα 1.1. Αν V είναι χώρος πεπερασµένης διάστασης (πάνω από τους µιγαδικούς
ή τους πραγµατικούς αριθµούς) τότε οποιεσδήποτε δύο νόρµες στον V είναι µεταξύ τους
ισοδύναµες.

Απόδειξη : Ας είναι e1, . . . , en µια ϐάση του V . Κάθε στοιχείο z ∈ V γράφεται µε µοναδικό
τρόπο ως z = z1e1 + · · · + znen, όπου zj ∈ C (j = 1, 2, . . . , n). Ορίζουµε την ποσότητα
�z�1 =

�n
j=1 |zj| που εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι νόρµα στον V (ουσιαστικά ο V είναι

ισόµορφος µε τον Cn και η �·�1 είναι αντίστοιχη µε την γνωστή µας �1 νόρµα στον Cn).
Θα δείξουµε ότι κάθε άλλη νόρµα �·� είναι ισοδύναµη προς την �·�1 και άρα οποιεσήποτε
δύο νόρµες είναι µεταξύ τους ισοδύναµες αφού είναι ισοδύναµες προς την �·�1.

΄Εχουµε χρησιµοποιώντας την τριγωνική ανισότητα

�z� =
���
�

zjej

��� ≤
�

�zjej� =
�

|zj|�ej� ≤ C2�z�1,

όπου C2 = max {�e1�, . . . , �en�}. Μένει να δείξουµε την ανισότητα C1�z�1 ≤ �z� για
κάποιο C1 > 0.

Ορίζουµε την µοναδιαία σφαίρα ως προς τη νόρµα �·�1
S = {x ∈ V : �x�1 = 1}.

Αυτό είναι ένα κλειστό και ϕραγµένο σύνολο και αφού ο V είναι πεπερασµένες διάστασης
προκύπτει ότι το S είναι συµπαγές σύνολο. ΄Οµως η απεικόνιση x → �x� είναι µια συνεχής
απεικόνιση (δείτε Πρόβληµα 1.11 παρακάτω) και άρα αφού κάθε συνεχής συνάρτηση σε
συµπαγές σύνολο ῾῾πιάνει᾿᾿ το ελάχιστό της (αποδείξτε το !) έπεται ότι υπάρχει x0 ∈ S τέτοιο
ώστε

�x0� ≤ �x� ∀x ∈ S.

Για κάθε x ∈ V έχουµε (εφόσον x
�x�1

∈ S):

�x� =

�����x�1
x

�x�1

���� = �x�1
����

x

�x�1

���� ≥ �x0��x�1

που είναι η ανισότητα που ψάχνουµε µε C1 = �x0�.
✷

Πρόβληµα 1.11. Δείξτε ότι σε κάθε χώρο µε νόρµα V η απεικόνιση x → �x� είναι µια
συνεχής απεικόνιση από το V στο R.

Από την τριγωνική ανισότητα �x+ y� ≤ �x�+ �y� δείξτε πρώτα την ανισότητα

�x− y� ≥ |�x� − �y�|, ∀x, y ∈ V.

Πόρισµα 1.1. Κάθε χώρος πεπερασµένης διάστασης µε νόρµα είναι πλήρης.

Απόδειξη : Αν ο χώρος µας έχει διάσταση n τότε είναι ισόµορφος ως γραµµικός χώρος µε
το χώρο Cn. Ας είναι T : V → Cn η ισοµορφική απεικόνιση. Τότε η T ορίζει µια νόρµα
στο Cn

�x� =
��T−1x

��
V
,

όπου �·�V είναι η νόρµα του V (η απόδειξη ότι η �·� είναι νόρµα είναι σχεδόν προφανής).
Με αυτή τη νόρµα στοCn οι ακολουθίεςCauchy του V αντιστοιχούν ακριβώς σε ακολουθίες
Cauchy στον Cn. Αλλά ο Cn έχει πεπερασµένη διάσταση και άρα µε οποιαδήποτε νόρµα
είναι πλήρης χώρος, άρα κάθε ακολουθία Cauchy στον Cn έχει όριο και παίρνοντας το
T−1 του ορίου ϐρίσκουµε το όριο της αντίστοιχης ακολουθίας Cauchy στον V .
✷
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Πόρισµα 1.2. Σε γραµµικό χώρο πεπερασµένης διάστασης κάθε κλειστή µπάλα είναι
συµπαγής ως προς οποιαδήποτε νόρµα (όχι κατ΄ ανάγκη ως προς τη νόρµα που χρησι-
µοποιείται στον ορισµό της µπάλας).

Απόδειξη : Η έννοια της συµπάγειας δείξαµε ότι (όπως και κάθε άλλη τοπολογική έννοια)
δεν εξαρτάται από τη νόρµα σε χώρους πεπερασµένης διάστασης, άρα µπορούµε απλά
να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα Heine-Borel που µας λέει ότι σε ένα χώρο µε νόρµα
πεπερασµένης διάστασης τα συµπαγή σύνολα είναι ακριβώς τα κλειστά και ϕραγµένα
σύνολα.
✷

Η Θεωρία Προσέγγισης µελετάει κυρίως το πρόβληµα της προσέγγισης από υπόχωρο.
Στη γενική του µορφή το πρόβληµα αυτό έχει ως εξής. ΄Εχουµε ένα γραµµικό χώρο X
µε νόρµα �·� και ένα υπόχωρό του Y . ΄Εχουµε επίσης ένα x ∈ X το οποίο ϑέλουµε
να προσεγγίσουµε από ένα στοιχείο y ∈ Y ώστε η απόσταση �x− y� να είναι όσο το
δυνατόν µικρή. Το κύριο ϑεώρηµα που δείξαµε σήµερα είναι ότι όταν ο χώρος Y είναι
πεπερασµένης διάστασης τότε πάντα υπάρχει ένα y∗ ∈ Y το οποίο αποτελεί ϐέλτιστη
προσέγγιση του x:

�x− y∗� ≤ �x− y�, ∀y ∈ Y.

Η ϐέλτιστη αυτή προσέγγιση δεν είναι εν γένει µοναδική (το αν είναι ή όχι εξαρτάται κυρίως
από το για ποια νόρµα µιλάµε). Μια σηµαντική εφαρµογή αυτού είναι ότι αν f ∈ C([a, b])
τότε αν ψάχνουµε να ελαχιστοποιήσουµε τη διαφορά

�f(x)− p(x)�∞, p(x) ∈ Pn,

υπάρχει τουλάχιστον ένα πολυώνυµο που υλοποιεί το ινφιµυµ αυτής της διαφοράς. Υπ-
άρχει δηλ. ϐέλτιστη πολυωνυµική προσέγγιση της f . Ο λόγος είναι ότι ο υπόχωρος Pn

του C([a, b]) είναι πεπερασµένης διάστασης

dimPn = n+ 1.

Αυτό ισχύει και αν στη ϑέση της νόρµας �·�∞ παραπάνω χρησιµοποιήσουµε µια οποιαδήποτε
άλλη νόρµα, π.χ. µια από τις ολοκληρωτικές νόρµες �·�1 ή �·�2.
Θεώρηµα 1.2. (΄Υπαρξη ϐέλτιστης προσέγγισης) Αν X είναι γραµµικός χώρος µε νόρµα και
Y ⊆ X είναι γραµµικός υπόχωρος πεπερασµένης διάστασης τότε για κάθε x ∈ X υπάρχει
x∗ ∈ Y τέτοιο ώστε

�x− x∗� ≤ �x− y� ∀y ∈ Y.

Απόδειξη : Ας ορίσουµε κατ΄ αρχήν το σύνολο

K = {y ∈ Y : �x− y� ≤ �x�}.
Παρατηρείστε ότι 0 ∈ K ⊆ Y και, αφού το 0 έχει απόσταση �x� από το x, δε χρειάζεται
να ψάξουµε για τη ϐέλτιστη προσέγγιση x∗ στο σύνολο Y \K, και ότι αρκεί συνεπώς να
ψάξουµε στο K. Με άλλα λόγια αρκεί να δείξουµε ότι η συνάρτηση y → �x− y� πιάνει
το ελάχιστό της στο σύνολο K. ΄Οµως η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής (ακριβώς όπως στο
πρόβληµα 1.11) και το σύνολο K είναι ϕραγµένο (αφού K ⊆ B�x�(x)) και κλειστό αφού
αν K � yn → y ∈ Y τότε �x− yn� → �x− y� (από τη συνέχεια της απεικόνισης z → �z�)
και άρα y ∈ K. Αφού ο χώρος Y είναι πεπερασµένης διάστασης έπεται ότι το σύνολο K
είναι συµπαγές (Heine-Borel) και άρα η συνάρτηση y → �x− y� πιάνει το ελάχιστό της
στο σύνολο K, το οποίο είναι ακριβώς η ϐέλτιστη προσέγγιση x∗.
✷

Η ϐέλτιστη προσέγγιση του x από το χώρο Y µπορεί να µην είναι µοναδική.
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Πρόβληµα 1.12. Στο χώρο X = C3 µε την �∞ νόρµα ϐρείτε όλες τις ϐέλτιστες προσεγγίσεις
του στοιχείου x = (0, 0, 1) από τον υπόχωρο Y = {(z, w, 0) : z, w ∈ C}.

Αν όµως είναι τότε η απεικόνιση x → x∗ είναι συνεχής. Και αυτό είναι µια πολύ σηµαν-
τική ιδιότητα και πολύ επιθυµητή σε προβλήµατα προσέγγισης. ΄Οταν προσεγγίζουµε π.χ.
µια συνεχή συνάρτηση στο διάστηµα [a, b] από ένα πολυώνυµο ϐαθµού έως n είναι πολύ
επιθυµητό να έχουµε αυτό που ονοµάζουµε ευστάθεια: αν αλλάξουν τα δεδοµένα µας λίγο
(τα δεδοµένα µας είναι η συνάρτηση που προσεγγίζουµε και µπορεί αυτή να αλλάξει λίγο
λόγω σφαλµάτων στη µέτρηση ή στον υπολογισµό) τότε ϑέλουµε και η προσέγγισή µας
επίσης να αλλάζει µε ελεγχόµενο τρόπο.

Θεώρηµα 1.3. (Συνέχεια ϐέλτιστης προσέγγισης) Αν X είναι γραµµικός χώρος µε νόρµα
και Y ⊆ X είναι γραµµικός υπόχωρος πεπερασµένης διάστασης τότε για κάθε x ∈ X η
ϐέλτιστη προσέγγισή του από τον Y , x∗ ∈ Y , είναι µοναδική, τότε η συνάρτηση x → x∗ είναι
µια συνεχής συνάρτηση X → Y .

Απόδειξη : ΄Εστω X � xn → x0. Τότε, από την τριγωνική ανισότητα έχουµε

�x∗
n� = �x∗

n − xn + xn� ≤ �x∗
n − xn�+ �xn� ≤ �xn�+ �xn� = 2�xn�

άρα η ακολουθία �x∗
n� είναι ϕραγµένη αφού �xn� → �x� (αυτό το τελευταίο από την

ανισότητα |�xn� − �x�| ≤ �xn − x�). Αφού η ακολουθία x∗
n ∈ Y είναι ϕραγµένη και ο Y

έχει πεπερασµένη διάσταση (οι µπάλες στον Y είναι άρα συµπαγείς) έπεται ότι η x∗
n έχει

ακολουθία που συγκλίνει σε κάποιο y ∈ Y .
Θα δείξουµε ότι y = x∗

0. Αυτό συνεπάγεται ότι οποιαδήποτε συγκλίνουσα υπακολουθία
της x∗

n έχει το ίδιο όριο και άρα x∗
n → x∗

0. Για ευκολία συµβολισµού (για να µην έχουµε
῾῾διόρωφους᾿᾿ δείκτες στις ακολουθίες µας) ονοµάζουµε την υπακολουθία της x∗

n που συγ-
κλίνει στο y ξανά x∗

n, πετάµε δηλ. τους υπόλοιπους όρους της ακολουθίας. ΄Εχουµε

�y − x0� = lim
n

�x∗
n − xn� (από τη συνέχεια της νόρµας)

≤ lim
n

�x∗
0 − xn� (γιατί το x∗

n είναι η ϐέλτ. προσέγγιση του xn)

= �x∗
0 − x0�. (από τη συνέχεια της νόρµας)

Αφού δείξαµε �y − x0� ≤ �x∗
0 − x0� και η ϐέλτιστη προσέγγιση είναι µοναδική έπεται ότι

y = x∗
0.

✷

2 Το Θεώρηµα του Weierstrass

2.1 Γενικά

Το πολύ σηµαντικό ϑεώρηµα του Weierstrass είναι το παρακάτω.

Θεώρηµα 2.1 (Weierstrass). Αν a < b είναι πραγµατικοί αριθµοί και η f : [a, b] → C
είναι συνεχής τότε υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων που συγκλίνει οµοιόµορφα στην f στο
διάστηµα [a, b].

΄Ενας διαφορετικός τρόπος να πουµε το ίδιο πράγµα είναι να πούµε ότι υπάρχει
ακολουθία πολυωνύµων pn τ.ώ. �pn − f�∞ → 0, όπου η �·�∞ είναι αναφορικά µε το
διάστηµα [a, b], ισχύει δηλαδή

�g�∞ = sup
x∈[a,b]

|g(x)|.

11



Τη δεύτερη αυτή διατύπωση µπορούµε και να την πάρουµε ως τον ορισµό της οµοιόµορφης
σύγκλισης.

Ορισµός 2.1. Αν f, fn : K → C είναι συναρτήσεις ορισµένες πάνω σε ένα σύνολο K λέµε
ότι η ακολουθία fn συγκλίνει στην f οµοιόµορφα στο K αν

�f − fn�∞ = sup
x∈K

|f(x)− fn(x)| → 0, (n → ∞).

Παρατήρηση 2.1. Υπάρχει λόγος που στο Θεώρηµα του Weierstrass περιοριζόµαστε σε
συνεχείς συναρτήσεις, δηλ. το Θέωρηµα 2.2 παρακάτω.

Θεώρηµα 2.2. Αν K ⊆ C και f, fn : K → C, οι fn είναι συνεχείς στο K και η ακολουθία
fn συγκλίνει οµοιόµορφα στην f πάνω στο K τότε και η f είναι συνεχής πάνω στο K.

Απόδειξη : ΄Εστω � > 0 και x ∈ K. Θα δείξουµε ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν y ∈ K να
ισχύει η συνεπαγωγή

|x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < �.

Για κάθε n γράφουµε

|f(x)− f(y)| = |f(x)− fn(x) + fn(x)− fn(y) + fn(y)− f(y)|
≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(y)|+ |fn(y)− f(y)|
= A1 + A2 + A3.

Από την οµοιόµορφη σύγκλιση fn → f υπάρχει ένα n τέτοιο ώστε �f − fn�∞ < �/3.
Για αυτό το n οι όροι A1, A3 παραπάνω είναι και οι δύο < �/3. Για αυτό το n επίσης η
συνάρτηση fn είναι συνεχής στο x, άρα υπάρχει ένα δ > 0 ώστε να ισχύει η συνεπαγωγή

|x− y| < δ =⇒ |fn(x)− fn(y)| < �/3.

΄Αρα, µε την προϋπόθεση ότι |x− y| < δ και οι τρεις όροι A1, A2, A3 παραπάνω είναι
µικρότεροι του �/3 και συνεπώς |f(x)− f(y)| < � πως είχαµε να αποδείξουµε.
✷

Παρατήρηση 2.2. ΄Εχει σηµασία ότι το πεδίο ορισµού της f είναι ένα κλειστό και ϕραγµένο
διάστηµα. Εύκολα µπορούµε να ϐρούµε συνεχείς συναρτήσεις πάνω σε ϕραγµένα ανοιχτά
διαστήµατα ή άφρακτα διαστήµατα που δε µπορούν να προσεγγισθούν οµοιόµορφα στο
πεδίο ορισµού τους. Για παράδειγµα η συνάρτηση f1(x) = ex, µε πεδίο ορισµού το R,
είναι συνεχής παντού αλλά για κάθε πολυώνυµο p(x) ισχύει ϕυσικά

|f1(x)− p(x)| → +∞, (x → +∞),

αφού η εκθετική συνάρτηση αυξάνει πιο γρήγορα από οποιαδήποτε πολυωνυµική συνάρτηση.
΄Ενα άλλο παράδειγµα είναι η συνάρτηση f2(x) = 1/x, µε πεδίο ορισµού το (0, 1). Η
συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της αλλά δεν µπορεί να προσεγγισθεί
οµοιόµορφα από πολυώνυµο, µια και οποιοδήποτε πολυώνυµο q(x) έχει

lim
x→0+

q(x) = q(0),

ενώ για την f2(x) το από δεξιά όριο στο 0 είναι +∞.
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2.2 Η απόδειξη του Landau

Η πρώτη απόδειξη του ϑεωρήµατος του Weierstrass που ϑα δούµε οφείλεται στον Landau.
΄Εστω f : [a, b] → C συνεχής.

2.2.1 Περιορισµός στο διάστηµα [0, 1].

Κάνουµε κατ΄ αρχήν την παρατήρηση ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι το [a, b] είναι όποιο
συγκεκριµένο διάστηµα µας ϐολεύει, για παράδειγµα το [0, 1]. Ο λόγος γι΄ αυτό είναι ότι
µπορούµε να αντιστοιχίσουµε τα σηµεία t ∈ [0, 1] µε τα στοιχεία x ∈ [a, b] µε µια αφφινική
απεικόνιση (µια απεικόνιση δηλ. που είναι της µορφής x → Ax+B), την

x = a+ t(b− a) της οποίας η αντίστροφη είναι η t =
x− a

b− a
.

Αν τώρα f : [a, b] → C είναι συνεχής τότε και η συνάρτηση

g(t) = f(a+ t(b− a))

είναι µια συνεχής συνάρτηση στο [0, 1]. Αν υπάρχει πολυώνυµο p(t) τ.ώ. |p(t)− g(t)| ≤ �
για t ∈ [0, 1] τότε η συνάρτηση

q(x) = p((x− a)/(b− a))

είναι κι αυτή πολυώνυµο και ισχύει ϕυσικά

|q(x)− f(x)| = |p(t)− g(t)| ≤ �.

Από δω και πέρα λοιπόν υποθέτουµε ότι f : [0, 1] → C είναι συνεχής.

2.2.2 Η f µηδενίζεται στα άκρα του διαστήµατος.

Μπορούµε επίσης χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε ότι f(0) = f(1) = 0.
Αυτό συµβαίνει γιατί µπορούµε να αφαιρέσουµε από την f ένα κατάλληλο πρωτοβάθµιο
πολυώνυµο ώστε να πετύχουµε αυτή τη συνθήκη. Ακριβέστερα, αν η f : [0, 1] → C είναι
οποιαδήποτε συνεχής συνάρτηση τότε ϑέτουµε

g(x) = f(x)− �(x), όπου �(x) = f(0) + x(f(1)− f(0)),

και παρατηρούµε ότι (α) η g είναι συνεχής συνάρτηση που µηδενίζεται στα άκρα του
διαστήµατος και (ϐ) αν µπορούµε να προσεγγίσουµε την g µε ένα πολυώνυµο p

�g(x)− p(x)�∞ ≤ �

τότε το πολυώνυµο q(x) = p(x) + �(x) επίσης προσεγγίζει την f(x)

�f(x)− q(x)�∞ = �g(x) + �(x)− (p(x) + �(x))�∞ ≤ �.

Από δω και πέρα λοιπόν υποθέτουµε ότι η συνάρτησή µας, f(x), µηδενίζεται στα άκρα
του διαστήµατος. Για ευκολία µας την επεκτείνουµε (µε µηδενικές τιµές) στο υπόλοιπο
της πραγµατικής ευθείας, και η νέα µας συνάρτηση είναι συνεχής σε όλο το R µια και τα
µόνα σηµεία στα οποία γεννάται αµφιβολία γι΄ αυτό είναι τα άκρα του [0, 1], όµως εκεί τα
πλευρικά όρια της f είναι και τα δύο 0.
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2.2.3 Τα πολυώνυµα προσέγγισης

Ορίζουµε τώρα (ϑυµόµαστε ότι η f µηδενίζεται έξω από το διάστηµα [0, 1])

Ln(x) =

� ∞

−∞
f(x+ t)Kn(t) dx =

� 1−x

−x

f(x+ t)Kn(t) dx,

όπου

Kn(t) =

�
cn(1− t2)n, |t| ≤ 1

0, |t| > 1,

και η σταθερά cn επιλέγεται µε τρόπο τέτοιο ώστε να ισχύει
� ∞

−∞
Kn(t) dt = 1.

Για να δούµε ότι οι συναρτήσεις Ln(x) είναι όντως πολυώνυµα του x αν x ∈ [0, 1]1 κάνουµε
την αλλαγή µεταβλητής u = x+ t και παίρνουµε έτσι την έκφραση

Ln(x) =

� 1

0

f(u)(1− (u− x)2)n du,

η οποία εύκολα ϕαίνεται ότι είναι πολυώνυµο του x, µια και η συνάρτηση (1− (u− x)2)n

είναι πολυώνυµο του x µε συντελεστές που εξαρτώνται από το u

(1− (u− x)2)n =
2n�

j=0

qj(u)x
j

και άρα

Ln(x) =
2n�

j=0

�� 1

0

f(u)qj(u) du

�
xj.

2.2.4 Προσέγγιση της µονάδας

Η συνάρτησηKn (για την ακρίβεια, η ακολουθία συναρτήσεωνKn) είναι αυτό που ονοµάζε-
ται προσέγγιση της µονάδας, έχει δηλ. τις παρακάτω ιδιότητες :

1. Η Kn(x) είναι κατά τµήµατα συνεχής (αρκεί να υποθέσουµε ότι είναι Riemann
ολοκληρώσιµη σε κάθε διάστηµα),

2. Kn(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ R,

3.
�∞
−∞ Kn(x) dx = 1,

4. Για κάθε δ > 0 ισχύει limn→∞
�
|t|>δ

Kn(t) dt = 0.

(Το ολοκλήρωµα
�
|t|>δ

είναι συντοµογραφία του αθροίσµατος
� −δ

−∞ +
�∞
δ

.) Η πιο καίρια
ιδιότητα µιας προσέγγισης της µονάδας είναι η ιδιότητα 4 παραπάνω. Το νόηµα αυτής
της ιδιότητας είναι ότι, αφού τα ολοκληρώµατα των Kn δεν αλλάζουν µε το n και αφού το
ολοκλήρωµα της Kn εκτός του διαστήµατος (−δ, δ) τείνει στο 0, τότε όλη η ῾῾µάζα᾿᾿ κάτω
από το γράφηµα του Kn µαζεύεται όλα και κοντύτερα στο 0 όσο το n µεγαλώνει. Αυτό έχει
ως συνέπεια το ακόλουθο.

1 Εύκολα ϐλέπει κανείς ότι οι συναρτήσεις Ln(x) έχουν ϕραγµένο ϕορέα άρα δεν µπορούν να είναι
πολυώνυµα σε ολόκληρο το R. Ταυτίζονται όµως µε κάποιο πολυώνυµο στο διάστηµα [0, 1] που µας ενδι-
αφέρει.
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Θεώρηµα 2.3. ΄Εστω f : R → C συνεχής και ϕραγµένη. Τότε για κάθε x ∈ R έχουµε
� ∞

−∞
f(x+ t)Kn(t) dt → f(x). (14)

Εάν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο R τότε η σύγκλιση στην (14) δεν είναι απλά σύγκλιση
κατά σηµείο αλλά είναι και οµοιόµορφη σύγκλιση σε όλο το R.

Απόδειξη. Γράφουµε f(x) =
�∞
−∞ f(x)Kn(t) dt (αφού

�∞
−∞ Kn(t) dt = 1) και έτσι, αν δ > 0

είναι οποιοδήποτε,
����f(x)−

� ∞

−∞
f(x+ t)Kn(t) dt

���� =
����
� ∞

−∞
(f(x+ t)− f(x))Kn(t) dt

����

≤
� ∞

−∞
|f(x+ t)− f(x)|Kn(t) dt

=

� δ

−δ

|f(x+ t)− f(x)|Kn(t) dt+

�

|t|>δ

|f(x+ t)− f(x)|Kn(t) dt

= I + II.

΄Εστω � > 0. Αρκεί να δείξουµε ότι, για αρκετά µεγάλο n, έχουµε I < � και II < �.
Για τον πρώτο όρο έχουµε λόγω της συνέχειας της f στο x ότι υπάρχει δ > 0 ώστε

|f(x+ t)− f(x)| < �,

για |t| ≤ δ. Αν η συνάρτηση είναι απλά συνεχής στο R τότε το δ αυτό εξαρτάται από το �
και το x ενώ αν η συνάρτηση είναι οµοιόµορφα συνεχής στο R τότε εξαρτάται µόνο από το
�. ΄Εχουµε λοιπόν

I ≤
� δ

−δ

�Kn(t) dt ≤ �

� ∞

−∞
Kn(t) dt = �.

Για το δεύτερο όρο ϑα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα 4 της προσέγγισης της µονάδας.
΄Εχουµε

II ≤
�

|t|>δ

2�f�∞Kn(t) dt = 2�f�∞
�

|t|>δ

Kn(t) dt → 0,

και άρα, για αρκετά µεγάλο n, έχουµε επίσης II < �. Στην παραπάνω ανισότητα χρησι-
µοποιήσαµε την τριγωνική ανισότητα για να ϕράξουµε την ποσότητα |f(x+ t)− f(x)| ≤
|f(x+ t)|+ |f(t)| ≤ 2�f�∞, και η ποσότητα

�f�∞ = sup
x∈R

|f(x)| < ∞

από την υπόθεσή µας ότι η f είναι ϕραγµένη.
Στην εκτίµηση του II ο δείκτης n0 πέρα από τον οποίο ισχύει II < � δεν εξαρτάται

από το x αλλά µόνο από το � και το δ είτε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής είτε όχι (αφού το
µόνο που χρησιµοποιούµε από την f είναι ότι είναι ϕραγµένη).

΄Οµως η επιλογή του δ έγινε όταν ϕράξαµε το I και εκεί το δ εξαρτάται από το x, εκτός
αν η συνάρτηση f υποτεθεί οµοιόµορφα συνεχής οπότε το δ εξαρτάται µόνο από το �. Σε
αυτή την περίπτωση έχουµε ταυτόχρονα I + II < � για κάθε x ∈ R και άρα η σύγκλιση

� ∞

−∞
f(x+ t)Kn(t) dt → f(x)
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είναι οµοιόµορφη στο R.
✷

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.3 παίρνουµε την οµοιόµορφη σύγκλιση των πολυωνύµων
Ln στην f στο διάστηµα [0, 1].

Πρόβληµα 2.1. Βρείτε όλες τις συναρτήσεις f : R → R που είναι οµοιόµορφα (στο R) όρια
πολυωνύµων.

΄Ενα πολυώνυοµο p(x) που είαι ϕραγµένο στο R είναι αναγκαστικά σταθερά.

2.3 Η απόδειξη του Bernstein

Η δεύτερη απόδειξη του ϑεωρήµατος του Weierstrass (Θεώρηµα 2.1) που ϑα δούµε οφείλε-
ται στον Bernstein και είναι πολύ ενδιαφέρουσα γιατί συνδέει τη ϑεωρία Πιθανοτήτων µε
την πολυωνυµική προσέγγιση που ϑέλουµε να πετύχουµε. Επίσης τα πολυώνυµα που
δίνει ως προσέγγιση της f είναι πολύ απλό να περιγραφούν.

2.3.1 Τα πολυώνυµα του Bernstein και η πιθανοθεωρητική τους ερµηνεία

Υποθέτουµε και πάλι ότι η f : [0, 1] → C είναι συνεχής (δε χρειάζεται αυτή τη ϕορά να
κανονικοποιήσουµε την f ώστε να µηδενίζεται στα άκρα του διαστήµατος). Ορίζουµε τα
πολυώνυµα Bernstein της f να είναι η ακολουθία πολυωνύµων Bn(f) που δίδεται από

Bn(f)(x) =
n�

k=0

f(k/n)

�
n

k

�
xk(1− x)n−k. (15)

Θα δείξουµε ότι τα Bn(f)(x) → f(x) οµοιόµορφα στο διάστηµα [0, 1].
Για την απόδειξη ϑα χρειαστεί να ερµηνεύσουµε τα πολυώνυµα του Bernstein σε πι-

ϑανοθεωρητική γλώσσα.2
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα νόµισµα το οποίο ϕέρνει κορώνα µε πιθανότητα x ∈

[0, 1] και το ϱίχνουµε n ϕορές. Η τυχαία µεταβλητή Bx,n µετράει το πόσες κορώνες ϕέραµε
σε αυτό το πείραµα. Προφανώς ισχύει πάντα 0 ≤ Bx,n ≤ n και εύκολα ϐλέπει κανείς ότι
η Bx,n ακολουθεί τη λεγόµενη διωνυµική κατανοµή, έχουµε δηλαδή για k ∈ Z

P [Bx,n = k] =

��
n
k

�
xk(1− x)n−k αν 0 ≤ k ≤ n

0 αλλιώς
.

Ο λόγος για τον παραπάνω τύπο είναι ότι το να ϕέρουµε ακριβώς k κορώνες στο πείραµα
µπορεί να συµβεί µε ακριβώς

�
n
k

�
τρόπους (επιλέγουµε από τις n ϱίψεις σε ποιες k ϑα

έρθουν οι κορώνες) και κάθε ένας από αυτούς τους τρόπους έχει πιθανότητα xk(1− x)n−k

να συµβεί.
Κάνουµε επίσης την παρατήρηση ότι, αν γράψουµε Ij για την δείκτρια τυχαία µεταβλ-

ητή που είναι 1 αν ϕέρουµε κορώνα στην j ϱίψη και 0 αν ϕέρουµε γράµµατα στην j ϱίψη,
ισχύει

Bx,n = I1 + I2 + · · ·+ In.

΄Εχουµε E [Ij] = x και Var [Ij] = x(1−x) µε ένα απλό υπολογισµό οπότε συµπεραίνουµε
ότι

E [Bx,n] = E [I1] + · · ·+ E [In] = nx

2 Μπορείτε να αναφέρεστε στις σηµειώσεις µου Διακριτή Πιθανότητα για τους διάφορους ορισµούς και
ορισµένους υπολογισµούς.
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και από το γεγονός ότι οι Ij είναι ανεξάρτητες προκύπτει επίσης ότι

σ2(Bx,n) = Var [Bx,n] = Var [I1] + · · ·+Var [In] = nx(1− x) ≤ n. (16)

Τέλος, ϑα χρειαστούµε και την ανισότητα του Chebyshev που δίνει ένα άνω ϕράγµα για
την πιθανότητα να αποκλίνει µια τυχαία µεταβλητή από τη µέση τιµή της.

Θεώρηµα 2.4 (Chebyshev). Αν X ∈ Z είναι µια τυχαία µεταβλητή µε

E
�
|X|2

�
< ∞,

και αν µ = E [X] και σ =
�
Var [X] τότε

P [|X − µ| ≥ λσ] ≤ 1

λ2
, (17)

για κάθε λ > 0.

Πρόβληµα 2.2. Θα χρειαστούµε επίσης αργότερα και την ανισότητα E [|X|] ≤ E
�
|X|2

�1/2
για µια διακριτή τυχαία µεταβλητή X ∈ Z. Αποδείξτε αυτή την ανισότητα.

Οι δύο ποσότητες που µας ενδιαφέρουν είναι οι

E [|X|] =
�

k∈Z
|k|P [X = k]

και
E
�
|X|2

�
=
�

k∈Z
|k|2P [X = k] .

Χρησιµοποιείστε την ανισότητα Cauchy-Schwarz (3) για να δείξετε το Ϲητούµενο. Στην (3) η
ανισότητα είναι διατυπωµένη για πεπερασµένες ακολουθίες αλλά ισχύει και για ακολουθίες
όπου ο δείκτης παίρνει όλες τις ακέραιες τιµές και τα αθροίσµατα γίνονται άπειρες σειρές.

Παρατηρούµε τώρα ότι υπάρχει η εξής σχέση ανάµεσα στα πολυώνυµα Bernstein, την
τυχαία µεταβλητή Bx,n και τη συνάρτηση f :

Bn(f)(x) = E [f(Bx,n/n)]. (18)

Πρόβληµα 2.3. Βεβαιωθείτε ότι καταλαβαίνετε γιατί ισχύει αυτό. Θυµίζουµε ότι αν X ∈ Z
είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή και φ : Z → C µια συνάρτηση τότε έχουµε

E [φ(X)] =
�

k∈Z
φ(k)P [X = k] ,

µε την προϋπόθεση ϕυσικά ότι η σειρά συγκλίνει απόλυτα. Στη δικιά µας περίπτωση, όπου
X = Bx,n δεν τίθεται ϑέµα σύγκλισης µια και όλα τα αθροίσµατα έχουν πεπερασµένο πλήθος
µη µηδενικών όρων αφού 0 ≤ Bx,n ≤ n.

Από την (18) γίνεται τώρα ϕανερό το γιατί πρέπει να περιµένουµε τη σύγκλιση

Bn(f)(x) → f(x) για n → ∞.

Ο λόγος είναι ότι η τυχαία µεταβλητή Bx,n/n, η οποία έχει µέση τιµή x τείνει να συγκεν-
τρώνεται γύρω από τη µέση της τιµή (νόµος των µεγάλων αριθµών). ΄Ετσι λοιπόν, µε πολύ
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µεγάλη πιθανότητα, οι τιµές f(Bx,n/n) είναι πολύ κοντά στην f(x) λόγω της συνέχειας της
f και άρα είναι αναµενόµενο και η µέση τιµή της µεταβλητής αυτής να είναι κοντά στο
f(x). Αυτό το συλλογισµό ποσοτικοποιούµε παρακάτω στην απόδειξη.

Γράφουµε E για το ενδεχόµενο

E =

�����
Bx,n

n
− x

���� ≥ n−1/3

�
,

και κάνουµε την παρατήρηση ότι η ανισότητα του Chebyshev µας δίνει το παρακάτω άνω
ϕράγµα για την πιθανότητα του E:

P [E] ≤ n−1/3. (19)

Πρόβληµα 2.4. Αποδείξτε ότι η ανισότητα (19) προκύπτει από την ανισότητα Chebyshev
(17).

Χρησιµοποιείστε το ϕράγµα Var [Bx,n] ≤ n και την τιµή λ = n1/6 και εφαρµόστε την
ανισότητα (17) για το ενδεχόµενο E γραµµένο στη µορφή

|Bx,n − nx| ≤ λn1/2.

Φράσσουµε τώρα τη διαφορά της συνάρτησής µας και της προσέγγισής της από ένα
πολυώνυµο Bernstein:
����f(x)− Ef(

Bx,n

n
)

���� =
�����f(x)−

n�

k=0

f(k/n)P [Bx,n = k]

�����

=

�����
n�

k=0

f(x)P [Bx,n = k]−
n�

k=0

f(
k

n
)P [Bx,n = k]

����� (αφού
�

k

P [Bx,n = k] = 1)

=

�����
n�

k=0

(f(x)− f(k/n))P [Bx,n = k]

�����

≤
n�

k=0

|f(x)− f(k/n)| · P [Bx,n = k] (τριγωνική ανισότητα)

=
n�

k=0

|x−k/n|≥n−1/3

+
n�

k=0

|x−k/n|<n−1/3

(διαχωρίζουµε τα k σε δύο είδη)

= I + II.

΄Εστω � > 0. Θα δείξουµε ότι αν το n είναι αρκετά µεγάλο τότε τα αθροίσµατα I και II
ϕράσσονται από �.

Για να ϕράξουµε το I χρησιµοποιούµε την οµοιόµορφη συνέχεια της f (η οποία είναι
συνέπεια της συνέχειας της f σε κλειστό διάστηµα, δείτε το Πρόβληµα 2.5): για κάθε � > 0
υπάρχει δ > 0 τ.ώ. αν |x− y| < δ να έπεται ότι |f(x)− f(y)| < �. Αν λοιπόν το n είναι
αρκετά µεγάλο ώστε να ισχύει n−1/3 < δ τότε στο άθροισµα I η ποσότητα |f(x)− f(k/n)|
ϕράσσεται από � οπότε ισχύει

I ≤ �
n�

k=0

|x−k/n|≥n−1/3

P [Bx,n = k] ≤ �
n�

k=0

P [Bx,n = k] = �.
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Για τον όρο II ϕράσσουµε την ποσότητα |f(x)− f(k/n)| από 2�f�∞ (η συνάρτηση f
είναι ϕραγµένη αφού είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα, οπότε �f�∞ < ∞) και έχουµε

II ≤ 2�f�∞
n�

k=0

|x−k/n|<n−1/3

P [Bx,n = k] = 2�f�∞P [E] ≤ 2�f�∞n−1/3.

Επιλέγοντας και πάλι το n αρκετά µεγάλο (ώστε να ισχύει 2�f�∞n−1/3 < �) πετυχαίνουµε
να ισχύει και η ανισότητα II < �. Η απόδειξή µας είναι πλήρης.

Πρόβληµα 2.5. Μια συνάρτηση f : K → C λέγεται οµοιόµορφα συνεχής στο K αν για
κάθε � > 0 υπάρχει δ > 0 τ.ώ.

|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < �.

Ηδιαφορά µε την απλή συνέχεια στο σύνολοK είναι ότι στην περίπτωση της απλής συνέχειας
το δ εξαρτάται όχι µόνο από το � αλλά και από το x. Η f δηλ. είναι συνεχής στο K αν

∀x ∈ K ∀� > 0 ∃δ > 0 : |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < �.

Δείξτε ότι αν η συνάρτηση f : [a, b] → C είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα
[a, b] τότε είναι και οµοιόµορφα συνεχής εκεί. Βρείτε επίσης µια συνάρτηση g : R → R και
µια συνάρτηση h : (0, 1) → R που να είναι συνεχείς αλλά όχι οµοιόµορφα συνεχείς στο
πεδίο ορισµού τους.

Για να αποδείξετε την οµοιόµορφη συνέχεια της f πρέπει να χρησιµοποιήσετε τη συµπάγεια
ϕραγµένου κλειστού διαστήµατος [a, b]: κάθε ακολουθία xn ∈ [a, b] έχει υπακολουθία η
οποία συγκλίνει (αναγκαστικά σε κάποιο σηµείο του [a, b]).

Υποθέστε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Αυτό σηµαίνει ότι για κάποιο � > 0 τότε
για υπάρχουν xn, yn ∈ [a, b] τ.ώ. |xn − yn| → 0 αλλά µε

inf
n
|f(xn)− f(yn)| > 0.

Βρείτε µια ακολουθία δεικτών nk τέτοια ώστε οι δύο ακολουθίες xnk
και ynk

να συγκλίνουν
για k → ∞ και χρησιµοποιείστε τη συνέχεια της f για να καταλήξετε σε άτοπο.

΄Οσον αφορά τις συναρτήσεις g και h που πρέπει να ϐρείτε µπορείτε να δοκιµάσετε τις
g(x) = ex και h(x) = 1/x.

Πρόβληµα 2.6. Αν f : [1,∞) → C είναι συνεχής και limx→+∞ f(x) είναι πραγµατικός
αριθµός, δείξτε ότι η f προσεγγίζεται οµοιόµορφα στο διάστηµα [1,∞) από συναρτήσεις της
µορφής p(1/x), όπου p πολυώνυµο.

2.3.2 Το µέτρο συνέχειας µιας συνάρτησης

Το να πούµε ότι µια συνάρτηση είναι συνεχής σε κάποιο σύνολο είναι µια ποιοτική και όχι
ποσοτική δήλωση. Είναι µια ιδιότητα που η συνάρτηση την έχει ή όχι. Κατά κάποιον τρόπο
όµως υπάρχουν συναρτήσεις που είναι ῾῾πιο συνεχείς᾿᾿ από άλλες, όπως για παράδειγµα η
πράσινη συνάρτηση στο Σχήµα 3 είναι πιο συνεχής από την κόκκινη συνάρτηση στο ίδιο
Σχήµα, µεταβάλλεται δηλ. πιο αργά.

Η έννοια του µέτρου συνέχειας µιας συνάρτησης παίζει ακριβώς αυτό το ϱόλο της
ποσοτικοποίησης του πόσο γρήγορα αλλάζει µια συνάρτηση όταν αλλάζει η µεταβλητή.
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Σχήµα 3: Μια συνάρτηση που είναι ῾῾πιο συνεχής᾿᾿ από µια άλλη

Ορισµός 2.2. Αν f : K → C τότε το µέτρο συνέχειας της f στο K είναι η συνάρτηση

ωf (δ) = sup {|f(x)− f(y)| : x, y ∈ K, |x− y| ≤ δ}, (δ > 0). (20)

Η ποσότητα ωf (δ), µε άλλα λόγια, µας λέει πόσο πολύ µπορεί να µεταβληθεί η τιµή
της συνάρτησης f αν η µεταβλητή της αλλάξει το πολύ κατά δ.

Η συνάρτηση ωf (δ) µπορεί να µην είναι πεπερασµένη ακόµη κι όταν η συνάρτηση f
είναι συνεχής στο K. Για παράδειγµα, εύκολα µπορεί κανείς να δει ότι αν f(x) = ex,
ορισµένη για x ∈ R, τότε για κάθε δ > 0 ισχύει ωf (δ) = +∞. Δείτε όµως το Πρόβληµα
2.7.

Πρόβληµα 2.7. Δείξτε ότι µια συνάρτηση f : K → C είναι οµοιόµορφα συνεχής πάνω στο
K αν και µόνο αν ωf (δ) → 0 για δ → 0.

Πρόβληµα 2.8. Αν f : K → C και f = u + iv, όπου u, v πραγµατικές συναρτήσεις δείξτε
τότε ότι

ωf (δ) ≤ |ωu(δ) + iωv(δ)| =
�
ωu(δ)2 + ωv(δ)2.

Πρόβληµα 2.9. Αν η f : [a, b] → R είναι παραγωγίσιµη στο [a, b] (στα άκρα εννοείται ότι
υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι) και |f �(x)| ≤ M για x ∈ [a, b], δείξτε ότι ωf (δ) ≤ Mδ,
για κάθε δ > 0.

Χρησιµοποιείστε το ϑεώρηµα µέσης τιµής για να ϕράξετε τη διαφορά |f(x)− f(y)|.
Το µέτρο συνέχειας της f είναι υποπροσθετική συνάρτηση.

Πρόβληµα 2.10. Αν f : I → R, όπου I ⊆ R διάστηµα, τότε ωf (δ1 + δ2) ≤ ωf (δ1) + ωf (δ2).

Αν |x− y| ≤ δ1 + δ2 τότε, αν υπάρχει z ανάµεσα στα x και y τ.ώ. |x− z| ≤ δ1 και
|z − y| ≤ δ2.

Πρόβληµα 2.11. Αν f : I → R, όπου I ⊆ R διάστηµα, και λ > 0 τότε

ωf (λδ) ≤ (1 + λ)ωf (δ).

Χρησιµοποιείστε το Πρόβληµα 2.10.

2.3.3 Εκτίµηση του σφάλµατος για τα πολυώνυµα Bernstein

Το Θεώρηµα του Weierstrass δε µας δίνει κάποια εκτίµηση για το πόσο µεγάλο µπορεί
να είναι το ῾῾σφάλµα᾿᾿ �f − p�∞ = supx∈[a,b] |f(x)− p(x)| όταν η f(x) είναι µια συνεχής
συνάρτηση στο διάστηµα [a, b] και το p(x) είναι πολυώνυµο ϐαθµού ≤ n. Κεντρικό
ερώτηµα της Θεωρίας Προσέγγισης είναι το πόσο µικρή µπορεί να γίνει αυτή η ποσότητα
αν µας επιτρέπεται να διαλέξουµε κατάλληλα το πολυώυµο p(x). Με άλλα λόγια µας
ενδιαφέρει η ποσότητα

En(f) = inf {�f − p�∞ : το p(x) είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ n}.
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΄Οπως αποδείξαµε στα εισαγωγικά µαθήµατα, όταν µιλάγαµε για το πρόβληµα της προσέγ-
γισης των στοιχείων ενός διανυσµατικού χώρου από στοιχεία ενός υποχώρου, το παραπάνω
infimum ῾῾πιάνεται᾿᾿ από κάποιο πολυώνυµο p(x) ϐαθµού µέχρι n, µια και ο χώρος αυτός
των πολυωνύµων έχει πεπερασµένη διάσταση και µάλιστα ίση µε n + 1 (αφού κάθε τέ-
τοιο πολυώνυµο µπορεί να προσδιορισθεί δίνοντας n + 1 παραµέτρους, τους συντελεστές
του). Φυσικά µια εκτίµηση για την ποσότητα En(f) ϑα πρέπει να επηρεάζεται από το
πόσο ῾῾καλή᾿᾿ είναι η συνάρτηση f . Αυτή η ιδιότητα της f ποσοτικοποιείται από το µέτρο
συνέχειας της f τη συνάρηση ωf (δ).

Θεώρηµα 2.5. ΄Εστω f ∈ C([a, b]). Τότε ισχύει

En(f) ≤ 2ωf (1/
√
n).

Πιο συγκεκριµένα, ανBn(f) είναι το n-οστό πολυώνυµο Bernstein της f τότε �f − Bn(f)�∞ ≤
2ωf (1/

√
n).

΄Οπως κάναµε και στην απόδειξη του ϑεωρήµατος τουWeierstrass µέσω των πολυωνύµων
του Bernstein, µπορούµε κι εδώ, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, να πάρουµε [a, b] = [0, 1],
πράγµα το οποίο απλουστεύει τους υπολογισµούς.

Ξεκινάµε χρησιµοποιώντας της σχέση (18).

|f(x)− Bn(f)(x)| = |f(x)− E [f(Bx,n/n)]|
= |E [f(x)− f(Bx,n/n)]|
≤ E [|f(x)− f(Bx,n/n)|] (τριγωνική ανισότητα : |E [X]| ≤ E [|X|])

=
n�

k=0

|f(x)− f(k/n)|P [Bx,n = k] (από το E [φ(X)] =
�

k φ(k)P [X = k])

≤
n�

k=0

ωf (

����x− k

n

����)P [Bx,n = k]

=
n�

k=0

ωf (λ
1√
n
)P [Bx,n = k] (µε λ =

√
n
��x− k

n

��)

≤ ωf (1/
√
n)

n�

k=0

(1 +
√
n

����x− k

n

����)P [Bx,n = k] (από το Πρόβληµα 2.11)

= ωf (1/
√
n)(1 +

√
nE
�
x− Bx,n

n

�
)

= ωf (1/
√
n)(1 +

1√
n
E [Bx,n − nx])

≤ ωf (1/
√
n)(1 +

1√
n
σ(Bx,n)) (από το Πρόβληµα 2.2)

≤ 2ωf (1/
√
n) (από την (16)).

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.5 είναι πλήρης.
Παρατήρηση 2.3. Υπάρχει πολύ καλύτερη εκτίµηση για το σφάλµα En(f) από αυτή του
Θεωρήµατος 2.5. Το Θεώρηµα του Jackson µας λέει ότι En(f) ≤ Cωf (1/n), όπου C είναι
µια απόλυτη σταθερά.
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3 Τριγωνοµετρικά πολυώνυµα

3.1 Τριγωνοµετρικά Πολυώνυµα

΄Ενα τριγωνοµετρικό πολυώνυµο είναι ένας πεπερασµένος γραµµικός συνδυασµός, µε µι-
γαδικούς συντελεστές, µιγαδικών εκθετικών συναρτήσεων, δηλ. των συναρτήσεων

en(x) = einx, (n ∈ Z).

΄Ενας άλλος τρόπος να πούµε το ίδιο πράγµα είναι να πούµε ότι τριγωνοµετρικά πολυώνυµα
είναι συναρτήσεις της µορφής

p(x) =
N�

k=−N

pkek(x), (21)

όπου N είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος. Ο αριθµός k ονοµάζεται και συχνότητα του
εκθετικού ek(x). Η µεγαλύτερη, κατ΄ απόλυτη τιµή, συχνότητα που εµφανίζεται σ΄ ένα
τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ονοµάζεται ϐαθµός του πολυωνύµου και συµοβολίζεται µε
deg p. Για παραδειγµα, αν p(x) = 3e−i4x + 1 + ei2x τότε deg p = 4.

Τα pk στην (21) ονοµάζονται συντελεστές του p(x) και καθορίζονται µοναδικά. Δε µπορεί
δηλ. η ίδια συνάρτηση p(x) να γραφεί µε δυο διαφορετικούς τρόπους στη γραφή (21).

Πρόβληµα 3.1. (Μοναδικότητα των συντελεστών)
Αν
�N

k=−N pke
ikx =

�N
k=−N qke

ikx για κάθε x σε ένα σύνολο A ⊆ R µε |A| ≥ 2N + 1 τότε
pk = qk για κάθε k.

Αρκεί να δείξουµε ότι αν
�N

k=−N pke
ikx = 0 για κάθε x ∈ A = {a1, a2, . . . , a2N+1, . . .}

τότε pk = 0 για κάθε k. Δείξτε ότι αρκεί ο (2N + 1)× (2N + 1) πίνακας µε στοιχεία τα eikaj ,
k = −N, . . . , N , j = 1, 2, . . . , 2N + 1, είναι αντιστρέψιµος.

Αυτό ανάγεται σε ένα πίνακα Vandermonde A µε Ajk = xk
j ,

A =




1 x1 x2
1 . . . xn−1

1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn−1
n




όπου j = 0, 2, . . . , n−1, k = 1, 2, . . . , n, και τα xj ∈ C. Δείξτε ότι αν όλα τα xj είναι διαφορε-
τικά τότε ο πίνακας είναι αντιστρέψιµος υπολογίζοντας την ορίζουσά του και δείχνοντας ότι
αυτή ισούται µε ± το γινόµενο όλων των διαφορών xr − xs, όπου r �= s:

detA = ±
�

r,s=1,...,n
r<s

(xr − xs).

Αυτό µπορεί να αποδειχτεί µε επαγωγή ως προς το n.

΄Ενας άλλος τρόπος να αποδείξετε ότι ένα τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού ≤ N το
οποίο µηδενίζεται σε 2N + 1 σηµεία έχει όλους τους συντελεστές του µηδενικούς είναι να
χρησιµοποιήσετε την αντίστοιχη πρόταση για τα αλγεβρικά πολυώνυµα, ότι δηλ. ένα αλ-
γεβρικό πολυώνυµο ϐαθµού ≤ M που µηδενίζεται σε M + 1 σηµεία είναι αναγκαστικά
το µηδενικό πολυώνυµο, αυτό δηλ. µε όλους τους συντελεστές ίσους µε το µηδέν. Χρησι-
µοποιείστε το πολυώνυµο

q(z) = p−N + p−N+1z + p−N+2z
2 + · · ·+ pNz

2N = zN
N�

k=−N

pkz
k.
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Ποια η σχέση των µηδενικών του τριγωνοµετρικού πολυωνύµου p(x) µε τις ϱίζες του αλγε-
ϐρικού πολυωνύµου q(z) όταν κοιτάξετε µόνο τα z µε |z| = 1 και ϑέσετε z = eix;

΄Αµεση συνέπεια του ϑεµελιώδους τύπου eix = cos x+ i sin x, για x ∈ R, είναι ότι

cos x = (e−ix + eix)/2, και sin x = (−e−ix + eix)/(2i),

πράγµα που σηµαίνει ότι οι συναρτήσεις cos x και sin x είναι τριγωνοµετρικά πολυώνυµα
ϐαθµού 1.

Πρόβληµα 3.2. (Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις αθροισµάτων και διαφορών)
Βρείτε τύπους για τα cos(a ± b), sin(a ± b) µέσω των τριγωνοµετρικών αριθµών των a και b
χρησιµοποιώντας τον τύπο eix = cos x+ i sin x.

Ξεκινείστε γράφοντας το ei(a±b) µε δύο τρόπους.

Μια συνάρτηση f : R → C ονοµάζεται περιοδική µε περίοδο T αν

f(x+ T ) = f(x), (x ∈ R).

Για παράδειγµα η συνάρτηση sin x είναι περιοδική µε περίοδο 2π και η συνάρτηση e2πix

είναι περιοδική µε περίοδο 1.

Πρόβληµα 3.3. (Σύνολο των περιόδων µιας συνάρτησης)
Η περίοδος µιας περιοδικής συνάρτησης δεν είναι ποτέ µοναδική. Αποδείξτε ότι το σύνολο
των περιόδων µιας συνάρτησης αποτελεί οµάδα. Αν δηλ. T1 και T2 είναι περίοδοι τότε και
οι αριθµοί −T1,−T2, T1 + T2 είναι επίσης περίοδοι. Δείξτε επίσης ότι κάθε µη σταθερή,
συνεχής περιοδική συνάρτηση έχει µια ελάχιστη ϑετική περίοδο και κάθε άλλη περίοδος
της συνάρτησης είναι πολλαπλάσιό της.

Πρόβληµα 3.4. Αν f : R → C είναι µια συνεχής (ή, γενικότερα, µια Riemann ολοκληρώσιµη)
T -περιοδική συνάρτηση τότε αν x, y ∈ R έχουµε

� x+T

x

f(t) dt =

� y+T

y

f(t) dt.

Παρατήρηση 3.1. Οι µιγαδικές εκθετικές συναρτήσεις en(x) = einx, n ∈ Z, έχουν όλες
περίοδο 2π (αλλά µόνο οι e1(x) και e−1(x) έχουν ελάχιστη περίοδο 2π), και είναι ιδιαίτερα
χρήσιµες στη µελέτη συναρτήσεων που είναι περιοδικές µε αυτή την περίοδο. Είναι όµως
αρκετά κοινό, αν ϑέλουµε να µελετήσουµε ϕαινόµενα που έχουν άλλη περίοδο, να χρησι-
µοποιούµε εκθετικές συναρτήσεις που είναι ελαφρώς διαφορετικές. Για παράδειγµα, εξί-
σου κοινές µε τις παραπάνω συναρτήσεις είναι και οι εκθετικές συναρτήσεις e2πinx, n ∈ Z,
οι οποίες έχουν περίοδο 1 αντί για 2π. ΄Ολα όσα ϑα πούµε παρακάτω ισχύουν, ϕυσικά
µε τις κατάλληλες ελάχιστες τροποποιήσεις, και σε κάθε τέτοια οικογένεια µιγαδικών εκ-
ϑετικών συναρτήσεων και για τα αντίστοιχα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα. Η αναγωγή από
τη µια περίπτωση στην άλλη γίνεται µε µια απλή γραµµική αλλαγή µεταβλητής.

3.2 Εσωτερικό γινόµενο

Αν f, g ∈ C([0, 2π]) ορίζουµε το εσωτερικό τους γινόµενο να είναι η ποσότητα

�f, g� = 1

2π

� 2π

0

f(x)g(x) dx.
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Παρατήρηση 3.2. Εδώ g(x) είναι το µιγαδικό συζυγές του g(x). Αν οι συναρτήσεις είναι
πραγµατικές τότε ο παραπάνω ορισµός του εσωτερικού γινοµένου δίδεται συνήθως χωρίς το
µιγαδικό συζυγές. Επίσης ο παράγοντας 1

2π
χρησιµεύει στο να µετατρέψει το ολοκλήρωµα

σε ένα µέσο όρο πάνω στο διάστηµα [0, 2π] και απλουστεύονται πολύ τύποι έτσι. Μπορεί
όµως σε άλλα κείµενα να δείτε τον ορισµό χωρίς τον παράγοντα αυτό. Για παράδειγµα, αν
τα εκθετικά που χρησιµοποιούνται είναι τα e2πinx, n ∈ Z, τότε ο ορισµός του εσωτερικού
γινοµένου είναι �f, g� =

� 1

0
f(x)g(x) dx. Σε πολλά ϐιβλία επίσης ϑα δείτε το εσωτερικό

γινόµενο να έχει το συζυγές στον πρώτο παράγοντα αντί για το δεύτερο.

Πρόβληµα 3.5. (Αλγεβρικές ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου)
Το εσωτερικό γινόµενο είναι ουσιαστικά γραµµικό στους δύο παράγοντες, αν εξαιρέσουµε την
µικρή επιπλοκή που δηµιουργεί η ύπαρξη του µιγαδικού συζυγούς στο δεύτερο παράγοντα.
Αποδείξτε τις παρακάτω ιδιότητες (f, g, h ∈ C([0, 2π])):

�g, f� = �f, g�
�λf + µh, g� = λ�f, g�+ µ�h, g� (για λ, µ ∈ C)

�f,λg + µh� = λ�f, g�+ µ�f, h� (για λ, µ ∈ C)

� �f, f� = �f�22 :=
1

2π

� 2π

0

|f(x)|2 dx (παραλλαγή ορισµού της 2-νόρµας).

Δύο συναρτήσεις f, g ∈ C([0, 2π]) ονοµάζονται ορθογώνιες αν �f, g� = 0.

Πρόβληµα 3.6. (Πυθαγόρειο Θεώρηµα)
Αν f1, f2, . . . , fn είναι ανά δύο ορθογώνιες τότε

�f1 + . . .+ fn�22 = �f1�22 + · · ·+ �fn�22. (22)

Χρησιµοποιείστε επαγωγή ως προς n. Για n = 2 γράψτε

�f1 + f2�22 = �f1 + f2, f1 + f2� = �f1, f1,+��f1, f2�+ �f2, f1�+ �f2, f2�

και χρησιµοποιείστε την ορθογωνιότητα.

Είναι πολύ ϐασικό και πολύ χρήσιµο ότι οι µιγαδικές εκθετικές συναρτήσεις en(x) =
einx, n ∈ Z, είναι ανά δύο ορθογώνιες. Αν m �= n και ϑέτοντας k = m− n �= 0 έχουµε

�em, en� =
1

2π

� 2π

0

eimxe−inx dx

=
1

2π

� 2π

0

eikx dx

=
1

2π

� 2π

0

�
eikx

ik

��
dx

=
1

ik
(eik2π − eik·0)

= 0.

Ισχύει επίσης �en, en� = �en�22 = 1 για n ∈ Z. Γι΄ αυτό το λόγο οι συναρτήσεις en(x) λέµε
ότι αποτελούν ένα ορθοκανονικό σύστηµα.
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Πρόβληµα 3.7. (Ορθογωνιότητα των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων)
Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις

1, cosnx, sinnx, (n = 1, 2, . . .)

είναι ανά δύο ορθογώνιες. Αν τις διαιρέσουµε όλες (εκτός από τη σταθερή συνάρτηση) µε√
2 τότε εκτός από ορθογώνιο σύστηµα συναρτήσεων είναι και ορθοκανονικό.

Γενικά οι υπολογισµοί ολοκληρωµάτων µε τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις δεν είναι από
τις πιο απολαυστικές ασχολίες. Είναι πολύ καλύτερο να τις µετατρέψουµε σε µιγαδικές
εκθετικές συναρτήσεις και να κάνουµε εκεί τις πράξεις µας µια και οι εκθετικές συναρτήσεις
είναι ϕτιαγµένες για να πολλαπλασιάζονται. Για παράδειγµα, για να δείξετε την ορθογ-
ωνιότητα των cosmx και cosnx υπολογίστε το ολοκλήρωµα αφού πρώτα γράψετε

cosmx · cosnx =
1

4
(eimx + e−imx)(einx + e−inx).

Θυµίζουµε τον ορισµό της γραµµικής ανεξαρτησίας διανυσµάτων v1, . . . , vn σε ένα δι-
ανυσµατικό χώρο V : ϑεωρούνται αυτά γραµµικώς ανεξάρτητα αν ισχύει η συνεπαγωγή

n�

k=1

ckvk = 0 =⇒ c1 = c2 = · · · = cn = 0, (για κάθε επιλογή των συντελεστών cj ∈ C).

Οι διανυσµατικοί χώροι που µας απασχολούν σε αυτό το µάθηµα είναι κατά κανόνα
χώροι συναρτήσεων όπως ο C([0, 2π]) µε τον οποίο ασχολούµαστε εδώ. Είναι πολύ
ϐασικό ότι η ορθογωνιότητα συνεπάγεται τη γραµµική ανεξαρτησία. Αν οι µη µηδενικές
f1, f2, . . . , fn ∈ C([0, 2π]) είναι ανά δύο ορθογώνιες τότε, υποθέτοντας ότι έχουµε ένα
µηδενιζόµενο γραµµικό συνδυασµό τους

0 =
n�

k=1

ckfk,

και παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο και τον δύο µελών µε την f1, έχουµε

0 =
n�

k=1

ck�fk, f1� = c1�f1, f1� = c1�f1�22

πράγµα που συνεπάγεται c1 = 0 αφού �f1�22 > 0 αρκεί η f1 να µην είναι η µηδενική
συνάρτηση. Οµοίως αποδεικνύουµε ότι όλα τα cj είναι µηδέν και άρα τα f1, . . . , fn είναι
γραµµικώς ανεξάρτητα.

Πρόβληµα 3.8. (Η 2-νόρµα ενός τριγωνοµετρικού πολυωνύµου)
Αν p(x) =

�N
k=−N pke

ikx δείξτε ότι

� �p�22 =
N�

k=−N

|pk|2.

Χρησιµοποιείστε την ορθογωνιότητα των εκθετικών συναρτήσεων και το Πυθαγόρειο Θεώρηµα.
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Πρόβληµα 3.9. Αποδείξτε ξανά τη µοναδικότητα των συντελεστών των τριγωνοµετρικών
πολυωνύµων χωρίς τον πίνακα Vandermonde (δείτε το Πρόβληµα 3.1). Αν p(x), q(x) είναι
δύο τριγωνοµετρικά πολυώνυµα που ταυτίζονται σε ολόκληρο το διάστηµα [0, 2π] τότε έχουν
τους ίδιους συντελεστές.

Αποδείξτε ότι οι συντελεστές ενός τριγωνοµετρικού πολυωνύµου δίδονται από τον τύπο

� pk = �p(x), eikx� = 1

2π

� 2π

0

p(x)e−ikx dx, (k ∈ Z). (23)

Παρατήρηση 3.3. Το δεξί µέλος της (23) µπορεί να εφαρµοστεί σε οποιαδήποτε συνεχή
συνάρτηση p(x) στο διάστηµα [0, 2π]. Η ποσότητα αυτή ονοµάζεται συντελεστής Fourier k
τάξης της συνάρτησης p(x).

Πρόβληµα 3.10. Αν p(x) =
�N

k=−N pke
ikx, q(x) =

�N
k=−N qke

ikx δείξτε ότι

�p(x), q(x)� =
N�

k=−N

pqqk.

΄Εστω PN το σύνολο όλων των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων ϐαθµού ≤ N

PN =

�
p(x) =

N�

k=−N

pke
ikx : pk ∈ C

�
.

Αφού το άθροισµα δυο τέτοιων πολυωνύµων παραµένει στοιχείο του PN και γινόµενο ενός
µιγαδικού αριθµού µε στοιχείο του PN παραµένει στοιχείο του PN προκύπτει ότι το σύνολο
αυτό είναι ένας µιγαδικός διανυσµατικός χώρος. Μάλιστα µε την αντιστοίχιση

p(x) → (p−N , p−N+1, . . . , pN−1, pN)

που είναι καλώς ορισµένη (µοναδικότητα των συντελεστών πολυωνύµου), γραµµική και
αντιστρέψιµη είναι ϕανερό πως ο χώρος PN είναι ισοµορφικός, ως γραµµικός χώρος, µε
το χώρο C2N+1. Μια ϐάση του χώρου PN αποτελείται από τα 2N + 1 τριγωνοµετρικά
πολυώνυµα

e−iNx, e−i(N−1)x, . . . , e−ix, 1, eix, . . . , eiNx.

Αυτή µάλιστα η ϐάση έχουµε αποδείξει ότι είναι και ορθοκανονική, είναι δηλαδή τα
στοιχεία της ανά δύο ορθογώνια και κάθε στοιχείο της έχει 2-νόρµα ίση µε 1.

Υπάρχει µια ακόµη ορθοκανονική ϐάση του PN η οποία είναι χρήσιµη στις εφαρµογές,
ειδικά όταν πρόκειται για τριγωνοµετρικά πολυώνυµα που παίρνουν πραγµατικές τιµές.

Θεώρηµα 3.1. Οι συναρτήσεις

1,
1√
2
cos x,

1√
2
cos 2x, . . . ,

1√
2
cosNx,

1√
2
sin x,

1√
2
sin 2x, . . . ,

1√
2
sinNx (24)

είναι µια ορθοκανονική ϐάση του PN . Επιπλέον, αν µια συνάρτηση p(x) ∈ PN παίρνει
πραγµατικές τιµές τότε οι συντελεστές της ως προς αυτή τη ϐάση είναι πραγµατικοί.

Από το Πρόβληµα 3.7 έχουµε την ορθογωνιότητα των συναρτήσεων ανά δύο. Το ότι
κάθε µια από αυτές έχει 2-νόρµα ίση µε το 1 είναι ένας απλός υπολογισµός που στην
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περίπτωση της σταθερής συνάρτησης είναι προφανής και σε όλες τις άλλες περιπτώσεις
ανάγεται στον τύπο � 2π

0

cos2 x dx =
1

2
.

Για να αποδείξουµε το δεύτερο µέρος του Θεωρήµατος ϑα υπολογίσουµε ακριβώς τους
συντελεστές του πολυωνύµου

p(x) =
N�

k=−N

pke
ikx

ως πρός τη ϐάση (24). ΄Εστω λοιπόν ότι

p(x) = a0 +
N�

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (25)

= a0 +
N�

k=1

�
ak

eikx + e−ikx

2
+ bk

aikx − e−ikx

2i

�
. (26)

Εξισώνοντας (από τη µοναδικότητα των συντελεστών των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων)
τους συντελεστές των δύο µελών, και παρατηρώντας ότι οι συναρτήσεις eikx και e−ikx

εµφανίζονται µόνο στον k προσθετέο του αθροίσµατος (26), παίρνουµε ότι p0 = a0 και για
k = 1, 2, . . . , N ότι

pke
ikx + p−ke

−ikx = ak
eikx + e−ikx

2
+ bk

aikx − e−ikx

2i
.

Κάνοντας πράξεις αυτό γράφεται

(pk − ak/2− bk/(2i))e
ikx + (p−k − ak/2 + bk/(2i))e

−ikx = 0.

Από τη µοναδικότητα παίρνουµε τις δύο εξισώσεις

pk = ak/2 + bk/(2i), p−k = ak/2− bk/(2i). (27)

Λύνοντας ως προς τις ποσότητες ak, bk παίρνουµε

ak = pk + p−k, bk = i(pk − p−k). (28)

Οι τύποι (27) και (28), µαζί µε τον a0 = p0, µας λένε το πώς γράφουµε µια συνάρτηση p(x)
στην τριγωνοµετρική ϐάση (24) αν την έχουµε γραµµένη ως προς την εκθετική ϐάση και
το αντίστροφο.

Τέλος, ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση p(x) παίρνει πραγµατικές τιµές. ΄Εχουµε τότε

a0 = p(0) = �p(x), 1�
ak = pk + p−k = �(p(x), eikx + e−ikx� = 2�p(x), cos kx�
bk = i(pk − p−k) = i�p(x), eikx − e−ikx� = −2�p(x), sin x�.

΄Ολα τα εσωτερικά γινόµενα που εµφανίζονται παραπάνω έχουν και τους δύο παράγοντες
πραγµατικές συναρτήσεις, άρα είναι πραγµατικά.
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3.3 ΄Αρτιες και περιττές συναρτήσεις

Μια συνάρτηση f : R → C λέγεται άρτια αν f(−x) = f(x) για κάθε x ∈ R (οποιοδήποτε
πεδίο ορισµού D µπορούµε να έχουµε εδώ το οποίο είναι συµµετρικό ως προς το 0, ισχύει
δηλ. x ∈ D ⇐⇒ −x ∈ D). Η f : R → C λέγεται περιττή αν ισχύει f(−x) = −f(x) για
κάθε x ∈ R.

Είναι ϕανερό ότι το να είναι µια συνάρτηση άρτια ή περιττή είναι µια σχετικά σπά-
νια ιδιότητα· οι ῾῾πιο πολλές᾿᾿ συναρτήσεις δεν είναι ούτε το ένα ούτε το άλλο. Παρ΄ όλ΄
αυτά ισχύει το παρακάτω ϑεώρηµα το οποίο κάποιες ϕορές µας επιτρέπει να περάσουµε
ιδιότητες των αρτίων και των περιττών συναρτήσεων σε γενικές συναρτήσεις.

Θεώρηµα 3.2. Αν f : R → C τότε υπάρχει µια άρτια συνάρτηση fe : R → C και µια περιττή
συνάρτηση fo : R → C τ.ώ. f(x) = fe(x)+fo(x) για κάθε x ∈ R. Μάλιστα αυτή η διάσπαση
της f σε άθροισµα περιττής και άρτιας συνάρτησης είναι µοναδική.

Η απόδειξη είναι εξαιρετικά απλή. Παίρνουµε

fe(x) =
f(x) + f(−x)

2
, fo(x) =

f(x)− f(−x)

2
.

Είναι ϕανερό ότι f = fe + fo και ότι η fe είναι άρτια και η fo περιττή.
Για να δείξουµε τη µοναδικότητα υποθέτουµε ότι υπάρχει και δεύτερη διάσπαση της f

σε άθροισµα άρτιας και περιττής συνάρτησης

f = �fe + �fo.
Από την ισότητα fe + fo = �fe + �fo παίρνουµε

fe − �fe = �fo − fo.

Το αριστερό µέλος είναι άρτια συνάρτηση και το δεξί περιττή (ως γραµµικός συνδυασµός
αντιστοίχων συναρτήσεων). ΄Οµως η µόνη συνάρτηση που υπάρχει που είναι ταυτόχρονα
άρτια και περιττή είναι η µηδενική συνάρτηση, άρα fe = �fe και fo = �fo.

Οι συναρτήσεις fe και fo ονοµάζονται άρτιο και περιττό µέρος της f .

Πρόβληµα 3.11. Αν p(x) = a0 +
�N

k=1 (ak cos kx+ bk sin kx) είναι ένα τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο γραµµένο στην τριγωνοµετρική του µορφή τότε ϐρείτε τις συναρτήσεις pe(x)
και po(x) γραµµένες επίσης στην τριγωνοµετρική τους µορφή. ΄Ιδιο ερώτηµα αν το τριγ.
πολυώνυµο p(x) δίδεται στην εκθετική του µορφή

p(x) =
N�

k=−N

pke
ikx.

3.4 Προσέγγιση από τριγωνοµετρικά πολυώνυµα

Αντίστοιχα µε την προσέγγιση µιας συνεχούς συνάρτησης από αλγεβρικά (συνηθισµένα)
πολυώνυµα έχουµε και προσέγγιση από τριγωνοµετρικά πολυώνυµα. Ας είναι f ∈ C([0, 2π]).
Μια προφανής αναγκαία συνθήκη για να µπορεί η f να προσεγγισθεί οµοιόµορφα στο
[0, 2π] από τριγωνοµετρικά πολυώνυµα είναι η

f(0) = f(2π).

Αυτό ισχύει γιατί η συνθήκη αυτή ισχύει για κάθε τριγωνοµετρικό πολυώνυµο (λόγω της
2π-περιοδικότητας) και άρα ισχύει και για κάθε συνάρτηση που είναι όριο (έστω και κατά
σηµείο όριο) τριγ. πολυωνύµων. Η συνθήκη αυτή πέρα από αναγκαία είναι και ικανή :
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Θεώρηµα 3.3. Αν f ∈ C([−π, π]) έχει

f(−π) = f(π)

τότε για κάθε � > 0 υπάρχει τριγ. πολυώνυµο p(x) τ.ώ. |f(x)− p(x)| ≤ � για x ∈ [−π, π].

Παρατήρηση 3.4. Το Θεώρηµα 3.3 ισχύει αν στη ϑέση του [−π, π] ϐάλουµε οποιοδήποτε
άλλο διάστηµα της µορφής [s, s + 2π] και απαιτήσουµε η f να είναι συνεχής σε αυτό το
κλειστό διάστηµα και να έχει τις ίδιες τιµές στα δύο άκρα. ΄Ολες οι αποδείξεις είναι ίδιες.

Υπάρχει και ένας διαφορετικός τρόπος να εκφράσουµε αυτή την υπόθεση για την f : η
f πρέπει να είναι συνεχής σε όλο το R και 2π-περιοδική. Πράγµατι, αν η f είναι συνεχής
και 2π-περιοδική τότε ο περιορισµός της σε οποιοδήποτε διάστηµα µήκους 2π, έστω στο
[s, s + 2π], είναι συνεχής και η f παίρνει την ίδια τιµή στα δύο άκρα του διαστήµατος.
Αντίστροφα, αν η f είναι ορισµένη µόνο στο [s, s + 2π] και είναι συνεχής εκεί και µε την
ίδια τιµή στα δύο άκρα του διαστήµατος τότε η f µπορεί να επεκταθεί σε όλο το R ως µια
συνεχής και 2π-περιοδική συνάρτηση : επεκτείνουµε πρώτα στο διάστηµα [s+ 2π, s+ 4π]
χρησιµοποιώντας τη σχέση f(x) = f(x + 2π) που ϑέλουµε να ισχύει για κάθε x και
παρατηρούµε ότι η συνάρτησή µας είναι συνεχής στο καινούργιο της πεδίο ορισµού. Το
µόνο σηµείο στο οποίο υπάρχει κάποια αµφιβολία για την συνέχεια της f είναι εκεί που
κολλάνε τα δύο διαστήµατα, το σηµείο s + 2π δηλαδή, αλλά εκεί η συνάρτησή µας είναι
συνεχής και από τις δύο µεριές ως συνέπεια της υπόθεσής µας για ίδιες τιµές της f στα
δύο άκρα του αρχικού διαστήµατος. Με όµοιο τρόπο επεκτείνουµε την f σε διαστήµατα
µήκους 2π δεξιά κι αριστερά του πεδίου ορισµού της κι έτσι ορίζεται τελικά η f σε όλο
το R µε τις επιθυµητές ιδιότητες. Δείτε το Σχήµα 4 όπου ϕαίνεται η διαδικασία αυτή της
περιοδικοποίησης για s = 0, ξεκινώντας δηλ. από το διάστηµα [0, 2π].

−2π 2π 4π

00.5

Σχήµα 4: Η διαδικασία της επέκτασης µιας συνάρτησης σε περιοδική (περιοδικοποίηση).
Το γράφηµα στα διαστήµατα [−2π, 0] και [2π, 4π] είναι µεταφορές του γραφήµατος στο

διάστηµα [0, 2π]

Με άλλα λόγια ορίζουµε f(x) να είναι η τιµή f(x−2kπ) όπου k ∈ Z είναι ο µοναδικός
ακέραιος τέτοιος ώστε να ισχύει

x− 2kπ ∈ [s, s+ 2π).

Πρόβληµα 3.12. Αν fn, f είναι T -περιοδικές συναρτήσεις και fn → f οµοιόµορφα στο
διάστηµα [s, s+ T ] τότε fn → f οµοιόµορφα σε ολόκληρο το R.

Πρόβληµα 3.13. Αν η f : R → C είναι συνεχής και T -περιοδική τότε είναι οµοιόµορφα
συνεχής σε ολόκληρο το R.

Από δω και στο εξής λοιπόν το να µιλάµε για µια συνάρτηση που είναι συνεχής σε
κλειστό διάστηµα µήκους T και έχει τις ίδιες τιµές στα δύο άκρα του διαστήµατος είναι το
ίδιο µε το να µιλάµε για µια συνάρτηση που είναι ορισµένη και συνεχής σε ολόκληρο το
R και είναι επίσης T -περιοδική.
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Ας αποδείξουµε τώρα το Θ. 3.3. Θα ϑεωρούµε τη συνάρτηση f ορισµένη και συνεχή
σε ολόκληρο το R µέσω 2π-περιοδικότητας όπως αναφέραµε στην Παρατήρηση 3.4.
Βήµα 1. Αν η f είναι άρτια τότε προσεγγίζεται οµοιόµορφα από άρτια τριγ. πολυώνυµα.

Αφού η f είναι άρτια αρκεί να την προσεγγίσουµε οµοιόµορφα από άρτιο τριγωνοµετρικά
πολυώνυµα στο διάστηµα [0, 2π] µόνο. Στο διάστηµα αυτό η συνάρτηση cos x είναι µια
συνεχής και 1 προς 1 απεικόνιση του διαστήµατος [0, π] στο διάστηµα [−1, 1]. ΄Εστω
arccos (῾῾τόξο συνηµιτόνου᾿᾿, που καµιά ϕορά το συµβολίζουµε και µε cos−1) η αντίστροφή
της, επίσης συνεχής, συνάρτηση που απεικονίζει το[−1, 1] στο [0, π]:

y = cos x ⇔ x = arccos y (x ∈ [0, π], y ∈ [−1, 1]).

΄Αρα η g(y) = f(arccos y) είναι µια συνεχής συνάρτηση ορισµένη πάνω στο [−1, 1] και
από το Θ. Weierstrass για αλγεβρικά πολυώνυµα (Θεώρηµα 2.1) για κάθε � > 0 υπάρχει
πολυώνυµο p(y) τέτοιο ώστε

|g(y)− p(y)| ≤ �

για κάθε y ∈ [−1, 1]. ΄Οµως αυτή η συνθήκη, µετά την αλλαγή µεταβλητής y = cos x, δε
λέει τίποτε άλλο παρά το ότι

|f(x)− p(cos x)| ≤ �

για κάθε x ∈ [0, π]. Τέλος δε µένει παρά να παρατηρήσουµε ότι η συνάρτηση p(cos x) είναι
άρτιο τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. Αυτό είναι συνέπεια του ότι η συνάρτηση cos x είναι
άρτιο τριγωνοµετρικό πολυώνυµο και του ότι τα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα είναι κλειστά
(όπως και τα αλγεβρικά πολυώνυµα) στις πράξεις της πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού
συναρτήσεων.
Βήµα 2: Η συνάρτηση f(x) sin2 x προσεγγίζεται οµοιόµορφα από τριγ. πολυώνυµα.

΄Εστω � > 0. Οι συναρτήσεις f1(x) = f(x) + f(−x) και f2(x) = (f(x) − f(−x)) sin x
είναι άρτιες, 2π-περιοδικές και συνεχείς και άρα από το Βήµα 1 υπάρχουν άρτια τριγ.
πολυώνυµα T1(x) και T2(x) τ.ώ. �f1 − T1�∞ ≤ � και �f2 − T2�∞ ≤ �. Αυτό µπορούµε να
το εκφράσουµε και ως εξής

f1(x) = T1(x) + E1(x), (|E1(x)| ≤ �)

και
f2(x) = T2(x) + E2(x), (|E2(x)| ≤ �).

΄Αρα

f(x) sin2(x) = f1(x) sin
2 x+ f2(x) sin x = T1(x) sin

2 x+ T2(x) sin x+ E(x)

όπου E(x) = E1(x) sin
2 x+ E2(x) sin x, οπότε |E(x)| ≤ 2�.

Βήµα 3: Η συνάρτηση f(x) cos2 x προσεγγίζεται οµοιόµορφα από τριγ. πολυώνυµα.
Αυτό είναι συνέπεια της εφαρµογής του Βήµατος 2 στη συνάρτηση F (x) = f(x − π

2
)

που είναι ϕυσικά 2π-περιοδική και συνεχής. Από το Βήµα 2 έχουµε ότι η F (x) sin2 x
προσεγγίζεται οµοιόµορφα από τριγ. πολυώνυµα p(x) το οποίο σηµαίνει ότι η συνάρτηση

f(x) cos2 x = F (x+
π

2
) sin2(x+

π

2
)

προσεγγίζεται οµοιόµορφα από τα πολυώνυµα p(x+ π
2
).

Για να τελειώσουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3 παρατηρούµε απλά ότι

f(x) = f(x) sin2 x+ f(x) cos2 x

και προσεγγίζουµε την f από το άθροισµα των δύο τριγωνοµετρικών πολυωνύµων που
προσεγγίζουν τις δύο συναρτήσεις του δεξιού µέλους αντίστοιχα.
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Παρατήρηση 3.5. ΄Εχουµε έτσι αποδείξει το Θεώρηµα του Weierstrass για προσέγγιση από
τριγωνοµετρικά πολυώνυµα (Θεώρηµα 3.3) χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα του Weierstrass
για αλγεβρικά πολυώνυµα (Θεώρηµα 2.1). Είναι ενδιαφέρον ότι και ο αντίστροφος συλ-
λογισµός είναι δυνατός. Αν δηλ. υποθέσει κανείς το Θεώρηµα 3.3 ως γνωστό τότε µπορεί
να αποδείξει, χρησιµοποιώντας το, το Θεωρηµα 2.1. Αυτό είναι ενδιαφέρον µια και υπ-
άρχουν και άλλες αποδείξεις του Θεωρήµατος 3.3, που δε χρησιµοποιούν το Θεώρηµα
2.1, δίνοντάς µας έτσι νέες αποδείξεις του Θεωρήµατος 2.1. Για παράδειγµα, ένα από τα
ϐασικά ϑεωρήµατα της Αρµονικής Ανάλυσης είναι το Θεώρηµα του Fejér, που λέει ότι αν
έχουµε µια συνεχή και 2π-περιοδική συνάρτηση f τότε αυτή είναι το οµοιόµορφο όριο των
τριγωνοµετρικών πολυωνύµων, που ονοµάζονται Cesáro µέσοι της f :

σN(f)(x) =
N�

j=−N

�f(j)eijx.

Οι αριθµοί �f(j) ονοµάζονται συντελεστές Fourier (τους είδαµε και στην Παρατήρηση 3.3)
της f και δίνονται από τον τύπο

�f(j) = 1

2π

� 2π

0

f(x)e−ijx dx, (j ∈ Z). (29)

Ας δούµε λοιπόν τώρα πώς αποδεικνύει κανείς το Θεώρηµα 2.1 υποθέτοντας ως γνωστό
το Θεώρηµα 3.3.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να πάρουµε το διάστηµα αναφοράς να είναι
το [−1, 1], και ας είναι f ∈ C([−1, 1]). Η συνάρτηση g : R → C ορίζεται ως

g(x) = f(cos x)

και είναι συνεχής, 2π-περιοδική και άρτια. Για να δείξουµε ότι η f προσεγγίζεται οµοιό-
µορφα από ένα αλγεβρικό πολυώνυµο q(x) στο διάστηµα [−1, 1] αρκεί να δείξουµε ότι
η συνάρτηση g(x) προσεγγίζεται οµοιόµορφα από το πολυώνυµο q(cos x) (το οποίο είναι
τριγωνοµετρικό πολυώνυµο) στο διάστηµα [0, π].

΄Εστω � > 0. Ας είναι p(x) ένα τριγωνοµετρικό πολυώνυµο τέτοιο ώστε g(x) = p(x) +
E(x), µε |E(x)| ≤ � (εδώ χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα 3.3). ΄Εχουµε

g(x) =
g(x) + g(−x)

2
=

p(x) + p(−x)

2
+

E(x) + E(−x)

2
.

Προφανώς
���E(x)+E(−x)

2

��� ≤ � και η συνάρτηση q(x) = p(x)+p(−x)
2

είναι ένα άρτιο τριγ-
ωνοµετρικό πολυώνυµο οπότε

q(x) =
N�

k=0

qk cos kx

για κάποιο ϕυσικό αριθµό N και κάποια qk ∈ C (αυτό ϕαίνεται πολύ εύκολα αν γράψει
κανείς το τριγ. πολυώνυµο q(x) σε τριγωνοµετρική µορφή, κάνει το ίδιο για το q(−x) και
χρησιµοποιήσει το ϑεώρηµα µοναδικότητας).

Για να τελειώσει η απόδειξη πρέπει να δείξουµε ότι η συνάρτηση q(x) είναι αλγεβρικό
πολυώνυµο του cos x, για το οποίο προφανώς αρκεί να δείξουµε για κάθε k = 0, 1, 2, . . .
ότι

η συνάρτηση cos kx είναι αλγεβρικό πολυώνυµο του cos x. (30)
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΄Οµως

cos kx = Re
�
eikx
�

= Re
�
(cos x+ i sin x)k

�

= Re

�
k�

j=0

�
k

j

�
(cos x)k−jij(sin x)j

�
(από το διωνυµικό ϑεώρηµα)

=
k�

j=0
j άρτιο

�
k

j

�
(cos x)k−j(−1)j/2(sin2 x)j/2 (αφού ij = ±i για j περιττό)

=
k�

j=0
j άρτιο

�
k

j

�
(cos x)k−j(−1)j/2(1− cos2 x)j/2 (αφού sin2 x = 1− cos2 x)

το οποιο προφανώς είναι ένα αλγεβρικό πολυώνυµο της ποσότητας cos x. Η απόδειξή µας
είναι πλήρης.

4 Ιδιότητες της ϐέλτιστης προσέγγισης

Επανερχόµαστε τώρα στο πρόβληµα της προσέγγισης από αλγεβρικά πολυώνυµα. ΄Εστω
f ∈ C([a, b]) και έστω p∗ ∈ PN µια ϐέλτιστη προσέγγιση της f από το σύνολοPN (αλγεβρικά
πολυώνυµα ϐαθµού µεχρι N ) στη νόρµα �·�∞. Το πολυώνυµο p∗ δηλ. έχει την ιδιότητα
ότι για κάθε άλλο πολυώνυµο p ∈ PN ισχύει

�f − p∗�∞ ≤ �f − p�∞. (31)

Η ύπαρξη του πολυωνύµου αυτού δεν είναι προφανής. Είναι όµως άµεση σχεδόν συνέπεια
του γεγονότος ότι ο γραµµικός χώρος PN έχει πεπερασµένη διάσταση (συγκεκριµένα
dimPN = N + 1), όπως αποδείξαµε στις δύο πρώτες εισαγωγικές διαλέξεις (µπορείτε
να το ϐρείτε στις σηµειώσεις του Carothers, Κεφ. 1). Θα δούµε κάποιες ιδιότητες που έχει
αυτό το πολυώνυµο p∗ και οι οποίες, µεταξύ άλλων, ϑα µας επιτρέψουν να αποδείξουµε
και τη µοναδικότητά του, ιδιότητα που δεν προκύπτει από κάποιο γενικό επιχείρηµα όπως
αυτό της πεπερασµένης διάστασης.

Περιοριζόµαστε από δω και πέρα σε πραγµατικές συναρτήσεις f [a, b] → R µια και το
συµπέρασµα στο οποίο ϑέλουµε να καταλήξουµε δεν έχει νόηµα για µιγαδικές συναρτή-
σεις. Είναι προφανές σε αυτή την περίπτωση ότι και η p∗ είναι επισης πραγµατικό
πολυώνυµο (γιατί ;).

Αν p : [a, b] → R είναι οποιαδήποτε συνεχής συνάρτηση τότε από τη συνέχεια της
|f − p| προκύπτει ότι αυτή ῾῾πιάνει᾿᾿ το supremum της για κάποιο x ∈ [a, b]. Ισχύει δηλ.
για κάποιο x

f(x)− p(x) = ±�f − p�∞.

Αν Ϲωγραφίσουµε γύρω από το γράφηµα της f µια Ϲώνη µε πλάτος ρ = �f − p�∞ από
κάθε µεριά (ϐλέπε Σχήµα 5) τότε αυτό που µόλις είπαµε σηµαίνει ότι το γράφηµα της
p(x), το οποίο ϐρίσκεται εξ ολοκλήρου µέσα σε αυτή τη Ϲώνη (αφού |f(x)− p(x)| ≤ ρ για
κάθε x) σίγουρα ακουµπάει το άνω ή το κάτω σύνορο αυτής της Ϲώνης.

Στο Θεώρηµα 4.1 που ακολουθεί δείχνουµε ότι ακουµπάει και πάνω και κάτω.
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Σχήµα 5: Η ϐέλτιστη πολυωνυµική προσέγγιση (µπλε) της συνάρτησης πρέπει να
ακουµπάει και το σύνορο της ρ-Ϲώνης (διακεκοµένη γραµµή) και προς τα πάνω και προς

τα κάτω. Εδώ ρ = �f − p∗�∞.

Θεώρηµα 4.1. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής. Αν p∗ ∈ PN είναι ένα πολυώνυµο που
ελαχιστοποιεί την ποσότητα �f − p�∞, p ∈ PN , τότε υπάρχουν σηµεία x, y ∈ [a, b] τ.ώ.

f(x)− p∗(x) = p∗(y)− f(y) = �f − p∗�∞.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1 είναι πολύ εύκολη αν σκεφτεί κανείς λίγο γεωµετρικά.
Τι ϑα γινόταν αν, π.χ., η µπλε γραµµή στο Σχήµα 5 ακουµπούσε µόνο στο κάτω σύνρο της
Ϲώνης (κάτω διακεκοµένη γραµµή); Πολύ απλά ϑα µπορούσαµε να µετατοπίσουµε λίγο
προς τα πάνω τη µπλε γραµµή ώστε να παραµείνει εντός της Ϲώνης και να έχουµε τώρα
µια καλύτερη προσέγγιση από πριν, πράγµα αδύνατο µια και υποθέσαµε ότι η p∗ είναι
ϐέλτιστη προσέγγιση.

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι για κάθε x ∈ [a, b] ισχύει p∗(x) − f(x) < ρ = �f − p∗�∞
(δεν ακουµπάει επάνω). Αφού η συνεχής συνάρτηση p∗(x) − f(x) είναι < ρ παντού στο
[a, b] έπεται ότι υπάρχει κάποιος αριθµός 0 < ρ� < ρ ώστε να ισχύει

p∗(x)− f(x) ≤ ρ�, (x ∈ [a, b]).

(Αυτό είναι απλά συνέπεια του ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε κλειστό διάστηµα ῾῾πιάνει᾿᾿
τα ακρότατα της σε κάποια σηµεία του διαστηµατος.) ΄Εστω δ = (ρ−ρ�)/2 > 0 και ορίζουµε
τη συνάρτηση p1(x) = p∗(x) + δ, η οποία επίσης είναι στο PN αφού επηρεασαµε µόνο τη
σταθερά του πολυωνύµου.

Ισχύει τώρα

p1(x)− f(x) = p∗(x)− f(x) + δ ≤ ρ� + δ < ρ

f(x)− p1(x) = f(x)− p∗(x)− δ ≤ ρ− δ = ρ� + δ < ρ,

ή, µε άλλα λόγια, |f(x)− p1(x)| ≤ ρ�+δ < ρ για κάθε x ∈ [a, b]. Αυτό αντιφάσκει όµως µε
τη σχέση (31), άρα κάπου µέσα στο διάστηµα [a, b] η συνάρτηση p∗(x) − f(x) ισούται µε
ρ. Με όµοιο τρόπο αποδεικνύουµε ότι κάπου µέσα στο διάστηµα η f(x)− p∗(x) ισχούται
µε ρ, και η απόδειξη είναι πλήρης.

Πρόβληµα 4.1. Αν f : [a, b] → R δείξτε ότι η ϐέλτιστη προσέγγιση από σταθερά (η ϐέλτιστη
προσέγγιση δηλ. από το χώρο P0) στην ∞-νόρµα είναι η σταθερά (max f +min f)/2.

Το Θεώρηµα 4.1 µπορεί να ισχυροποιηθεί πάρα πολύ, σε σηµείο που να αποτελεί
χαρακτηρισµό της ϐέλτιστης πολυωνυµικής προσέγγισης. Δηλ. η ιδιότητα που εµφανίζεται
στο επόµενο Θεώρηµα 4.2 όχι µόνο είναι αναγκαία για να είναι το πολυώνυµο p∗ µια
ϐέλτιστη προσέγγιση αλλά είναι και ικανή.
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Ορισµός 4.1. Αν F : [a, b] → R είναι µια συνάρτηση που δεν είναι ταυτοτικά µηδενική
(ώστε �F�∞ > 0) και y1 < y2 < · · · < yk είναι κάποια σηµεία του [a, b] λέµε ότι αυτά είναι
εναλλασόµενα για την F αν
(α) |F (yj)| = �F�∞ για κάθε j = 1, 2, . . . , k, και
(ϐ) Αν τα πρόσηµα των F (yj) εναλλάσσονται, ισχύει δηλ.

F (yj) · F (yj+1) < 0, j = 1, 2, . . . , N − 1.

Θεώρηµα 4.2. ΄Εστω f : [a, b] → R και N ϕυσικός αριθµός. Τότε υπάρχει ακριβώς µια
ϐέλτιστη προσέγγιση p∗ ∈ PN της f . ΄Ενα πολυώνυµο p ∈ PN είναι το p∗ αν και µόνο αν
υπάρχει ένα σύνολο τουλάχιστον N + 2 σηµείων του [a, b] που να είναι εναλασσόµενα για
τη συνάρτηση f − p.

Πρόβληµα 4.2. Αποδείξτε ότι η ϐέλτιστη γραµµική (δηλ. πολυωνυµική ϐαθµού µέχρι 1)
προσέγγιση της συνάρτησης f(x) = x2 στο διάστηµα [0, 1] για την∞-νόρµα είναι η συνάρτηση
p(x) = x− 1

8
.

Εφαρµόστε το Θεώρηµα 4.2 µε N = 1.

Πρόβληµα 4.3. Βρείτε τη ϐέλτιστη προσέγγιση από γραµµικά πολυώνυµα (από πολυώνυµα
δηλ. στο P1) της συνάρτησης f(x) = x2 στο διάστηµα [0, 1] αλλά τώρα στην L2 νόρµα.

Δε χρειάζεται να χρησιµοποιήσετε εδώ κάποιο ϐαρύ ϑεώρηµα. Πρέπει να ϐρείτε τα
a, b ∈ R ώστε η ποσότητα �x2 − ax− b�22 να ελαχιστοποιείται. Η ποσότητα αυτή είναι
µια συνάρτηση των a, b ∈ R την οποία µπορείτε να υπολογίσετε εύκολα. Οι µερικές της
παράγωγοι ως προς a, b πρέπει να µηδενίζονται στο σηµείο ελαχιστοποίησης.

4.1 Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2

Θα αποδείξουµε τώρα το Θεώρηµα 4.2. Ας ξεκινήσουµε µε το να αποδείξουµε ότι αν το p
είναι ϐέλτιστη προσέγγιση τότε υπάρχουν τουλάχιστον N + 2 εναλλασσόµενα σηµεία για
τη συνάρτηση φ = f − p. Ας γράφουµε

E = �φ�∞ > 0.

(Η µόνη περίπτωση να είναι E = 0 είναι όταν f = p όταν δηλ. f ∈ PN οπότε και η f είναι
η ίδια η ϐέλτιστη προσέγγιση του εαυτού της και δεν έχουµε τίποτα να αποδείξουµε.)

Αφού η φ είναι συνεχής στο [a, b] είναι και οµοιόµορφα συνεχής. Ας είναι λοιπόνΔ > 0
τ.ώ.

|x− y| ≤ Δ =⇒ |φ(x)− φ(y)| ≤ E/10. (32)

Χωρίζουµε το διάστηµα [a, b] σε ίσα διαστήµατα µήκους ≤ Δ και ας είναι

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tk−1 < tk = b

τα διαχωριστικά σηµεία. ΄Ενα σηµείο x ∈ [a, b] ϑα το ονοµάζουµε (+)-σηµείο αν φ(x) = E
και (−)-σηµείο αν φ(x) = −E. Από την (32) έπεται ότι σε ένα διάστηµα [tj, tj+1] δε
µπορεί να περιέχεται και ένα (+)-σηµείο και ένα (−)-σηµείο, αφού η τιµή της φ δε
µπορεί να αλλάξει µέσα σ΄ ένα τέτοιο διάστηµα περισσότερο από E/10. Μετά από αυτή την
παρατήρηση µπορούµε να ονοµάσουµε ένα διάστηµα [tj, tj+1] (+)-διάστηµα αν περιέχει
ένα (+)-σηµείο, (−)-διάστηµα αν περιέχει ένα (−)-σηµείο και ουδέτερο διάστηµα αν δεν
περιέχει ούτε από το ένα είδος ούτε από το άλλο.
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Γράφουµε S για την ένωση των προσηµασµένων διαστηµάτων και N για την ένωση των
ουδέτερων διαστηµάτων. ΄Εχουµε ϕυσικά [a, b] = S ∪N .

Ας απαριθµήσουµε τώρα τα προσηµασµένα διαστήµατα κινούµενοι από αριστερά προς
τα δεξιά, οµαδοποιώντας τα ταυτόχρονα. Κάνουµε την αβλαβή υπόθεση ότι το πρώτο
προσηµασµένο διάστηµα που συναντάµε είναι τύπου (+):

I1, I2, . . . , Ik1 , είναι (+)-διαστήµατα
Ik1+1, . . . , Ik2 , είναι (−)-διαστήµατα

· · · ·
Ikm−1+1, . . . , Ikm είναι (−1)m−1-διαστήµατα.

Για κάθε δείκτη j το διάστηµα Ij είναι πριν το Ij+1, ισχύει δηλ. max Ij ≤ min Ij+1.
Θα έχουµε αποδείξει το Ϲητούµενο αν δείξουµε ότι m ≥ N + 2, µια και τότε µπορούµε

να πάρουµε το πρώτο σηµείο της εναλλασσόµενης ακολουθίας σηµείων από την πρώτη
γραµµή διαστηµάτων, το δεύτερο από τη δεύτερη γραµµή κ.λ.π. ΄Εστω ότι δεν ισχύει το
Ϲητούµενο, ότι δηλ. έχουµε

m ≤ N + 1. (33)
Από την (32) έπεται ότι ένα (+)-διάστηµα δε µπορεί να ακουµπάει ένα (−)-διάστηµα, αφού
δε γίνεται να µεταβληθεί η τιµή της φ κατά 2E µέσα σε µήκος ≤ 2Δ. ΄Αρα ανάµεσα στα
διαστήµατα µιας γραµµής παραπάνω και στα διαστήµατα της επόµενης υπάρχει πάντα
ένα τουλάχιστον ουδέτερο διάστηµα. Επιλέγουµε m − 1 σηµεία z1 < z2 < · · · < zm−1

παίρνοντας το zj να είναι οποιοδήποτε σηµείο του συνόλου [a, b]\S ανάµεσα στην j-οµάδα
και στην (j + 1)-οµάδα διαστηµάτων. Ορίζουµε έπειτα το πολυώνυµο q ∈ Pm−1

q(x) = (z1 − x)(z2 − x) · · · (zm−1 − x)

το οποίο έχει την ιδιότητα ότι αλλάζει πρόσηµο όταν (κινούµενοι από αριστερά προς τα
δεξιά) περνάµε κάποιο zj και σε κάθε διάστηµα της πρώτης οµάδας έχει ϑετικό πρόσηµο.
Εύκολα ϐλέπουµε ότι αυτό συνεπάγεται ότι σε κάθε προσηµασµένο διάστηµα η συνάρτηση
φ(x) = (f − p)(x) και η q(x) έχουν ίδιο πρόσηµο.

Θα δείξουµε τώρα ότι µπορούµε να επιλέξουµε ένα κατάλληλα µικρό αλλά ϑετικό λ
τ.ώ. η συνάρτηση

p(x) + λq(x) ∈ PN

να είναι καλύτερη προσέγγιση της f απ΄ ότι η συνάρτηση p(x), πράγµα άτοπο, άρα ισχύει
τελικά m ≥ N + 2 όπως ϑα ϑέλαµε.

΄Εστω
e = max

x∈N
|φ(x)|.

΄Εχουµε e < E µια και σε κάθε ουδέτερο διάστηµα έχουµε |φ(x)| < E για κάθε x στο
διάστηµα και άρα το supremum της |φ(x)| σε αυτό το διάστηµα είναι κι αυτό < E (αυτό
είναι συνέπεια της συνέχειας της φ(x)). Επιλέγουµε τώρα οποιοδήποτε λ > 0 που να
ικανοποιεί της σχέση

λ <
1

�q�∞
min {E − e, E/2}. (34)

Θέλουµε τώρα να δείξουµε
�f − (p+ λq)�∞ < E.

Από τη συνέχεια της συνάρτησης f − (p + λq) αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε x ∈ [a, b]
ισχύει

|(f(x)− p(x))− λq(x)| < E.
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Διακρίνουµε τώρα δύο περιπτώσεις για το x ∈ [a, b]:

• x ∈ N
Από την τριγωνική ανισότητα έχουµε

|(f(x)− p(x))− λq(x)| ≤ |f(x)− p(x)|+ λ|q(x)| ≤ e+ λ�q�∞ < E

από την πρώτη ανισότητα της (34).

• x ∈ S
΄Εχουµε |f(x)− p(x)| ≥ (9/10)E > λ�q�∞ (από τη δεύτερη ανισότητα της (34)), και
άρα οι αριθµοί f(x) − p(x) και λq(x) έχουν το ίδιο πρόσηµο. Για δύο οµόσηµους
αριθµούς a, b µε |a| ≥ |b|, ισχύει |a− b| = |a|− |b|, άρα έχουµε

|(f(x)− p(x))− λq(x)| = |f(x)− p(x)|− λ|q(x)| ≤ E − λmin
x∈S

|q(x)| < E.

Η τελευταία ανισότητα οφείλεται στο ότι η συνάρτηση q(x) δε µηδενίζεται πουθενά
στο S (αφού οι ϱίζες της είναι τα zj που δεν ανήκουν στο S) και άρα το minx∈S |q(x)|
είναι αυστηρά ϑετική ποσότητα.

Η απόδειξη είναι πλήρης για το ότι ένα ϐέλτιστο πολυώνυµο έχει µια εναλλασσόµενη
ακολουθία σηµείων µε τουλάχιστον N + 2 σηµεία.

Αντίστροφα τώρα, ας υποθέσουµε ότι για το πολυώνυµο p ∈ PN η συνάρτηση φ(x) =
f(x)− p(x) έχει τα εναλλασόµενα σηµεία

x0 < x1 < · · · < xN+1

στο διάστηµα [a, b]. Θέλουµε να δείξουµε ότι το p(x) είναι µια ϐέλτιστη προσέγγιση της f
στην ∞-νόρµα από το χώρο PN . ΄Εστω ότι δεν είναι και ότι το πολυώνυµο q ∈ PN είναι
καλύτερο, ότι ισχύει δηλ.

�f − q�∞ < �f − p�∞. (35)
Για κάθε j = 0, 1, 2, . . . , N + 1 έχουµε

|f(xj)− p(xj)| = E = �f − p�∞ > �f − q�∞ ≥ |f(xj)− q(xj)|

άρα η συνάρτηση
q(x)− p(x) = (f − p)(x)− (f − q)(x)

έχει εναλλασσόµενα πρόσηµα στα σηµεία xj. Αυτό ισχύει γιατί από την παραπάνω
ανισότητα προκύπτει ότι

−E < |f(xj)− q(xj)| < E

για κάθε j, και άρα η διαφορά (q−p)(xj) είναι ϑετική όταν f(xj)−p(xj) = E και αρνητική
όταν f(xj)−p(xj) = −E. Ανάµεσα σε κάθε εναλλαγή προσήµου µιας συνεχούς συνάρτηση
υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο όπου η συνάρτηση µηδενίζεται άρα το πολυώνυµο q(x)−
p(x) έχει τουλάχιστον N + 1 ϱίζες. Αφού όµως deg (q − p) ≤ N έπεται ότι το q − p είναι
το µηδενικό πολυώνυµο, άτοπο λόγω της (35). ΄Αρα το πολυώνυµο p(x) είναι όντως µια
ϐέλτιστη προσέγγιση.

Αποµένει να δείξουµε ότι η ϐέλτιστη προσέγγιση είναι µοναδική. ΄Εστω όχι και ας
υποθέσουµε ότι το πολυώνυµο q∗(x) είναι επίσης µια ϐέλτιστη προσέγγιση. Τότε όµως και
ο µέσος όρος τους

r =
p∗ + q∗

2
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είναι επίσης µια ϐέλτιστη προσέγγιση (αποδείξτε το αυτό· ισχύει για οποιαδήποτε νόρµα,
όχι µόνο την ∞-νόρµα). Χρησιµοποιώντας αυτά που έχουµε ήδη αποδείξει, υπάρχουν
N + 2 σηµεία

x0 < x1 < · · · < xN+1

που είναι εναλλασσόµενα για τη συνάρτηση f − r. Αυτό µεταφράζεται στο ότι

(f − p∗)(xj) + (f − q∗)(xj) = (−1)j2E, (j = 0, 1, 2, . . . , N + 1).

Αφού όµως |(f − p∗)(xj)| ≤ E και |(f − q∗)(xj)| ≤ E έπεται ότι για κάθε j

(f − p∗)(xj) = (f − q∗)(xj) = (−1)jE,

οπότε τα πολυώνυµα p∗(x) και q∗(x) ταυτίζονται σε N + 2 σηµεία. Αφού ο ϐαθµός τους
είναι ≤ N έπεται ότι τα πολυώνυµα ταυτίζονται.

5 Πολυώνυµα Chebyshev και ιδιότητές τους

5.1 Ορισµός των πολυωνύµων Chebyshev

΄Εχοντας αποδείξει το Θεώρηµα 4.2 που χαρακτηρίζει τη ϐέλτιστη προσέγγιση µιας συνάρτησης
από ένα χώρο πολυωνύµων PN ϑα το εφαρµόσουµε στο να λύσουµε το εξής πρόβληµα :

Ποια είναι η ϐέλτιστη προσέγγιση της συνάρτησης xn από το χώρο Pn−1

(πολυώνυµα ϐαθµού µέχρι και n− 1) και για το διάστηµα [−1, 1];

Θέλουµε µε άλλα λόγια να λύσουµε το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης

Για ποιο πολυώνυµο p(x) ∈ Pn−1 ελαχιστοποιείται η νόρµα

�xn − p(x)�∞ = max
−1≤x≤1

|xn − p∗(x)|?

Η ύπαρξη της λύσης p(x) εξασφαλίζεται από το γεγονός ότι ο χώρος Pn−1 έχει πεπερασµένη
διάσταση (ίση µε n) και η µοναδικότητας από το Θεώρηµα 4.2. Το Θεώρηµα 4.2 µας
εξασφαλίζει επίσης και την ύπαρξη n+ 1 = (n− 1) + 2 σηµείων

−1 ≤ x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn ≤ 1

τα οποία είναι εναλασσόµενα για το πολυώνυµο p(x) = xn−p∗(x), ισχύει δηλ. |p(xj)| = M
για j = 0, 1, . . . , n και p(xj) · p(xj+1) < 0 για j = 0, 1, . . . , n− 1, όπου

M = �p(x)�∞ = �xn − p∗(x)�∞.

Πρώτα κάνουµε την παρατήρηση ότι σε κάθε ένα από τα εσωτερικά σηµεία xj η παράγωγος
p�(x) µηδενίζεται αφού σε κάθε τέτοιο σηµείο η p(x) έχει τοπικό µέγιστο (όταν η τιµή
της είναι M ) ή τοπικό ελάχιστο (όταν η τιµή της είναι −M ). Αφού deg p�(x) ≤ n − 1
συµπεραίνουµε ότι

η p�(x) µηδενίζεται ακριβώς στα x1, x2, . . . , xn−1 (36)

και άρα τα σηµεία x0 και xn δεν είναι εσωτερικά σηµεία του διαστήµατος [−1, 1] και
συνεπώς

x0 = −1, xn = 1. (37)
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Προκύπτει επίσης, από την έλλειψη µηδενικών της p(x) στο διάστηµα [1,+∞) και το
γεγονός ότι limx→+∞ p(x) = +∞ ότι η τιµή της p(x) στο 1 είναι

p(1) = +M. (38)

Το πολυώνυµο M2 − p2(x) είναι παντού µη αρνητικό στο διάστηµα [−1, 1] άρα κάθε ϱίζα
του στο (−1, 1) οφείλει να είναι διπλή, τουλάχιστον (αλλιώς η συνάρτηση ϑα έπαιρνε και
ϑετικές και αρνητικές τιµές σε κάθε γειτονιά µιας ϱίζας ρ αφού ϑα γραφόταν ως (x−ρ)q(x)
για κάποιο πολυώνυµο µε q(ρ) �= 0). Η συνάρτηση αυτή µηδενίζεται τουλάχιστον στα
σηµεία x0, x1, . . . , xn άρα, λαµβάνοντας υπόψιν ότι degM2 − p2(x) ≤ 2n,

όλες οι ϱίζες της M2 − p2(x) είναι οι x0 (απλή), x1 (διπλή), x2 (διπλή), . . ., xn−1 (διπλή), xn (απλή)
(39)

Από τις προτάσεις (36) και (39) προκύπτει ότι τα πολυώνυµαM2−p2(x) και (1−x2)(p�(x))2

έχουν ακριβώς τις ίδιες ϱίζες, άρα είναι το ένα πολλαπλάσιο του άλλου

M2 − p2(x) = K(1− x2)(p�(x))2, (για κάποια σταθερά K).

Η σταθερά K προσδιορίζεται κοιτώντας τους µεγιστοβάθµιους συντελεστές των δύο µελών.
Αφού

p(x) = xn + · · ·
(µε ῾῾· · · ᾿᾿ συµβολίζουµε όρους µικρότερης τάξης) έχουµε p�(x) = nxn−1+ · · · και (p�(x))2 =
n2x2(n−1) + · · · και τέλος

(1− x2)(p�(x))2 = −n2x2n + · · ·

Επίσης έχουµεM2−p2(x) = −x2n+ · · · άραK = 1
n2 . Παίρνουµε τις ϑετικές τετραγωνικές

ϱίζες στη σχέση M2 − p2(x) = 1
n2 (1 − x2)(p�(x))2 και, κάνοντας την παρατήρηση ότι

p�(x) > 0 για x > xn−1 (αφού δεν έχει µηδενικά πέρα από το xn−1 και πρέπει να πάει η
p(x) στο +∞) παίρνουµε τη διαφορική εξίσωση

p�(x)�
M2 − p2(x)

=
n√

1− x2
(40)

που ισχύει τουλάχιστον σε µια γειτονιά του x = 1. Λύνουµε τη διαφορική αυτή εξίσωση
µε τη µέθοδο του χωρισµού µεταβλητών ξαναγράφοντάς την ως

dp�
M2 − p2(x)

=
ndx√
1− x2

και χρησιµοποιώντας τον τύπο
�

dx√
1−x2 = arccos x+C (αυτό προκύπτει εύκολα από το ότι

η arccos x είναι η αντίστροφη συνάρτηση της cos x). Παίρνουµε έτσι τη λύση

p(x) = M cos(n arccos x+ C) (41)

όπου C είναι µια σταθερά που µένει ακόµη να προσδιορισθεί, όπως και η τιµή του M .
Αν θ ∈ [0, π] και x = cos θ (ή αλλιώς θ = arccos x) ϐλέπουµε ότι η αντιστοιχία (αλλαγή

µεταβλητής) των x και θ είναι µια συνεχής και 1-1 αντιστοιχία των διαστηµάτων x ∈ [−1, 1]
και θ ∈ [0, π]. Από δω και πέρα όποτε χρησιµοποιούµε το x ή το θ αυτά πάντα ϑα
συνδέεονται µε την παραπάνω σχέση. ΄Ετσι η σχέση (41) µπορεί να γραφεί και ως

p(x) = M cos(nθ + C). (42)
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Για x = 1 (θ = 0) παίρνουµε (αφού p(x) = M ) ότι cosC = 1 και άρα το C είναι κάποιο
ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π, οπότε µπορούµε να το παραλείψουµε τελείως από τη σχέση
(41) ή (42) αφού δεν επηρεάζει την τιµή του συνιµητόνου. Για να ϐρούµε τώρα την τιµή
του M στη σχέση

p(x) = M cos(n arccos x) = M cos(nθ) (43)

χρησιµοποιούµε τον υπολογισµό που κάναµε στην απόδειξη της (30) όπου ϐρήκαµε ότι

cosnθ =
n�

j=0
jάρτιο

�
n

j

�
(cos θ)n−j(−1)j/2(1− cos2 θ)j/2. (44)

Αφού ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του x στο αριστερό µέλος της (43) είναι 1 το ίδιο
οφείλει να είναι και ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του cos θ στο δεξί µέλος της (43). Από
κάθε προσθετέο του αθροίσµατος στο δεξί µέλος της (44) προκύπτει ακριβώς ένα πολ-
λαπλάσιο του (cos x)n µε συντελεστή

�
n

j

�
(−1)j/2(−1)j/2 =

�
n

j

�
(−1)j =

�
n

j

�
(αφού j άρτιο).

Ο συντελεστής του (cos θ)n δηλ. στο δεξί µέλος της (43) είναι

M
n�

j=0
jάρτιο

�
n

j

�
= M2n−1. (45)

Από αυτό προκύπτει ότι M = 21−n και η τελική µορφή του πολυωνύµου

p(x) = 21−n cos(n arccos x) = 21−n cos(nθ) (46)

Παρατήρηση 5.1. Η (45) προκύπτει πολύ εύκολα από το διωνυµικό ϑεώρηµα

(a+ b)n =
n�

j=0

�
n

j

�
ajbn−j

παίρνοντας a = −1 και b = 1 και χρησιµοποιώντας την ταυτότητα

2n =
n�

j=0

�
n

j

�
,

η οποία επίσης προκύπτει από το διωνυµικό ϑεώρηµα ϑέτοντας a = b = 1.

Ορισµός 5.1. Τα πολυώνυµα Chebyshev πρώτου είδους Tn(x) είναι τα πολυώνυµα για
τα οποία ισχύει για x ∈ [−1, 1]

Tn(x) = cos(n arccos x), n = 0, 1, 2, . . . . (47)

Παρατήρηση 5.2. ΄Εχουµε ήδη δει ότι το δεξί µέλος της (47) είναι ένα πολυώνυµο του
x. Ισοδύναµα αυτό είναι ένα πολυώνυµο του cos θ. Τα πολυώνυµα Chebyshev ορίζονται
ϕυσικά για κάθε x ∈ R αν και το δεξί µέλος της (47) δεν έχει νόηµα για |x| > 1 αφού δεν
ορίζεται η συνάρτηση arccos x τότε.
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5.2 Ιδιότητες των πολυωνύµων Chebyshev

Θεώρηµα 5.1. Για n ≥ 2 ισχύει

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x). (48)

Από την τριγωνοµετρική ταυτότητα cos a + cos b = 2 cos a−b
2

cos a+b
2

προκύπτει πολύ
εύκολα η σχέση

cosnθ = 2 cos θ cos (n− 1)θ − cos (n− 2)θ

από την οποία προκύπτει το Θεώρηµα 5.1 µε την αντικατάσταση x = cos θ.
Η αναδροµική σχέση (48) είναι σηµαντική για πολλούς λόγους, ένας από τους οποίους

είναι ότι µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τα πολυώνυµα Tn(x) πολύ εύκολα, ϐρίσκοντας
από τα T0(x) = 1 και T1(x) = x πρώτα το T2(x), µετά το T3(x), κ.λ.π. Παραθέτουµε
παρακάτω µερικά από τα Tn(x):

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x.

Πρόβληµα 5.1. Αποδείξτε ότι για n άρτιο τα πολυώνυµα Tn(x) περιέχουν µόνο άρτιες
δυνάµεις του x ενώ για n περιττό µόνο περιττές.

Χρησιµοποιείστε την (48).

Πρόβληµα 5.2. Αποδείξτε ότι για x ∈ R ισχύει

Tn(x) =
1

2

�
(x+

√
x2 − 1)n + (x−

√
x2 − 1)n

�
. (49)

Δείξτε το πρώτα για x ∈ [−1, 1] κάνοντας την αντικατάσταση x = cos θ. Δείξτε έπειτα ότι
το δεξί µέλος της (49) είναι πολυώνυµο του x (ότι δεν υπάρχουν δηλ. τετραγωνικές ϱίζες
όταν αναπτύξετε τις n-οστές δυνάµεις) και άρα η ισότητα των δύο µελών ισχύει για όλα τα
x ∈ R µια και τα δύο πολυώνυµα ταυτίζονται σε ένα ολόκληρο διάστηµα.

Από τον τύπο

Tn(x) = cosnθ, (µε x = cos θ, θ ∈ [0, π], x ∈ [−1, 1])

προκύπτει ότι οι συναρτήσεις Tn(·) δεν είναι παρά οι συναρτήσεις cos(n·) όπου όµως
ο άξονας των x έχει υποστεί µια αναπαραµέτριση, µια ῾῾αλλαγή µεταβλητής᾿᾿ όπως λέµε
συνήθως.

Η αλλαγή µεταβλητής αυτή είναι πολύ χρήσιµη για να αποδεικνύουµε διάφορες ιδιότητες
των πολυωνύµων Chebyshev ανάγοντας τα αντίστοιχα ερωτήµατα στις συναρτήσεις cosnθ.
Για παράδειγµα, αν ϑέλουµε να ϐρούµε τα µηδενικά των Tn(x) (για x ∈ [−1, 1], µια
και έχουµε ήδη αποδείξει ότι δεν υπάρχουν άλλα) αρκεί να ϐρούµε τα µηδενικά της
συνάρτησης cosnθ για θ ∈ [0, π] και να πάρουµε τα συνηµίτονά τους.
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1

-1

Σχήµα 6: Οι συναρτήσεις Tn(x) (κόκκινη) και cos(nθ) σχεδιασµένες η µια πάνω στην
άλλη. Μπορείτε να δείτε ότι η αλλαγή µεταβλητής x = cos θ έχει διατηρήσει τα

χαρακτηριστικά της καµπύλης που έχουν να κάνουν µόνο µε τον άξονα των y, π.χ. το
πόσες ϕορές τέµνει η καµπύλη τον x-άξονα ή το πόσες ϕορές αλλάζει η µονοτονία της
συνάρτησης. Δεν έχει όµως διατηρήσει κατ΄ ανάγκη τα χαρακτηριστικά της καµπύλης

που εξαρτώνται και από τον άξονα τον x. ΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η κλίση
της καµπύλης (παράγωγος). Στα δύο άκρα του διαστήµατος ([−1, 1] στη µια περίπτωση
και [0, π] στην άλλη, τα οποία τα έχουµε σχεδιάσει ως ένα εδώ) ϕαίνεται καθαρά ότι η

µαύρη καµπύλη έχει παράγωγο 0 ενώ η κόκκινη όχι.

Πρόβληµα 5.3. Δείξτε ότι τα µηδενικά της συνάρτησης Tn(x) είναι οι αριθµοί

cos

�
(2k − 1)π

2n

�
, k = 1, 2, . . . , n.

Βρείτε πρώτα τα µηδενικά της cosnθ για θ ∈ [0, π].

Η αλλαγή µεταβλητής αυτή είναι επίσης χρήσιµη στον υπολογισµό διαφόρων ολοκληρωµάτων.
Αφού

dθ =
dx

−
√
1− x2

, dx = − sin θ dθ

τα ορισµένα ολοκληρώµατα µετατρέπονται σύµφωνα µε τους κανόνες
� π

0

· · · dθ =

� 1

−1

· · · dx√
1− x2

,

και � 1

−1

· · · dx =

� π

0

· · · sin θ dθ.

Από το Πρόβληµα 3.7 για παράδειγµα γνωρίζουµε ότι
� π

−π

cosmx cosnx dx = 0 αν m �= n

ενώ � π

−π

cos2 nx dx = π αν n ≥ 1.

Αυτές οι ιδιότητες ορθογωνιότητας των συναρτήσεων cosnθ µεταφράζονται άµεσα σε ιδιότητες
ορθογωνιότητας των πολυωνύµων Chebyshev.
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Πρόβληµα 5.4. Αποδείξτε ότι αν m �= n είναι δύο ϕυσικοί αριθµοί τότε
� 1

−1

Tm(x)Tn(x)
dx√
1− x2

= 0. (50)

Για την περίπτωση m = n έχουµε

� 1

−1

T 2
n(x)

dx√
1− x2

=

�
π/2 n ≥ 1

π n = 0
.

Χρησιµοποιείστε την αρτιότητα της συνάρτησης cos x για να µετατρέψετε τα ολοκληρώ-
µατα

� π

−π
σε
� π

0
και µετά κάντε την αλλαγή µεταβλητής x = cos θ όπως περιγράφεται

παραπάνω.

Η ιδιότητα (50) ονοµάζεται ορθογωνιότητα ως προς το εσωτερικό γινόµενο µε ϐάρος

w(x) =
1√

1− x2

στο διάστηµα [−1, 1]. Για κάθε αυστηρά ϑετική συνάρτηση w(x) > 0 πάνω σ΄ ένα διάστηµα
[a, b] ορίζεται το εσωτερικό γινόµενο

�f, g�w =

� b

a

f(x)g(x)w(x) dx (51)

και η αντίστοιχη 2-νόρµα

�f�2,w =

�� b

a

|f(x)|2w(x) dx
�1/2

(52)

που συνδέονται και πάλι µε τη σχέση

�f�22,w = �f, f�w.

Ως προς αυτό το εσωτερικό γινόµενο, γιαw(x) = (1−x2)−1/2, οι συναρτήσεις T0(x), T1(x), . . . , TN(x)
αποτελούν µια ορθογώνια ϐάση του γραµµικού χώρου PN .

Πρόβληµα 5.5. Αποδείξτε ότι ισχύει η ανισότητα Cauchy-Schwarz µε ϐάρος w(x) > 0:

|�f, g�W | ≤ �f�2,w�g�2,w.

f(x)g(x)w(x) = f(x)
�

w(x) · g(x)
�
w(x). Χρησιµοποιείστε τη συνηθισµένη ανισότητα

Cauchy-Schwarz, για w(x) = 1 δηλαδή.

Το να έχει κανείς µια ορθογώνια ϐάση είναι πολύτιµο γιατί κάνει πολύ εύκολη τη
διαδικασία εύρεσης του αναπτύγµατος ενός πολυωνύµου f(x) ∈ PN ως γραµµικού συνδ-
υασµού στοιχείων αυτής της ϐάσης. Αν

f(x) = c0T0(x) + c1T1(x) + · · ·+ cNTN(x)

για κάποια cj ∈ C ο τρόπος να ϐρούµε τα cj είναι να πάρουµε το εσωτερικό γινόµενο και
των δύο µελών αυτής της ισότητας µε το Tj. Από την ορθογωνιότητα ϑα ῾῾επιζήσει᾿᾿ µόνο
ένας όρος δεξιά και παίρνουµε έτσι την ισότητα

cj =
�f, Tj�
�Tj, Tj�

.
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6 Παρεµβολή τιµών σε σηµεία

6.1 Παρεµβολή συναρτήσεων στο R από πολυώνυµα

Αν x1, x2, . . . , xN ∈ R είναι κάποια σηµεία (διαφορετικά µεταξύ τους) και d1, . . . , dN ∈ C
είναι κάποιες τιµές, λέµε ότι µια συνάρτηση p (της οποίας το πεδίο ορισµού περιέχει τα
xj) παρεµβάλλει τις τιµές dj στα σηµεία xj αν p(xj) = dj για j = 1, 2, . . . , N .

Το πρόβληµα που ϑα µας απασχολήσει εδώ είναι το αν (και το πώς) µπορούµε να
ϐρούµε τέτοιες συναρτήσεις p οι οποίες επιλέγονται µέσα από κάποια ευρεία κλάση
συναρτήσεων, π.χ. Ϲητάµε οι p να είναι πολυώνυµα. Αν περιορίσουµε τις παρεµβάλλουσες
συναρτήσεις p να είναι κάποια πολυώνυµα ϐαθµού ≤ N η γενική µορφή του p(x) είναι

p(x) = p0 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ pNx

N ,

εξαρτάται δηλ. το πολυώνυµο p(x) από N + 1 µιγαδικές µεταβλητές (ή ῾῾βαθµούς ελευ-
ϑερίας᾿᾿ όπως λέµε καµιά ϕορά). Είναι λογικό λοιπόν µε τέτοια πολυώνυµα να προσπα-
ϑούµε να λύσουµε ένα πρόβληµα παρεµβολής µε µέχρι N + 1 σηµεία, αφού κάθε σηµείο
παρεµβολής δηµιουργεί µια επιπλέον εξίσωση (την p(xj) = dj) που πρέπει να ικανοποιεί
το p(x), και δεν περιµένουµε να µπορούµε γενικά να λύσουµε περισσότερες από N + 1
ταυτόχρονες εξισώσεις µε N + 1 αγνώστους (τα pj). Για N + 1 σηµεία όµως το πρόβληµα
έχει πάντα λύση, όπως λέει το ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 6.1. Για κάθε N + 1 διαφορετικά σηµεία x0, x1, . . . , xN ∈ R και οποιαδήποτε
δεδοµένα d0, d1, . . . , dN ∈ C υπάρχει ακριβώς ένα µιγαδικό πολυώνυµο p(x) ϐαθµού ≤ N
τέτοιο ώστε p(xj) = dj για j = 0, 1, . . . , N .

Επίσης, αν όλες οι τιµές dj είναι πραγµατικές τότε οι συντελεστές του πολυωνύµου παρεµ-
ϐολής είναι και αυτοί πραγµατικοί αριθµοί.

Αν γράψουµε p(x) = p0+p1x+p2x
2+ · · ·+pNx

N τότε το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων
p(xj) = dj που ϑέλουµε να λύσουµε µπορεί να γραφεί σε µορφή πινάκων ως εξής

V P = D (53)

όπου P = (p0, p1, . . . , pN)
� και D = (d0, d1, . . . , dN)

� είναι διανύσµατα στήλες µήκους
N +1 (P είναι το διάνυσµα των αγνώστων) και ο (N +1)× (N +1) πίνακας Vandermonde
V είναι ο

V = V (x0, x1, . . . , xN) =




1 x0 x2
0 . . . xN

0

1 x1 x2
1 . . . xN

1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 xN x2

N . . . xN
N


 . (54)

Το να έχει αυτό το σύστηµα λύση P για κάθε δεξί µέλος D είναι ισοδύναµο µε το να
έχει πάντα µοναδική λύση και ισοδύναµο µε το να είναι ο πίνακας V αντιστρέψιµος.
Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι ο πίνακας V πάντα (για κάθε επιλογή σηµείων xj δηλ.) είναι
αντιστρέψιµος. Θα δείξουµε ότι η ορίζουσά του δεν είναι 0. Πιο συγκεκριµένα ϑα δείξουµε
ότι

detV (x0, x1, . . . , xN) =
�

0≤j<i≤N

(xi − xj), (55)

η οποία ποσότητα δεν είναι µηδέν αφού τα σηµεία xj είναι όλα διαφορετικά. Στο γινόµενο
που εµφανίζεται στο δεξί µέλος της (55) έχουµε από ένα παράγοντα για κάθε Ϲεύγος
διαφορετικών σηµείων όπου το σηµείο µε το µεγαλύτερο δείκτη έχει πρόσηµο + και το
άλλο έχει πρόσηµο −.
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Ας χρησιµοποιήσουµε επαγωγή ως πρός N . Για N = 1 έχουµε

det

�
1 x0

1 x1

�
= x1 − x0

άρα ο τύπος ισχύει σε αυτή την περίπτωση. Για το επαγωγικό ϐήµα (από N − 1 σηµεία σε
N σηµεία) αρκεί να δείξουµε τον τύπο

detV (x0, x1, . . . , xN) = detV (x0, x1, . . . , xN−1)(xN − x0)(xN − x1) · · · (xN − xN−1).

Βολεύει εδώ να ϑεωρήσουµε το xN ως µια µεταβλητή γράφοντας στη ϑέση του x, οπότε η
σχέση που έχουµε να δείξουµε γράφεται ως µια ισότητα πολυωνύµων

detV (x0, x1, . . . , xN−1, x) = detV (x0, x1, . . . , xN−1)(x− x0)(x− x1) · · · (x− xN−1).

(Το ότι η ποσότητα detV (x0, x1, . . . , xN−1, x) είναι ένα πολυώνυµο του x ϐαθµού ≤ N
γίνεται ϕανερό αν αναπτύξουµε την ορίζουσα ως προς την τελευταία της γραµµή.) Οι ϱίζες
του πολυωνύµου του δεξιού µέλους είναι προφανώς τα σηµεία x0, x1, . . . , xN−1. ΄Οµως
αυτές είναι και οι ϱίζες του αριστερού µέλους αφού η ορίζουσα detV (x0, x1, . . . , xN−1, x)
µηδενίζεται όποτε x = xj (1 ≤ j ≤ N − 1) αφού αποκτά δύο ίδιες γραµµές. ΄Οταν δύο
πολυώνυµα ϐαθµού N έχουν τις ίδιες ϱίζες τότε είναι το ένα πολλαπλάσιο του άλλου (επί
ένα µιγαδικό αριθµό). ΄Οµως εύκολα ϐλέπει κανείς ότι το αριστερό και το δεξί µέλος έχουν
τον ίδιο µεγιστοβάθµιο συντελεστή, ο οποίος είναι ο αριθµός detV (x0, x1, . . . , xN−1). Αυτό
είναι ϕανερό για το δεξί µέλος και στο αριστερό µέλος είναι επίσης ϕανερό αν παρατηρή-
σουµε ότι, στο ανάπτυγµα της detV (x0, x1, . . . , xN−1, x) ως προς την τελευταία γραµµή
(µε τις δυνάµεις του x), το xN πολλαπλασιάζεται µε µια υποορίζουσα που είναι ακριβώς η
detV (x0, x1, . . . , xN−1).

Συνεπώς τα δύο πολυώνυµα είναι ακριβώς ίδια και η απόδειξη έχει τελειώσει.
Το Θεώρηµα 6.1 µπορεί να αποδειχθεί και αλλιώς, τουλάχιστον το κοµµάτι που αφορά

την ύπαρξη του πολυωνύµου παρεµβολής, µε τη λεγόµενη µέθοδο παρεµβολής του La-
grange.

Ορίζουµε τα ϐοηθητικά πολυώνυµα ϐαθµού N

�i(x) =
�

j=0,1,...,N
j �=i

x− xj

xi − xj

, (i = 0, 1, . . . , N).

Εύκολα ϐλέπουµε ότι

�i(xj) =

�
1 (i = j)

0 (i �= j)
.

Το πολυώνυµο p(x), ϐαθµού ≤ N , που παρεµβάλλει τις τιµές dj στα xj (j = 0, 1, . . . , N )
γράφεται λοιπόν

p(x) = d0�0(x) + d1�1(x) + · · ·+ dN�N(x). (56)
Από την (56) γίνεται ϕανερό ότι αν οι αριθµοί dj είναι όλοι πραγµατικοί τότε το πολυώνυµο
παρεµβολής p(x) έχει πραγµατικούς συντελεστές.

Πρόβληµα 6.1. Με τη µέθοδο παρεµβολής Lagrange (56) έχουµε δείξει ότι οποιαδήποτε
δεδοµένα dj µπορούν να παρεµβληθούν µε πολυώνυµο ϐαθµού µέχρι N σε οποιαδήποτε
N + 1 σηµεία. Γιατί κάθε τέτοιο πολυώνυµο παρεµβολής είναι µοναδικό ;

Εδώ υπάρχουν τουλάχιστον δύο τρόποι για να απαντήσουµε : ένας κοιτώντας το πρόβληµα
ως πρόβληµα γραµµικής άλγεβρας (δείτε την (53)) και ένας άλλος που κοιτάει το πλήθος
των ϱιζών πολυωνύµου ϐαθµού ≤ N .
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Η µέθοδος παρεµβολής του Newton εκφράζει το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή

p(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · · aN(x− x0)(x− x1) · · · (x− xN−1). (57)

Εκφράζουµε δηλ. το πολυώνυµο παρεµβολής ως γραµµικό συνδυασµό των στοιχείων µιας
ϐάσης του PN διαφορετικής από τη συνηθισµένη

�
1, x, x2, x3, . . . , xN−1, xN

�
, δηλ. της

ϐάσης

1, x− x0, (x− x0)(x− x1), . . . , (x− x0)(x− x1)(x− x2) · · · (x− xN−1). (58)

Πρόβληµα 6.2. Γιατί είναι οι συναρτήσεις (58) µια ϐάση του χώρου PN ;

Πώς µπορεί κανείς να ϐρει τους συντελεστές aj της (57) για δεδοµένα σηµεία xj και
δεδοµένα dj; Η απάντηση είναι πολύ απλή και µεταφράζεται σε ένα αποτελεσµατικό
αλγόριθµο για τον υπολογισµό των aj.

Θέτουµε κατ΄ αρχήν x = x0 στην (57) και παίρνουµε έτσι την ισότητα

d0 = p(x0) = a0

αφού όλοι οι όροι δεξιά εκτός από τον πρώτο µηδενίζονται. ΄Ετσι ϐρίσκουµε a0 = d0.
΄Εχοντας ϐρει το a0 ϑέτουµε στην (57) x = x1 και παρατηρούµε ότι µηδενίζονται όλοι οι
όροι δεξια εκτός τους δύο πρώτους. Παίρνουµε έτσι

d1 = p(x1) = a0 + a1(x1 − x0)

στην οποία όλα είναι γνωστά εκτός από το a1 για το οποίο λύνουµε και ϐρίσκουµε

a1 =
d1 − a0
x1 − x0

.

Συνεχίζουµε ϑέτοντας x = x2, x = x3, κλπ, και ϐρίσκουµε µε αυτό τον τρόπο διαδοχικά
όλους του συντελεστές aj.

Ποιος είναι όµως ένας λόγος για τον οποίο ϑα επιθυµούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τη
µέθοδο Newton έναντι της µεθόδου Lagrange για τον υπολογισµό της παρεµβολής ; (Να
τονίσουµε εδώ ότι το πολυώνυµο που υπολογίζει η κάθε µέθοδος είναι ϕυσικά το ίδιο, αλλά
είναι γραµµένο µε διαφορετικό τρόπο.) Μια απάντηση είναι ότι µε τη µέθοδο Newton είναι
πολύ ευκολότερο να προσθέσουµε ένα ακόµη σηµείο παραµεβολής, χωρίς να χρειαστεί να
ξαναυπολογίσουµε τα πάντα (όπως συµβαίνει αν έχουµε το πολυώνυµό µας στη µορφή
(56)). Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι έχουµε ήδη ϐρει τους συντελεστές aj στην (57) και
ϑέλουµε τώρα προσθέσουµε ένα σηµείο xN+1 και δεδοµένο παρεµβολής dN+1, τότε δεν
έχουµε παρά να προσθέσουµε ένα ακόµη όρο στο πολυώνυµό µας, οπότε γίνεται

p(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · · aN(x− x0)(x− x1) · · · (x− xN−1)+

aN+1(x− x0)(x− x1) · · · (x− xN).

Θέτουµε τώρα x = xN+1 και παίρνουµε την εξίσωση

dN+1 = p(xN+1)

= a0 + a1(xN+1 − x0) + a2(xN+1 − x0)(xN+1 − x1) + · · ·
aN(xN+1 − x0)(xN+1 − x1) · · · (xN+1 − xN−1)+

aN+1(xN+1 − x0)(xN+1 − x1) · · · (xN+1 − xN)
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όπου όλα είναι γνωστά εκτός από το aN+1, το οποίο και υπολογίζουµε λύνοντας αυτή την
πρωτοβάθµια εξίσωση.

Δε χρειάστηκε να υπολογίσουµε ξανά τα a0, a1, . . . , aN αφού στον υπολογισµό αυτών
δεν µπαίνει µε κανένα τρόπο το xN+1 ή το dN+1.

Γενικά, το πολυώνυµο p(x) ϐαθµού ≤ N που παρεµβάλλει µια συνεχή συνάρτηση
f ∈ C([a, b]) σε κάποια σηµεία x0, x1, . . . , xN δεν έχει καλές ιδιότητες προσέγγισης της f .
Αυτό είναι το περιεχόµενο της παρακάτω πρότασης, την οποία δε ϑα αποδείξουµε.

Θεώρηµα 6.2. Για κάθε διάστηµα [a, b] και για κάθε ακολουθία συνόλων κόµβων παρεµ-
ϐολής

a ≤ x1
0 < x1

1 ≤ b

a ≤ x2
0 < x2

1 < x2
2 ≤ b

. . .

a ≤ xN
0 < xN

1 < · · · < xN
N ≤ b

. . .

(έχουµε δηλαδή για κάθε ϕυσικό αριθµόN ≥ 1 ένα σύνολο απόN+1 κόµβους παρεµβολής
στο [a, b]) υπάρχει f ∈ C([a, b]) τ.ώ. η ποσότητα �f − LN(f)�∞ δεν είναι ϕραγµένη. Εδώ
LN(f) είναι το µοναδικό πολυώνυµο ϐαθµού ≤ N που παρεµβάλλει την f στα σηµεία
xN
0 , x

N
1 , . . . , x

N
N .

Δε µπορούµε συνεπώς να περιµένουµε ότι η ποσότητα �LN(f)− f�∞ ϑα είναι µικρή
αν δεν έχουµε κάποια παραπάνω πληροφορία για την f από τη συνέχειά της στο [a, b]. Το
επόµενο ϑεώρηµα είναι προς αυτή την κατεύθυνση.

Ορισµός 6.1. Ο χώρος συναρτήσεων f ∈ Cn([a, b]) αποτελείται από τις συναρτήσεις που
είναι n ϕορές παραγωγίσιµες µε όλες τις παραγώγους τους συνεχείς. (Στα άκρα εννοούµε
τις πλευρικές παραγώγους.)

Θεώρηµα 6.3. Αν f ∈ CN([a, b]) και a ≤ x0 < x1 < · · · < xN+1 ≤ b τότε για κάθε x ∈ [a, b]
ισχύει το ϕράγµα

|f(x)− LN(f)(x)| ≤
1

(N + 1)!

��f (N+1)
��
∞|(x− x0) · · · (x− xN)|. (59)

΄Εστω W (x) = (x − x0)(x − x1) · · · (x− xN). Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b)
τ.ώ.

f(x)− LN(f)(x) =
1

(N + 1)!
f (N+1)(ξ)W (x). (60)

Ο τύπος (60) ονοµάζεται και ῾῾τύπος του Lagrange µε υπόλοιπο᾿᾿ (παρατηρείστε την οµοιότητα
µε τον τύπο του Taylor µε υπόλοιπο που συνδέει το πολυώνυµο Taylor µιας συνάρτησης
µε τη συνάρτηση).

Είναι ϕανερό ότι η (60) ισχύει για x ∈ {x0, x1, . . . , xN} για οποιοδήποτε ξ µια και
µηδενίζονται και τα δύο µέλη. Μπορούµε συνεπώς να υποθέσουµε ότι το x δεν είναι
κανένα από τα xj και άρα W (x) �= 0 και µπορούµε να ορίσουµε

λ =
f(x)− LN(f)(x)

W (x)
, φ(t) = f(t)− LN(f)(t)− λW (t).

Η συνάρτηση φ(t) έχει N + 2 διαφορετικά µηδενικά στο [a, b], τα x0, x1, . . . , xN και το x.
Από το ϑεώρηµα του Rolle έπεται ότι ανάµεσα σε δύο διαδοχικά τέτοια µηδενικά υπάρχει
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ένα µηδενικό της φ�, και άρα η φ� έχει N + 1 διαφορετικά µηδενικά στο [a, b]. Και πάλι
από το ϑεώρηµα του Rolle ανάµεσα σε δύο µηδενικά της φ� υπάρχει ένα µηδενικό της
φ��, οπότε η φ�� έχει N διαφορετικά µηδενικά στο [a, b]. Συνεχίζοντας κατ΄ αυτό τον τρόπο
ϐλέπουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) τ.ώ. φ(N+1)(ξ) = 0.

΄Οµως φ(N+1) = f (N+1) − LN(f)
(N+1) − λW (N+1). Αφού degLN(f) ≤ N έπεται ότι

LN(f)
(N+1) = 0 αφού W (x) = xN+1 + (όροι µικρότερου ϐαθµού) έχουµε W (N+1)(ξ) =

(N + 1)!. Παίρνουµε έτσι τη σχέση

0 = f (N+1)(ξ)− f(x)− LN(f)(x)

W (x)
(N + 1)!

που είναι ισοδύναµη µε την (60).

Πρόβληµα 6.3. Αν f(x) = ex δείξτε ότι για κάθε διάστηµα [a, b] και για οποιοδήποτε
σύστηµα κόµβων παρεµβολής xN

j , N = 1, 2, . . . ,, j = 0, 1, . . . , N , (όπως στο Θεώρηµα 6.2)
η ακολουθία πολυωνύµων LN(f) συγκλίνει οµοιόµορφα στην f στο [a, b].

Χρησιµοποιείστε το Θεώρηµα 6.3.

6.2 Παρεµβολή σε παραπάνω διαστάσεις

΄Εστω ότι ϑέλουµε να παρεµβάλλουµε τις τιµές d0, d1, . . . , dN στα σηµεία x0, x1, . . . , xN µε
ένα πολυώνυµο ϐαθµού ≤ N

p(x) = p0 + p1x+ p2x
2 + . . .+ pNx

N .

΄Εχουµε δει ότι αυτό το πρόβληµα έχει πάντα µοναδική λύση pj. Αν δούµε το πρόβληµα
ως ένα γραµµικό σύστηµα, όπως κάναµε στην εξίσωση (53)

V P = D

όπου V = V (x0, x1, . . . , xN) είναι ο πίνακας Vandermonde και D = [d0, . . . , dN ]
� εί-

ναι το διάνυσµα στήλη των τιµών που ϑελουµε να παρεµβάλλουµε, τότε η ύπαρξη και
µοναδικότητα της λύσης αυτού του συστήµατος είναι ισοδύναµες µε το να είναι ο V αντι-
στρέψιµος. Με άλλα λόγια το πρόβληµα έχει µοναδική λύση ακριβώς επειδή

detV (x0, . . . , xN) �= 0

οποτεδήποτε τα σηµεία xj είναι διαφορετικά.
΄Ενας διαφορετικός τρόπος να εκφράσουµε το πρόβληµα της παρεµβολής είναι να

πούµε ότι αναζητούµε ένα γραµµικό συνδυασµό των συναρτήσεων

f0(x) = 1, f1(x) = x, f2(x) = x2, . . . , fN(x) = xN (61)

ο οποίος παίρνει τιµές dj στα xj. Με αυτή τη γλώσσα το πρόβληµα µπορεί να γενικευτεί
αλλάζοντας τις συναρτήσεις fj(x). Για παράδειγµα, µπορούµε να πάρουµε ως συναρτήσεις
παρεµβολής τις

g0(x) = 1 (62)
g1(x) = x− x0

g2(x) = (x− x0)(x− x1)

. . .

gN(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xN−1)
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οι οποίες αντιστοιχούν στην παρεµβολή Newton που έχουµε ήδη δεί ότι έχει επίσης
µοναδική λύση. Αυτό συνεπάγεται ότι για κάθε N + 1 διαφορετικά σηµεία x0, x1, . . . , xN

η ορίζουσα του πίνακα
gi(xj), i, j = 0, 1, . . . , N,

είναι �= 0.
Παρατήρηση 6.1. Η επίλυση του προβλήµατος παρεµβολής µε γραµµικούς συνδυασ-
µούς των fj ή των gj δίνει ϕυσικά το ίδιο πολυώνυµο (αφού αυτό έχουµε δείξει ότι είναι
µοναδικό). ΄Οµως στην πρώτη περίπτωση αυτό είναι γραµµένο σα γραµµικός συνδυασµός
των fj ενώ στη δεύτερη περίπτωση σα γραµµικός συνδυασµός των gj.

Δεν είναι απαραίτητο οι συναρτήσεις παρεµβολής να είναι πολυώνυµα· αν είναι τότε ο
κάθε γραµµικός συνδυασµός τους είναι ϕυσικά κι αυτός πολυώνυµο. Συνήθως απαιτούµε
όµως να είναι συνεχείς συναρτήσεις.

Πρόβληµα 6.4. Δείξτε ότι για κάθε N ≥ 1 οι συναρτήσεις

e0(x) = 1, e1(x) = eix, e2(x) = e2ix, . . . , eN(x) = eNix

µπορούν να παρεµβάλλουν οποιαδήποτε δεδοµένα dj σε οποιαδήποτε διαφορετικά σηµεία
x0, x1, . . . , xN ∈ [0, 2π) µε µοναδικό τρόπο.

Παρά το ότι στη µία διάσταση µπορούµε να έχουµε µοναδική παρεµβολή µε πλειάδα
συναρτήσεων παρεµβολής (δείτε παραδείγµατα fj, gj και ej παραπάνω) σε µεγαλύτερη
διάσταση αυτό δεν είναι δυνατό.

Θεώρηµα 6.4. Ας είναι Ω ⊆ R2 ένα ανοιχτό σύνολο και N ≥ 1. Δεν υπάρχουν συνεχείς
συναρτήσεις fj : Ω → R, j = 0, 1, . . . , N , τ.ώ. για κάθε διαφορετικά x0, x1, . . . , xN ∈ Ω και
για κάθε d0, d1, . . . , dN ∈ C να υπάρχει µοναδικός C-γραµµικός συνδυασµός των fj που να
παίρνει τη τιµή dj στο xj για j = 0, 1, . . . , N .

Παρατήρηση 6.2. ΄Εχει σηµασία στην απόδειξη παρακάτω ότι οι συναρτήσεις fj(x) παίρνουν
πραγµατικές και όχι µιγαδικές τιµές.

Το ϕαινόµενο αυτό οφείλεται σε τοπολογικούς λόγους όπως ϑα γίνει ϕανερό από την
απόδειξη που ακολουθεί.

Ας υποθέσουµε ότι το Θεώρηµα 6.4 δεν ισχύει και ότι υπάρχουν τέτοιες συναρτήσεις
fj. Συνέπεια αυτού είναι ότι η συνάρτηση

φ(x0, x1, . . . , xN) = det[fi(xj)]i,j=0,1,...,N

είναι �= 0 οποτεδήποτε όλα τα σηµεία xj είναι διαφορετικά.
Η συνάρτηση φ(x0, x1, . . . , xN) είναι (α) πραγµατική (αφού όλα τα στοιχεία του πίνακα

είναι πραγµατικά) και (ϐ) συνεχής συνάρτηση των xj (αφού οι fi είναι συνεχείς και η ορί-
Ϲουσα είναι ένα άθροισµα από όρους κάθε ένας από τους οποίους είναι γινόµενο κάποιων
fi(xj)).

Επιλέγουµε τώρα τα σηµεία x0, x1, . . . , xN ∈ Ω µε τα x0 και x1 να είναι στην ίδια
συνεκτική συνιστώσα του Ω. Από την υπόθεσή µας έχουµε

0 �= D = det[fi(xj)]i,j=0,1,...,N .

Σταθεροποιούµε τα σηµεία x2, . . . , xN και µετακινούµε µε συνεχή τρόπο τα σηµεία x0 και
x1 έτσι ώστε
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1. Σε κάθε χρονική στιγµή t τα σηµεία x0(t), x1(t), x2, x3, . . . , xN είναι όλα διαφορετικά
µεταξύ τους.

2. Στην αρχική χρονική στιγµή t = 0 έχουµε x0(0) = x0 και x1(0) = x1.

3. Στην τελική χρονική στιγµή t = 1 έχουµε x0(1) = x1 και x1(1) = x0.

Δηλαδή µε συνεχή τρόπο ανταλλάσσουν ϑέση τα x0 και x1. Το ότι αυτό είναι δυνατό στο
επίπεδο είναι διαισθητικά ϕανερό και δεν το αποδεικνύουµε αυστηρά µια και ϑα µας
έπαιρνε πολύ χώρο και χρόνο σε κατεύθυνση που δεν είναι ϐασική γι΄ αυτό το µάθηµα.
Είναι επίσης ϕανερό ότι αυτό δε γίνεται στη µια διάσταση : δύο σηµεία δε µπορούν,
συνεχώς κινούµενα, να ανταλλάξουν τις ϑέσεις τους χωρις να συγκρουστούν.

Η συνάρτηση

ψ(t) = φ(x0(t), x1(t), x2, x3, . . . , xN), 0 ≤ t ≤ 1,

είναι µια συνεχής πραγµατική συνάρτηση του t. Ισχύει επίσης ψ(0) = −ψ(1) αφού οι
δύο αυτές τιµές ισούνται µε τις ορίζουσες δύο πινάκων που έχουν τις δύο πρώτες στήλες
τους εναλλαγµένες και τις υπόλοιπες στήλες τους ίδιες. ΄Αρα για κάποιο t ∈ [0, 1] ισχύει
ψ(t) = 0 πράγµα που αντιφάσκει στο µη µηδενισµό της ορίζουσας det[fi(xj)]i,j=0,1,...,N για
κάθε επιλογή διαφορετικών σηµείων xj.

Αυτή η αντίφαση συµπληρώνει την απόδειξη του Θεωρήµατος 6.4.

7 Σειρές Fourier

7.1 Συντελεστές και σειρές Fourier

Συµβολίζουµε µε C2π το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων επί του R που είναι
επίσης 2π-περιοδικές. Ισοδύναµα, C2π είναι το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων
f : [0, 2π] → C µε f(0) = f(2π).

Στο χώρο C2π ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο

�f, g� = 1

2π

� 2π

0

f(x)g(x) dx

καθώς και τις Lp νόρµες (1 ≤ p < ∞)

�f�p =
�

1

2π

� 2π

0

|f(x)|p dx
�1/p

.

Η 2-νόρµα συνδέεται, ως συνήθως, µε το εσωτερικό γινόµενο µε τη σχέση

�f�22 = �f, f�.

Οι ϐασικές ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου έχουν καλυφθεί στην §3.

Ορισµός 7.1. Αν f ∈ C2π και n ∈ Z τότε ο n-οστός συντελεστής Fourier της f ορίζεται ως
η ποσότητα

�f(n) = 1

2π

� 2π

0

f(x)e−inx dx = �f, einx�. (63)

49



Παρατήρηση 7.1. Ο παραπάνω ορισµός είναι πολύ περιοριστικός. Το δεξί µέλος της (63)
ορίζεται όχι µόνο όταν η f είναι συνεχής αλλά οποτεδήποτε είναι Riemann ολοκληρώσιµη.
Για παράδειγµα ορίζεται οποτεδήποτε η f είναι κατά τµήµατα συνεχής και δε χρειάζεται
καν να έχουµε f(0) = f(2π). Για τους σκοπούς του µαθήµατος αυτού όµως ϑα αρκέσει
να µιλάµε για συντελεστές Fourier συνεχών και 2π-περιοδικών συναρτήσεων.

Σε µια συνεχή συνάρτηση αντιστοιχούµε τη ῾῾σειρά Fourier᾿᾿ της
∞�

n=−∞

�f(n)einx

καθώς και τα συµµετρικά µερικά της αθροίσµατα

SN(f)(x) =
N�

n=−N

�f(n)einx.

Δεν κάνουµε εξ αρχής κάποιο ισχυρισµό για τη σύγκλιση της σειράς Fourier της f , που
ορίζεται να σηµαίνει τη σύγκλιση των SN(f)(x) σε κάποιο µιγαδικό αριθµό. Η ῾῾ιδανική᾿᾿
κατάσταση είναι η σειρά αυτή να συγκλίνει στην f . Αυτό όµως δεν ισχύει γενικά (υπάρχουν
συνεχείς συναρτήσεις των οποίων η σειρά Fourier δε συγκλίνει πουθενά) αν και υπάρχουν
ϕυσιολογικές συνθήκες που µας το εξασφαλίζουν αυτό (π.χ. η f να έχει συνεχή δεύτερη
παράγωγο).

Πρόβληµα 7.1. Αν p(x) =
�N

k=−N pke
ikx είναι ένα τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐρείτε τις

ποσότητες �p(n) σα συνάρτηση των pk. Δείξτε ότι η σειρά Fourier της p(x) συγκλίνει στην
p(x).

Πάρτε το εσωτερικό γινόµενο της p(x) µε την einx και χρησιµοποιείστε την ορθογωνιότητα
των εκθετικών συναρτήσεων.

Πρόβληµα 7.2. Δείξτε ότι
��� �f(n)

��� ≤ �f�1.

Πρόβληµα 7.3. Υπολογίστε τους συντελεστές Fourier των συναρτήσεων f(x) = 1, g(x) =
χ[a,b](x) όπου [a, b] ⊆ [0, 2π]. (Η συνάρτηση g(x) δεν είναι ϐέβαια συνεχής αλλά και γι΄
αυτήν οι συντελεστές Fourier ορίζονται µε τον ίδιο τύπο.)

Θεώρηµα 7.1 (Λήµµα Riemann-Lebesgue). Αν f ∈ C2π τότε �f(n) → 0 για |n| → ∞.

Το Θεώρηµα 7.1 ισχύει κατά προφανή τρόπο αν η f είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο
αφού η ακολουθία των συντελεστών Fourier της όχι απλά πάει στο 0 αλλά είναι τελικά
µηδενική (αν το |n| ξεπεράσει το ϐαθµό του πολυωνύµου).

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 7.1 για µια γενική f ∈ C2π χρησιµοποιούµε το
Θεώρηµα του Weierstrass για προσέγγιση από τριγωνοµετρικά πολυώνυµα (Θεώρηµα
3.3).

΄Εστω � > 0. Υπάρχει τότε τριγωνοµετρικο πολυώνυµο p(x) τ.ώ. �f − p�∞ < �, και άρα
ισχύει και �f − p�1 < � η οποία συνεπάγεται (Πρόβληµα 7.2)

��� �f(n)− �p(n)
��� < �.

Αφού για |n| αρκετά µεγάλο το �p(n) µηδενίζεται έπεται ότι για |n| αρκετά µεγάλο
��� �f(n)

��� <
�, που σηµαίνει ακριβώς ότι lim|n|→∞

��� �f(n)
��� = 0.
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Θεώρηµα 7.2. ΄Εστω f ∈ C2π. Τότε για κάθε n ∈ Z ισχύουν τα παρακάτω.

1. Αν g(x) = f(x− α) τότε �g(n) = �f(n)eiαn.

2. Αν g(x) = eikxf(x) τότε �g(n) = �f(n− k).

3. Αν επίσης f � ∈ C2π τότε �f �(n) = in �f(n).

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 7.2 αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη ο οποίος
µπορεί να αποδείξει το Ϲητούµενο χρησιµοποιώντας τον ορισµό των συντελεστών Fourier
αντικαταστάσεις µεταβλητών και ολοκλήρωση κατά µέρη.

Ορισµός 7.2 (Συνέλιξη συναρτήσεων). Αν f, g ∈ C2π η συνέλιξη των f και g ορίζεται να
είναι η συνάρτηση f ∗ g ∈ C2π που δίνεται από τον τύπο

f ∗ g(x) = 1

2π

� 2π

0

f(t)g(x− t) dt.

Πρόβληµα 7.4. Αποδείξτε ότι η f ∗ g είναι συνεχής και 2π-περιοδική και ότι f ∗ g = g ∗ f .

Για τη συνέχεια της f ∗ g ϐρείτε ένα άνω ϕράγµα για την ποσότητα f ∗ g(x+h)− f ∗ g(x)
χρησιµοποιώντας των οµοιόµορφη συνέχεια των f ή g.

Πρόβληµα 7.5. (Συντελεστές Fourier συνέλιξης)
Αν f, g ∈ C2π δείξτε ότι �f ∗ g(n) = �f(n)�g(n).

Χρησιµοποιείστε τον ορισµό των συντελεστών Fourier και αλλάξτε τη σειρά ολοκλήρωσης.

Ορισµός 7.3 (Συνέλιξη ακολουθιών). Αν an, bn ∈ C, n ∈ Z, είναι δύο (διπλής κατεύθυν-
σης) ακολουθίες τέτοιες ώστε η an είναι ϕραγµένη και η bn ικανοποιεί την

�∞
n=−∞ |bn| < ∞

(ή το ανάποδο), τότε η συνέλιξή τους ορίζεται ως η ακολουθία a∗b των οποίων οι όροι δίνον-
ται από τον τύπο

(a ∗ b)n =
∞�

k=−∞
akbn−k. (64)

Πρόβληµα 7.6. Δείτε ότι οι υποθέσεις του ορισµού της συνέλιξης ακολουθιών εγγυώνται τη
σύγκλιση της σειράς (64) για κάθε n ∈ Z. Δείτε επίσης ότι (a ∗ b)n = (b ∗ a)n για n ∈ Z.

Απόλυτη σύγκλιση µιας σειράς συνεπάγεται σύγκλιση.

Πρόβληµα 7.7. (Συντελεστες Fourier γινοµένου)
Αν f ∈ C2π και p(x) τριγωνοµετρικό πολυώνυµο δείξτε ότι

�f · p(n) = ( �f ∗ �p)n.

Οι �f(n) είναι ϕραγµένοι από �f�1 και η ακολουθία �p(n) είναι τελικά µηδενική, άρα
ορίζεται η συνέλιξη των δύο ακολουθιών. Δείξτε το Ϲητούµενο πρώτα για p(x) = eikx.
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7.2 Ο πυρήνας του Dirichlet

Κεντρικό αντικείµενο για τη µελέτη της κατά σηµείο σύγκλισης

SN(f)(x) → f(x)

είναι ο λεγόµενος πυρήνας του Dirichlet τάξης N , το τριγ. πολυώνυµο δηλ. που ορίζεται
ως

DN(x) =
N�

k=−N

eikx. (65)

Δεν είναι δύσκολο να ϐρει κανείς ένα κλειστό τύπο για το DN(x):

DN(x) =
sin (N + 1

2
)x

sin x
2

. (66)

−π π

21

N = 10

Σχήµα 7: Ο πυρήνας του Dirichlet

0−N N

1

Σχήµα 8: Οι συντελεστές Fourier του πυρήνα του Dirichlet DN(x) για N = 10

Για να δείξουµε την (66) χρησιµοποιούµε τον τύπο για το άθροισµα της πεπερασµένης
γεωµετρικής σειράς

1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
, (z �= 1), (67)

(µε eix στη ϑέση του z) και τον τύπο για τη διαφορά συνηµιτόνων

cosA− cosB = 2 sin
A+ B

2
sin

B − A

2
. (68)

Πρόβληµα 7.8. Αποδείξτε τις (67) και (68).
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Πρόβληµα 7.9. Κάντε τις πράξεις µόνοι σας για εξάσκηση και αποδείξτε την (66). Θυµηθείτε
ότι µια εν γένει καλή στρατηγική όταν έχετε ένα κλάσµα µε µιγαδικό παρανοµαστή είναι να
πολλαπλασιάζετε αριθµητή και παρανοµαστή µε το συζυγή του παρανοµαστή ώστε να γίνεται
πραγµατικός ο παρανοµαστής.

Πρόβληµα 7.10. Αποδείξτε ότι αν f ∈ C2π τότε για κάθε N ≥ 0 ισχύει

SN(f)(x) = f ∗DN(x).

Συνέπεια του Πυθαγορείου Θεωρήµατος (Πρόβληµα 3.6) είναι η ταυτότητα του Parseval
για τριγωνοµετρικά πολυώνυµα. Για την απόδειξη απλά χρησιµοποιούµε την ορθοκανον-
ικότητα των εκθετικών συναρτήσεων. Θυµόµαστε επίσης (δείτε το Πρόβληµα 7.1) ότι οι
συντελεστές Fourier ενός τριγωνοµετρικού πολυωνύµου είναι οι ίδιοι οι συντελεστές του
πολυωνύµου (�p(k) = pk).

Θεώρηµα 7.3 (Ταυτότητα Parseval για τριγ. πολυώνυµα).
Αν p(x) =

�N
k=−N pke

ikx τότε

�p(x)�22 =
N�

k=−N

|pk|2 =
N�

k=−N

|�p(k)|2. (69)

΄Ενα ϐασικό ερώτηµα της ανάλυσης Fourier είναι το κατά πόσον µπορούµε να ανακατασκευά-
σουµε µια συνάρτηση από τους συντελεστές Fourier της. ΄Ενας ϕυσιολογικός τρόπος να
εξειδικεύσει κανείς αυτό το ερώτηµα είναι να ϱωτήσει αν τα µερικά αθροίσµατα της σειράς
Fourier συγκλίνουν στην ίδια τη συνάρτηση

SN(f) → f ;

Για να είναι πλήρως καθορισµένο το πρόβληµα πρέπει κανείς να εξηγήσει τι είδους σύγκ-
λιση εννοεί. Αν για παράδειγµα η σύγκλιση εννοείται κατά σηµείο (∀x : SN(f)(x) → f(x))
ή οµοιόµορφα (�SN(f)− f�∞ → 0) τότε η απάντηση γενικά είναι αρνητική. Αυτό σηµαίνει
ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f για την οποία δεν ισχύει η κατά σηµείο σύγκλιση παν-
τού (ούτε ϕυσικά και η οµοιόµορφη σύγκλιση). Αυτό δε ϑα το αποδείξουµε σε αυτό το
µάθηµα. Αν όµως η σύγκλιση εννοείται στην L2 νόρµα τότε η απάντηση είναι καταφατική
(Θεώρηµα 7.5) και αυτό έχει τεράστια σηµασία για τις εφαρµογές της ανάλυσης Fourier.

Πολλές ϕορές στην Ανάλυση µια ιδιότητα σύγκλισης είναι συνέπεια µιας ανισότητας.
΄Ετσι κι εδώ, για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 7.5 ϑα χρειαστούµε ένα ϕράγµα για το
γραµµικό τελεστή f → SN(f). Πριν διατυπώσουµε αυτό το ϕράγµα (ανισότητα του Bessel)
ορίζουµε την έννοια της ορθογώνιας προβολής σε ένα υπόχωρο.

Ορισµός 7.4. Αν e1, . . . , ek είναι ένα ορθοκανονικό σύστηµα συναρτήσεων στο C2π

�ej, ej� = 1 και �ei, ej� = 0(για i �= j),

και V = span{e1, . . . , ek} είναι ο γραµµικός χώρος που παράγουν η ορθογώνια προβολή
µιας συνάρτησης f ∈ C2π στο V είναι η συνάρτηση

PV (f) =
k�

j=1

�f, ej�ej.
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Παρατήρηση 7.2. Είναι ϕανερό ότι PV (f) ∈ V . ΄Εχουµε επίσης ότι το διάνυσµα f −PV (f)
είναι κάθετο στο χώρο V , είναι δηλ. κάθετο σε κάθε διάνυσµα του V . Αν v ∈ V πρέπει
να δείξουµε ότι �f − PV (f), v� = 0. Αρκεί να το κάνουµε για τα διανύσµατα e1, . . . , ek
στη ϑέση του v µια και είναι µια γραµµική σχέση ως προς v. Αυτό επαληθεύεται εύκολα
(κάντε το).

Κάτι άλλο που οφείλουµε να πούµε εδώ είναι ότι κάθε γραµµικός χώρος (πάνω στον
οποίο έχουµε ορίσει κάποιο εσωτερικό γινόµενο (ώστε να έχει νόηµα να µιλάµε για ορθογ-
ωνιότητα) έχει κάποια ορθοκανονική ϐάση e1, . . . , ek όπου k = dimV . Αυτό είναι εύκολο
να δειχτεί επαγωγικά ως προς τη διάσταση k και µπορεί επίσης να αποδειχτεί µε χρήση
της λεγόµενης ορθοκανονικοποίησης Gram–Schmidt την οποία ϑα δούµε αργότερα.

Πρόβληµα 7.11. Δείξτε ότι

�PV (f)�22 =
k�

j=1

|�f, ej�|2. (70)

Εφαρµόστε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα (Πρόβληµα 3.6).

Πρόβληµα 7.12. Αποδείξτε ότι το διάνυσµα PV (f) είναι το µοναδικό διάνυσµα v του V τ.ώ.
�f − v, w� = 0 για κάθε w ∈ V .

Αν υπάρχει και άλλο τέτοιο διάνυσµα v� τότε το τρίγωνο fvv� έχει ορθή γωνία και στην
κορυφή v και στην κορυφή v�. Δείξτε ότι αυτό είναι αδύνατο εφαρµόζοντας δύο ϕορές το
Πυθαγόρειο ϑεώρηµα. Με άλλα λόγια η υποτείνουσα είναι πάντα η αυστηρά µεγαλύτερη
πλευρά σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο και άρα δε µπορεί να υπάρχουν δύο υποτείνουσες.

Πρόβληµα 7.13. Αν V = span{e1, . . . , ek} και τα ej είναι ανά δύο ορθογώνια αλλά όχι
κατ΄ ανάγκη µοναδιαία, από ποιον τύπο δίνεται η προβολή PV (f);

Κανονικοποιείστε τα ej.

Πρόβληµα 7.14. Αποδείξτε ότι το διάνυσµα (συνάρτηση) PV (f) δεν εξαρτάται από τα
e1, e2, . . . , ek αλλά µόνο από το χώρο V . Αν δηλ. e�1, . . . , e

�
k είναι ένα άλλο ορθοκανον-

ικό σύστηµα στο χώρο V (οπότε αυτόµατα V = span{e�1, . . . , e�k}) τότε ισχύει και πάλι

PV (f) =
k�

j=1

�f, e�j�e�j.

PV (f) =
�k

j=1 λje
�
j για κάποια λj ∈ C αφού τα e�j παράγουν το V . Παίρνοντας εσωτερικό

γινόµενο αυτής της ισότητας µε τα e�i παίρνετε το Ϲητούµενο.

Πρόβληµα 7.15. Δείξτε ότι τα συµµετρικά µερικά αθροίσµατα SN(f) της σειράς Fourier µιας
f ∈ C2π είναι ακριβώς η προβολή της f στο γραµµικό χώρο που παράγουν οι συναρτήσεις

e−iNx, e−i(N−1)x, . . . , 1, eix, ei2x, . . . , eiNx.

Το επόµενο αποτέλεσµα είναι πολύ σηµαντικό για τη Θεωρία Προσέγγισης και την
ανάλυση γενικότερα

Θεώρηµα 7.4 (Η προβολή είναι η ϐέλτιστη προσέγγιση).
Αν V είναι ένας υπόχωρος του C2π πεπερασµένης διάστασης και f ∈ C2π δείξτε ότι
το διάνυσµα PV (f) είναι το µοναδικό διάνυσµα v ∈ V που ελαχιστοποιεί την απόσταση
�f − v�2.
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Αρκεί να δείξουµε ότι αν v ∈ V είναι διαφορετικό από το PV (f) τότε

�f − PV (f)�2 < �f − v�2.

΄Οµως το τρίγωνο fPV (f)v είναι ορθογώνιο µε ορθή γωνία στην κορυφή PV (f), άρα η
υποτείνουσα fv έχει µεγαλύτερο µήκος από την κάθετη πλευρά fPV (f).

Συνέπεια (γιατί ;) του Θεωρήµατος 7.4 είναι ότι

�PV (f)�2 ≤ �f�2,

το οποίο αναδιατυπώνουµε ως πόρισµα.

Πόρισµα 7.1 (Ανισότητα Bessel).
Αν f1, . . . , fk είναι ένα ορθοκανονικό σύστηµα συναρτήσεων στο C2π

�fj, fj� = 1 και �fi, fj� = 0 (για i �= j),

και f ∈ C2π τότε

�PV (f)�22 =
k�

j=1

|�f, fj�|2 ≤ �f�22

όπου V = span{f1, . . . , fk}.

Πόρισµα 7.2. Αν f ∈ C2π τότε

�SN(f)�22 =
N�

k=−N

��� �f(k)
���
2

≤ �f�22. (71)

Θεώρηµα 7.5 (Σύγκλιση της σειράς Fourier κατά L2).
Αν f ∈ C2π τότε SN(f) → f στην L2 νόρµα. Δηλαδή

lim
N→∞

�SN(f)− f�2 = 0. (72)

Το Θεώρηµα 7.5 είναι προφανές αν η f είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο, αφού σε αυτή
την περίπτωση µόλις το N ≥ deg f η συνάρτηση SN(f) δεν ξαναλλάζει και µένει σταθερή
και ίση µε f . Για τη γενική περίπτωση χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα του Weierstrass
για τριγωνοµετρικά πολυώνυµα (Θεώρηµα 3.3). Αν � > 0 τότε υπάρχει τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο p(x) τέτοιο ώστε |p(x)− f(x)| ≤ � για κάθε x ∈ R. Αυτή η ανισότητα
συνεπάγεται ϕυσικά την ανισότητα

�f − p�2 ≤ �. (73)

΄Εχουµε λοιπόν

�f − SN(f)�2 = �f − p+ p− SN(p) + SN(p)− SN(f)�2
≤ �f − p�2 + �p− SN(p)�2 + �SN(p)− SN(f)�2 (Τριγωνική ανισότητα)
≤ �+ �p− SN(p)�2 + �SN(f − p)� (από την (73))
≤ �+ �p− SN(p)�2 + �f − p�2 (ανισότητα Bessel)
≤ 2�+ �p− SN(p)�2 (από την (73)).
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Αν τώρα επιλέξουµε το N να είναι τουλάχιστον deg p τότε SN(p) = p οπότε έχουµε από
την παραπάνω ανισότητα ότι �f − SN(f)�2 < 2�, πράγµα που σηµαίνει ακριβώς ότι
�f − SN(f)�2 → 0.

΄Εχοντας αποδείξει τη σύγκλιση SN(f)
L2

−→ f µπορούµε τώρα εύκολα να επεκτείνουµε
την ταυτότητα του Parseval σε κάθε συνάρτηση f ∈ C2π. Το παρακάτω πρόβληµα το κάνει
πιο εύκολο.

Πρόβληµα 7.16. Αν fn, g ∈ C2π και �fn − g�2 → 0 τότε �fn�2 → �g�2. (Ισχύει και για
οποιαδήποτε άλλη νόρµα.)

Γράψτε �fn�2 = �fn − g + g�2 ≤ �fn − g�2 + �g�2 και οµοίως �g�2 = �g − fn + fn�2 ≤
�g − fn�2 + �fn�2 για να αποδείξετε ότι lim sup �fn�2 ≤ �g�2 ≤ lim inf �fn�2.

Θεώρηµα 7.6 (Ταυτότητα Parseval).
Αν f ∈ C2π τότε

�f�22 =
∞�

k=−∞

��� �f(k)
���
2

. (74)

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 7.6 έγκειται στο να παρατηρήσουµε ότι το δεξί µέλος της
(74) είναι το όριο των �SN(f)�22 και να χρησιµοποιήσουµε τη σύγκλιση SN(f)

L2

−→ f µαζί
µε το Πρόβληµα 7.16.

Μπορεί µια συνεχής συνάρτηση να ῾῾ανακατασκευαστεί᾿᾿ από την ακολουθία των συντε-
λεστών Fourier της ; Η απάντηση είναι καταφατική και αυτό είναι πάρα πολύ σηµαντικό
γιατί µας εξασφαλίζει ότι αν αποφασίσουµε να δούµε µια συνάρτηση µόνο στο ῾῾πεδίο
Fourier᾿᾿ τότε δεν έχουµε χάσει πληροφορία.

Θεώρηµα 7.7 (Θ. Μοναδικότητας). Αν οι f, g ∈ C2π έχουν �f(n) = �g(n) για κάθε n ∈ Z
τότε f(x) = g(x) για κάθε x ∈ R.

΄Εστω h = f − g. Τότε h ∈ C2π και �h(n) = 0 για κάθε n ∈ Z. Πρέπει να δείξουµε
ότι υπό αυτή την υπόθεση h ≡ 0. Αλλά από την ταυτότητα του Parseval (Θεώρηµα 7.6)
έχουµε

�h�22 =
∞�

k=−∞

����h(k)
���
2

= 0,

άρα
� 2π

0
|h(x)|2 dx = 0. Από τη συνέχεια της h προκύπτει ότι η h είναι παντού 0.

Κλείνουµε το Κεφάλαιο των Σειρών Fourier µε µια περίπτωση στην οποία συµβαίνει
το ῾῾ιδανικό᾿᾿, η σειρά δηλ. Fourier µιας συνάρτησης συγκλίνει κατά σηµείο (και µάλιστα
οµοιόµορφα) στη συνάρτηση.

Θεώρηµα 7.8. Αν f �� ∈ C2π (η 2π-περιοδική δηλ. f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο παντού)
τότε

SN(f)(x) → f(x)

οµοιόµορφα για x ∈ R.

Το κλειδί στην απόδειξη είναι ότι το µέγεθος των συντελεστών Fourier µιας τέτοιας
συνάρτησης είναι µικρό, και αυτό έχει σα συνέπεια τη σύγκλιση της σειράς. Πράγµατι
χρησιµοποιώντας δύο ϕορές τον κανόνα (δείτε Θεώρηµα 7.2)

�f �(n) = in �f(n)
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παίρνουµε�f ��(n) = −n2 �f(n) και άρα, για n �= 0,

�f(n) = −1

n2
�f ��(n).

Χρησιµοποιώντας το ϕράγµα
����f ��(n)

��� ≤ �f ���1 παίρνουµε

��� �f(n)
��� ≤ �f ���1

n2
(n �= 0).

Από αυτό έπεται ότι η σειρά Fourier της f
∞�

k=−∞

�f(k)eikt

συγκλίνει σε κάποια 2π-περιοδική συνάρτηση g(x) επειδή συγκλίνει απόλυτα. Αυτό το
τελευταίο είναι συνέπεια του ότι

∞�

k=−∞

�f ���1
k2

< ∞. (75)

Η σύγκλιση όµως είναι και οµοιόµορφη αφού η ῾῾ουρά᾿᾿ της σειράς Fourier
�

|k|>N

�f(k)eikt

ϕράσσεται (τριγωνική ανισότητα) από την ουρά της συγκλίνουσας σειράς (75) η οποία
(επειδή η σειρά είναι συγκλίνουσα) πάει στο 0 µε το N .

Επειδή τα µερικά αθροίσµατα της σειράς Fourier είναι τριγωνοµετρικά πολυώνυµα και
άρα συνεχείς συναρτήσεις έπεται ότι και το όριο g(x) είναι συνεχής συνάρτηση. Αποµένει
να δείξουµε ότι g(x) = f(x) για κάθε x ∈ R.

Θα δείξουµε ότι �f(n) = �g(n) για κάθε n ∈ Z και άρα, από το Θεώρηµα Μοναδικότητας
(Θεώρηµα 7.7) ϑα έχουµε f ≡ g. Αφού SN(f) → g οµοιόµορφα έχουµε (γιατί ;) ότι για
κάθε n ότι

�SN(f)(n)
N→∞−−−→ �g(n).

΄Οµως η ακολουθία �SN(f)(n) είναι σταθερή και ίση µε �f(n) για N ≥ n, άρα έχουµε δείξει
το Ϲητούµενο.

8 Ορθογώνια πολυώνυµα

8.1 Ορθογωνιοποίηση Gram–Schmidt

΄Οπως είδαµε και στο Θεώρηµα 7.4 το να µπορεί κανείς να υπολογίσει την ορθογώνια
προβολή ενός διανύσµατος f σε ένα γραµµικό χώρο V ισοδυναµεί µε το να ϐρεί το πλη-
σιέστερο διάνυσµα από το χώρο V στο διάνυσµα f . Το αποδείξαµε αυτό στο Θεώρηµα 7.4.
Εκεί η απόδειξη έγινε για ένα συγκεκριµένο διανυσµατικό χώρο και εσωτερικό γινόµενο
αλλά ισχύει σε οποιαδήποτε περίπτωση. Και το να υπολογίσουµε την ορθογώνια προβολή
του f αν διαθέτουµε ήδη µια ορθοκανονική ϐάση e1, . . . , ek του V είναι πολύ εύκολο και
δίνεται από τον Ορισµό 7.4.
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Οι περισσότεροι γραµµικοί χώροι που µας απασχολούν εδώ είναι ϕυσικά χώροι συναρτήσεων
και τα διανύσµατα είναι συναρτήσεις, αλλά δε χάνουµε τίποτε µε το να την κρύψουµε αυτή
την πληροφορία σε αυτή τη ϕάση, µια και το είδος διανυσµάτων για το οποίο µιλάµε δεν
ενδιαφέρει (ακόµη) αλλά µόνο το ότι µπορούµε αυτά να τα προσθέτουµε µεταξύ τους και
να τα πολλαπλασιάζουµε µε αριθµούς παραµένοντας στον ίδιο χώρο. Αυτό που χρειαζό-
µαστε τώρα, µέχρι να αρχίσουµε να µιλάµε για χώρους πολυωνύµων, είναι ακριβώς αυτή
η γραµµική δοµή και το εσωτερικό γινόµενο που ϑεωρούµε ότι υπάρχει ορισµένο στο
γραµµικό µας χώρο.

Είναι λοιπόν πολύτιµο το να έχουµε µια ορθοκανονική ϐάση του V . Αυτό το επιτυγχάνει
κανείς µε µια αλγοριθµική διαδικασία, τη λεγόµενη ορθοκανονικοποίηση Gram–Schmidt.

Η διαδικασία αυτή παίρνει ως είσοδο µια ακολουθία f1, f2, . . . από γραµµικώς ανεξάρτητα
διανύσµατα σε κάποιο γραµµικό χώρο V (ο χώρος V µπορεί να είναι και απειροδιάστα-
τος και η ακολουθία fn µπορεί και να είναι µια άπειρη ακολουθία διανυσµάτων). Η
διαδικασία παράγει µια άλλη ορθοκανονική ακολουθία e1, e2, . . ..

Θεώρηµα 8.1 (Η διαδικασία Gram–Schmidt). ΄Εστω V γραµµικός χώρος µε εσωτερικό
γινόµενο �·, ·� και f1, f2, . . . ∈ V µια γραµµικώς ανεξάρτητη ακολουθία διανυσµάτων. Τα
διανύσµατα e1, e2, . . . ∈ V (και η ϐοηθητική ακολουθία v2, v3, . . .) ορίζονται ως εξής :

e1 =
1

�f1�2
f1

vk = fk − �fk, e1�e1 + · · · �fk, ek−1�ek−1 (για k ≥ 2)

ek =
1

�vk�2
vk (για k ≥ 2).

Τότε τα ej είναι ανά δύο ορθογώνια και έχουν �ej�2 = 1 και επίσης παράγουν τους ίδιους
γραµµικούς χώρους µε τα fj, δηλ. για κάθε k ≥ 1

span{f1, . . . , fk} = span{e1, . . . , ek}.

Το ότι η νόρµα των ej είναι 1 είναι άµεσο από τον ορισµό.
Αποδεικνύουµε µε επαγωγή ως προς k ότι τα διανύσµατα e1, . . . , ek είναι ορθοκανονικά

και παράγουν τον ίδιο χώρο µε τα f1, . . . , fk. Αυτό είναι προφανές για k = 1 αφού το e1 εί-
ναι πολλαπλάσιο του f1. Αν υποθέσουµε ότι ισχύει η πρόταση για το k−1 αποδεικνύουµε
κατ΄ αρχήν ότι το ek είναι κάθετο προς τα e1, . . . , ek−1. Αυτό είναι ϕανερό µια και το vk ισού-
ται µε το fk µείον την προβολή του στο χώρο span{e1, . . . , ek−1} και άρα (Πρόβληµα 7.12)
είναι κάθετο σε ολόκληρο το χώρο span{e1, . . . , ek−1} και άρα και στα ίδια τα e1, . . . , ek.
Το διάνυσµα ek είναι απλά η κανονικοποίηση του vk και άρα είναι κι αυτό ορθογώνιο στα
e1, . . . , ek. Τέλος, αφού

fk − vk ∈ span{e1, . . . , ek−1} = span{f1, . . . , fk−1}

προκύπτει ότι
span{e1, . . . , ek−1, vk} = span{f1, . . . , fk−1, fk}

και άρα, αφού το vk είναι πολλαπλάσιο του ek, έχουµε και το επιθυµητό

span{e1, . . . , ek−1, ek} = span{f1, . . . , fk−1, fk}.

και η επαγωγική απόδειξη είναι πλήρης.
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Κατά κάποιο τρόπο η διαδικασία Gram–Schmidt εξετάζει τα στοιχεία fk ένα προς
ένα και κρατάει από κάθε fk το ῾῾κοµµάτι᾿᾿ του που είναι ορθογώνιο µε ej που έχουν
υπολογιστεί µέχρι εκείνη τη στιγµή, δηλ. τα e1, . . . , ek−1. Είναι σηµαντικό να τονίσουµε
ότι στον ορισµό του ek µέσω του ϐοηθητικού διανύσµατος vk (που είναι ουσιαστικά το
ek πριν κανονικοποιηθεί) όλα τα στοιχεία που εµφανίζονται στο δεξί µέλος έχουν ήδη
υπολογιστεί στα προηγούµενα στάδια της διαδικασίας και άρα γνωρίζουµε ό,τι χρειάζεται
για τον υπολογισµό.

Πρόβληµα 8.1. Δείξτε ότι κάθε χώρος πεπερασµένης διάστασης µε εσωτερικό γινόµενο έχει
ορθοκανονική ϐάση.

Πρόβληµα 8.2. Εφαρµόστε τη διαδικασία ορθοκανονικοποίησης Gram–Schmidt στα δι-
ανύσµατα

f1(x) = 1, f2(x) = 1− x2, f3(x) = 1− x

στο γραµµικό χώρο C([0, 1]) µε εσωτερικό γινόµενο �f, g� =
� 1

0
f(x)g(x) dx.

Πρόβληµα 8.3. Στο χώρο C([a, b]) των συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [a, b] ϐρείτε ένα

τύπο για το εσωτερικό γινόµενο �f, g� =
� b

a
f(x)g(x) dx αν

f(x) =
m�

j=0

fjx
j, g(x) =

n�

j=0

gjx
j

είναι δύο πολυώνυµα, µέσω των συντελεστών fj, gj.

Πρόβληµα 8.4. Ας είναι V ο γραµµικός χώρος των τµηµατικά συνεχών συναρτήσεων στο
[0, 1] µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο �f, g� =

� 1

0
f(x)g(x) dx. Ας είναι επίσης W ο

υπόχωρος του V που παράγεται από τα διανύσµατα

χ[0,1](x), χ[ 1
2
,1](x).

Αν f(t) = t2 + 1 είναι ένα στοιχείο του V ϐρείτε την ορθογώνια προβολή του στο χώρο W .

Πρόβληµα 8.5. Στο χώρο C([0, 1]) µε εσωτερικό γινόµενο �f, g� =
� 1

0
f(x)g(x) dx ϐρείτε

την ορθογώνια προβολή της f(x) = ex στο χώρο που παράγεται από τα διανύσµατα

f1(x) = 1, f2(x) = x.

Πρόβληµα 8.6. Σε ένα χώρο V µε εσωτερικό γινόµενο τα διανύσµατα f1, f2, · · · είναι γραµ-
µικώς ανεξάρτητα και οι (πεπερασµένοι) γραµµικοί συνδυασµοί τους είναι πυκνοί στο V .
Ας είναι e1, e2, · · · η ορθοκανονική ακολουθία που παράγεται από τη διαδικασία Gram–
Schmidt. Δείξτε ότι οι (πεπερασµένοι) γραµµικοί συνδυασµοί των ej είναι επίσης πυκνοί στο
V (ένα σύνολο διανυσµάτων λέγεται πυκνό σε ένα άλλο σύνολο αν κάθε στοιχείο του άλλου
συνόλου µπορεί να προσεγγιστεί όσο καλά ϑέλουµε από στοιχεία του πρώτου συνόλου).

8.2 Η ακολουθία ορθογωνίων πολυωνύµων ως προς µια συνάρτηση
ϐάρους σε ένα διάστηµα

Με δεδοµένη την τεράστια σηµασία που έχουν οι χώροι πολυωνύµων Pn στη ϑεωρία
προσέγγισης καταλαβαίνει εύκολα κανείς πόσο σηµαντικό είναι το ακόλουθο αποτέλεσµα
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που µας δίνει ένα απλό ϱόπο να ϐρούµε µια ορθογώνια ακολουθία από µονικά πολυώνυµα
όλων των ϐαθµών.

Υποθέτουµε στα παρακάτω ότι έχουµε σταθεροποιήσει ένα κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα
[a, b] ⊆ R και µια ϑετική συνάρτηση ϐάρους w(x) πάνω στο διάστηµα αυτό, µέσω της
οποίας ορίζεται ένα εσωτερικό γινόµενο

�f, g� =
� b

a

f(x)g(x)w(x) dx

και η αντίστοιχη 2-νόρµα �f�22 = �f, f�.

Θεώρηµα 8.2 (Η κατασκευή των ορθογωνίων πολυωνύµων). ΄Εστω η ακολουθία πολυωνύµων
Qn(x) που ορίζεται ως εξής :

Q0(x) = 1

Q1(x) = (x− a0)Q0(x) = x− a0

Qn+1(x) = (x− an)Qn(x)− bnQn−1(x) (για n ≥ 1)

όπου

an =
�xQn(x), Qn(x)�
�Qn(x), Qn(x)�

, bn =
�xQn(x), Qn−1(x)�
�Qn−1(x), Qn−1(x)�

. (76)

Τότε degQn = n, το Qn(x) είναι µονικό (δηλ. Qn(x) = xn + · · · ) και τα πολυώνυµα Qn(x)
είναι ανά δύο ορθογώνια. Επίσης τα πολυώνυµα Qn(x) είναι πραγµατικά πολυώνυµα.

Πρόβληµα 8.7. Αφού πρώτα υπολογίσετε και τοQ2(x) αποδείξτε ότι τα πολυώνυµαQ0, Q1, Q2

είναι ανά δύο ορθογώνια.

Πρόβληµα 8.8. Αποδείξτε µε επαγωγή ως προς n ότι το Qn(x) είναι µονικό, πραγµατικό
πολυώνυµο ϐαθµού n.

Αποδεικνύουµε την ορθογωνιότητα των Q0, . . . , Qn µε επαγωγή ως προς n. Για n =
0, 1, 2 αυτό είναι το αντικείµενο του Προβλήµατος 8.7. Αν υποθέσουµε ότι ταQ0, Q1, . . . , Qn

είναι ανά δύο ορθογώνια πρέπει, για να ολοκληρώσουµε την επαγωγική απόδειξη, να
δείξουµε ότι το Qn+1 είναι ορθογώνιο προς τα Q0, Q1, . . . , Qn. Δείχνουµε λοιπόν ότι
�Qn+1, Qk� = 0 για k ≤ n διαχωρίζοντας 3 περιπτώσεις για το k.
Περίπτωση k = n:

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του an και το γεγονός (επαγωγική ως προς n υπόθεση)
ότι �Qn, Qn−1� = 0 έχουµε

�Qn+1, Qn� = �(x− an)Qn − bnQn−1, Qn�
= �xQn, Qn� − an�Qn, Qn� − bn✘✘✘✘✘✘�Qn−1, Qn�

= �xQn, Qn� −
�xQn, Qn�
�Qn, Qn�

�Qn, Qn�

= �xQn, Qn� − �xQn, Qn�
= 0.

Περίπτωση k = n− 1:
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�Qn+1, Qn−1� = �xQn, Qn−1� − an✘✘✘✘✘✘�Qn, Qn−1� − bn�Qn−1, Qn−1�

= �xQn, Qn−1� −
�xQn, Qn−1�
�Qn−1, Qn−1�

�Qn−1, Qn−1�

= 0.

Περίπτωση k < n− 1:

�Qn+1, Qk� = �xQn, Qk� − an✘✘✘✘✘�Qn, Qk� − bn✘✘✘✘✘✘�Qn−1, Qk�
= �xQn, Qk�
= �Qn, xQk�
= 0.

Στην προτελευταία ισότητα χρησιµοποιήθηκε η συγκεκριµένη µορφή του εσωτερικού γι-
νοµένου η οποία συνεπάγεται την ταυτότητα

�f(x)g(x), h(x)� = �f(x), g(x)h(x)�

για οποιεσδήποτε συναρτήσεις f, g, h (το χρησιµοποιήσαµε για τη συνάρτηση g(x) = x).
Τέλος, deg(xQk) < n και άρα �Qn, xQk� = 0 αφού το Qn είναι ορθογώνιο (από την επαγ-
ωγική µας υπόθεση) προς όλα τα Q0, Q1, . . . , Qn−1 άρα και προς όλους τους γραµµικούς
τους συνδυασµούς που είναι όλος ο χώρος Pn−1.

Η απόδειξη του Θεωρηµατος 8.2 είναι πλήρης.

Πρόβληµα 8.9. Αποδείξτε ότι bn > 0 στο Θεώρηµα 8.2.

Πρόβληµα 8.10. Αν p ∈ Pn ποιοι είναι οι συντελεστές του p ως προς την ορθογώνια ϐάση
Q0, Q1, . . . , Qn του Pn;

Πρόβληµα 8.11. Αν F0(x) = 1, F1(x) = x + C, · · · είναι µια ακολουθία µονικών ορ-
ϑογωνίων πολυωνύµων µε degFk = k τότε δείξτε ότι το Fn(x) είναι το µονικό πολυώνυµο
ϐαθµού n µε την ελάχιστη L2 νόρµα, και είναι επίσης το µοναδικό τέτοιο πολυώνυµο, και
άρα η ακολουθία µονικών ορθογωνίων πολυωνύµων ως προς ένα εσωτερικό γινόµενο είναι
µοναδική.

Πρόβληµα 8.12. Αν Tn είναι τα πολυώνυµα Chebyshev στο [−1, 1] δείξτε ότι τα πολυώνυµα
Qn = 21−nTn είναι τα ορθογώνια πολυώνυµα για το διάστηµα [−1, 1] και το ϐάρος

w(x) =
1√

1− x2
.

Δείξτε επίσης ότι η αναδροµική σχέση (48) για τα πολυώνυµα Chebyshev είναι ίδια µε
την αναδροµική σχέση που περιγράφεται στο Θεώρηµα 8.2.

Θα δείξουµε το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα το οποίο αργότερα ϑα εφαρµόσουµε
σε µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης.
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Θεώρηµα 8.3 (Ρίζες ορθογωνίων πολυωνύµων).
΄Εστω [a, b] ένα κλειστό ϕραγµένο διάστηµα στο R και w(x) > 0 µια συνεχής συνάρτηση
ϐάρους στο [a, b]. Ας είναι Q0(x), Q1(x), Q2(x), . . . η ακολουθία µονικών ορθογωνίων
πολυωνύµων για το εσωτερικό γινόµενο

�f, g� =
� b

a

f(x)g(x)w(x) dx.

Τότε για κάθε n > 0 το πολυώνυµο Qn(x) έχει όλες του τις ϱίζες απλές και στο διάστηµα
(a, b).

Το Θεώρηµα 8.3 είναι άµεση συνέπεια του παρακάτω Λήµµατος.
Λήµµα 8.1. Με τους ορισµούς του Θεωρήµατος 8.3 αν µια συνάρτηση f ∈ C([a, b]) είναι
ορθογώνια προς όλα τα πολυώνυµα p ∈ Pn−1 τότε η f(x) έχει τουλάχιστον n διαφορετικές
ϱίζες στο (a, b).

Πράγµατι, αφού το Qn είναι ορθογώνιο προς τα Q0, Q1, . . . , Qn−1 είναι και ορθογώνιο
προς κάθε γραµµικό συνδυασµό τους, δηλ. προς κάθε p ∈ Pn−1 και, σύµφωνα µε το
προηγούµενο Λήµµα, έχει n διαφορετικές ϱίζες στο (a, b). Αυτές είναι όλες οι ϱίζες του Qn

αφού degQn = n.
Για να αποδείξουµε το Λήµµα 8.1 ϑα χρειαστούµε την παρακάτω πρόταση.

Λήµµα 8.2. Η f ∈ C([a, b]) είναι ορθογώνια προς το Pn−1 αν και µόνο αν υπάρχει u ∈
Cn([a, b]) τ.ώ. u(n) = fw και u(k)(a) = u(k)(b) = 0 για k = 0, 1, . . . , n− 1.

Είναι πολύ εύκολο να ϐρει κανείς µια συνάρτηση u της οποίας η n-οστή παράγ-
ωγος να είναι η fw. Για παράδειγµα η συνάρτηση v(x) =

� x

a
f(t)w(t) dt ικανοποιεί

v�(x) = f(x)w(x) και µπορούµε να επαναλάβουµε αυτή τη διαδικασία n ϕορές ώστε να
ϐρούµε µια τέτοια u. Προσθέτοντας ένα οποιοδήποτε πολυώνυµο p ∈ Pn−1 σε αυτή τη u δεν
πρόκειται να αλλάξει τη n-οστή της παράγωγο (αφού p(n) ≡ 0) άρα έχουµε επιπλέον n ϐα-
ϑµούς ελευθερίας µε τους οποίους εύκολα µπορούµε να ικανοποιήσουµε τις n συνοριακές
συνθήκες u(k)(a) = 0. Το σηµαντικό είναι ότι µπορούµε ταυτόχρονα να ικανοποιήσουµε
και τις συνοριακές συνθήκες και στο άλλο άκρο του διαστήµατος, πράγµα που δε ϕαίνε-
ται κατ΄ αρχήν δυνατό µε τους ϐαθµούς ελευθερίας που έχουµε στη διάθεσή µας, αλλά
τελικά µπορούµε να το κάνουµε λόγω της υπόθεσης της ορθογωνιότητας της f προς όλα
τα στοιχεία του Pn−1.

΄Εστω λοιπόν u µια συνάρτηση τ.ώ. u(n) = fw και u(k)(a) = 0 για k = 0, 1, 2, . . . , n −
1. Θα δείξουµε ότι ικανοποιεί και τις άλλες συνοριακές συνθήκες u(k)(b) = 0 για k =
0, 1, 2, . . . , n− 1.

Θα χρειαστούµε τον παρακάτω τύπο που γενικεύει τον τύπο ολοκλήρωσης κατά µέρη :
� b

a

u(n)(x)v(x) dx =
n�

k=1

(−1)k−1 u(n−k)(x)v(k−1)(x)
��x=b

x=a
+ (−1)n

� b

a

u(x)v(n)(x) dx. (77)

Πρόβληµα 8.13. Αποδείξτε τον τύπο (77) µε επαγωγή ως προς n. Για n = 1 έχουµε το
συνηθισµένο τύπο ολοκλήρωσης κατά µέρη.

Αν τώρα p ∈ Pn−1 τότε χρησιµοποιώντας τον τύπο (77) και το ότι p(n) ≡ 0 έχουµε
� b

a

fpw =
n�

k=1

(−1)k−1u(n−k)(b)p(k−1)(b). (78)

΄Οµως οι αριθµοί p(b), p�(b), p(2)(b), . . . , p(k−1)(b) είναι τελείως στη διαθεσή µας όπως λέει
το επόµενο Πρόβληµα.
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Πρόβληµα 8.14. Αν a0, a1, . . . , an−1 ∈ C και b ∈ R τότε υπάρχει p ∈ Pn−1 τ.ώ. p(k)(b) = ak,
για k = 0, 1, . . . , n− 1.

Για να είναι λοιπόν το αριστερό µέλος της (78) ίσο µε 0 για κάθε p ∈ Pn−1 ο µόνος
τρόπος είναι να είναι όλοι οι συντελεστές u(n−k)(b) = 0 για k = 1, . . . , n. Με άλλα λόγια
πρέπει και αρκεί u(k)(b) = 0 για k = 0, 1, . . . , n − 1, και η απόδειξη του Λήµµατος 8.2
είναι πλήρης.

Επανερχόµαστε τώρα στην απόδειξη του Λήµµατος 8.1. Ας είναι f ∈ C([a, b]) ορθογώ-
νια προς το Pn−1 (δηλ. ορθογώνιο προς όλες τα στοιχεία του Pn−1). Από το Λήµµα 8.2
έχουµε ότι υπάρχει συνάρτηση u ∈ Cn([a, b]) τ.ώ. fw = u(n) και όλες οι παράγωγοι της u
τάξης µικρότερης του n µηδενίζονται στα άκρα του διαστήµατος. Αφού u(a) = u(b) από
το ϑεώρηµα του Rolle έχουµε ότι η u� έχει κάποια ϱίζα στο διάστηµα (a, b). Αφού η u� µη-
δενίζεται στα δύο άκρα και σε ένα ενδιάµεσο σηµείο προκύπτει, και πάλι από το ϑεώρηµα
του Rolle ότι η u(2) έχει δύο διαφορετικές ϱίζες στο (a, b). Συνεχίζοντας κατ΄ αυτόν τον
τρόπο, εφαρµόζοντας δηλ. συνεχώς το ϑεώρηµα του Rolle ώστε να ῾῾κερδίζουµε᾿᾿ από µια
επιπλέον ϱίζα κάθε ϕορά που ανεβάζουµε την τάξη της παραγώγου της u, καταλήγουµε
τελικά ότι η u(n) έχει n διαφορετικές ϱίζες στο (a, b). Η απόδειξη του Λήµµατος 8.1 είναι
πλήρης και άρα το Θεώρηµα 8.3 έχει επίσης αποδειχτεί πλήρως.

9 Αριθµητική ολοκλήρωση

9.1 Απλοί και σύνθετοι κανόνες αριθµητικής ολοκλήρωσης

Πολύ συχνά δεν είναι δυνατό να υπολογίσουµε ακριβώς ένα ολοκλήρωµα. Π.χ. το ολοκ-
λήρωµα � B

A

e−x2

dx

δεν είναι δυνατό να υπολογιστεί ακριβώς (εκτός από ειδικές τιµές των A και B) αφού έχει
αποδειχτεί ότι το αόριστο ολοκλήρωµα της e−x2 δε µπορεί να γραφεί σε κλειστό τύπο,
χρησιµοποιώντας δηλ. τις συνηθισµένες συναρτήσεις (τριγωνοµετρικές, λογαρίθµους, εκ-
ϑετικές, κλπ) και αλγεβρικές πράξεις. Αναγκαστικά λοιπόν το προσεγγίζουµε µε αρι-
ϑµητικές µεθόδους. Πολλές ϕορές µάλιστα, όταν το µόνο που µας ενδιαφέρει είναι η τιµή
ενός ολοκληρώµατος για συγκεκριµένο διάστηµα ολοκλήρωσης, είναι προτιµότερο να υπ-
ολογίζουµε ένα ολοκλήρωµα αριθµητικά (προσεγγιστικά) πολύ απλά γιατί είναι κατά πολύ
ευκολότερο.

Σε αδρές γραµµές µια τέτοια διαδικασία γίνεται σε δυο στάδια. Πρώτα χωρίζουµε
το διάστηµα ολοκλήρωσης [A,B] σε µικρότερα διαστήµατα, για απλότητα ας πούµε ότι
χωρίζουµε σε N ίσα διαστήµατα, και σε κάθε ένα από τα µικρά αυτά διαστήµατα χρησι-
µοποιούµε ένα ῾῾απλό κανόνα αριθµητικής ολοκλήρωσης᾿᾿ για να προσεγγίσουµε το ολοκ-
λήρωµα εκεί µέσα. Η προσέγγιση του όλου ολοκληρώµατος ονοµάζεται ῾῾σύνθετος κανόνας
αριθµητικής ολοκλήρωσης᾿᾿.

Με αυτές τις παραδοχές ας δούµε µερικά παραδείγµατα απλών κανόνων αριθµητικής
ολοκλήρωσης. ΄Ολοι οι κανόνες που ϑα εξετάσουµε είναι γραµµικοί, µιµούµενοι το
πραγµατικό (ακριβές) ολοκλήρωµα που είναι επίσης µια γραµµική διαδικασία. Στα-
ϑεροποιούµε λοιπόν ένα διάστηµα [a, b] και συµβολίζουµε κατ΄ αρχήν µε I(f) το ακριβές
ολοκλήρωµα της f στο [a, b]

I(f) =

� b

a

f(x) dx.
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Η γραµµικότητα του ολοκληρώµατος στην οποία αναφερθήκαµε σηµαίνει απλά ότι για
κάθε δύο συναρτήσεις f και g (ας πούµε συνεχείς στο [a, b]) και κάθε δύο σταθερές λ, µ ∈ C
ισχύει

I(λf + µg) = λI(f) + µI(g).

Το ίδιο ισχύει και για τους απλούς κανόνες αριθµητικής ολοκλήρωσης που περιγράφουµε
παρακάτω.
Κανόνας αριστερού σηµείου

IL(f) = (b− a)f(a). (79)
Εδώ η ποσότητα που προσεγγίζει το ολοκλήρωµα I(f) είναι το ολοκλήρωµα που ϑα είχε
η συνάρτηση αν ήταν σταθερή στο [a, b] µε τιµή ίση µε f(a). Οµοίως ορίζεται ϕυσικά ο
κανόνας δεξιού σηµείου.
Κανόνας µέσου σηµείου

IM(f) = (b− a)f

�
a+ b

2

�
. (80)

Κανόνας τραπεζίου

IT (f) = (b− a)
f(a) + f(b)

2
. (81)

Κανόνας του Simpson

IS(f) = (b− a)

�
1

6
f(a) +

4

6
f

�
a+ b

2

�
+

1

6
f(b)

�
. (82)

Παρατηρείστε ότι ολοι αυτοί οι κανόνες είναι της µορφής

�I(f) =
n�

j=1

Ajf(tj), (83)

όπου t1, t2, . . . , tn είναι σηµεία στο [a, b] και A1, A2, . . . , AN είναι σταθερές.

Ορισµός 9.1 (Τάξη του κανόνα ολοκλήρωσης).
Τάξη ενός κανόνα αριθµητικής ολοκλήρωσης είναι ο µέγιστος ακέραιος k τ.ώ. ο κανόνας
υπολογίζει σωστά το ολοκλήρωµα κάθε πολυωνύµου ϐαθµού το πολύ k.

Για να ϐρούµε ποια είναι η τάξη ενός κανόνα �I απλά ϐρίσκουµε ποιο είναι το µεγαλύτερο
k τ.ώ.

I(xr) = �I(xr), για κάθε r ∈ {0, 1, . . . , k}.
Πράγµατι, λόγω της γραµµικότητας, είναι ϕανερό ότι αν ο κανόνας µας δουλεύει σωστά
πάνω στις συναρτήσεις 1, x, x2, . . . , xk τότε δουλεύει σωστά και πάνω σε κάθε γραµµικό
συνδυασµό αυτών, δηλ. πάνω σε κάθε πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ k.

Πρόβληµα 9.1. Αποδείξτε ότι ο κανόνας αριστερού σηµείου έχει τάξη 0, ο κανόνας του
µέσου σηµείου και ο κανόνας του τραπεζίου έχουν τάξη 1 και ο κανόνας του Simpson έχει
τάξη 3, σε κάθε διάστηµα [a, b].

Η σηµασία που έχει η τάξη ενός κανόνα αριθµητικής ολοκλήρωσης ϕαίνεται αν εξετά-
σουµε την απόδοση ενός σύνθετου κανόνα ολοκλήρωσης σε σχέση µε την παράµετρο N
που δείχνει σε πόσα µικρά διαστήµατα χωρίζουµε το διάστηµα ολοκλήρωσης.
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Θεώρηµα 9.1 (Απόδοση ενός σύνθετου κανόνα ολοκλήρωσης τάξης r).
΄Εστω [A,B] ένα κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα και f ∈ Cr+1([A,B]) µια συνάρτηση µε
r + 1 συνεχείς παραγώγους (r είναι κάποιος ακέραιος). Αν �I είναι ένας απλός κανόνας
αριθµητικής ολοκλήρωσης τάξης r τότε αν �IN είναι ο σύνθετος κανόνας αριθµητικής ολοκ-
λήρωσης που προκύπτει από τον �I (µε χωρισµό του διαστήµατος σε N ίσα διαστήµατα) τότε

����
� B

A

f − �IN(f)
���� ≤ K � 1

N r+1
, (84)

όπου η σταθερά K � δεν εξαρτάται από το N παρά µόνο από την f και τον απλό κανόνα
ολοκλήρωσης �I.

Το διάστηµα [A,B] υποδιαιρείται σε N ίσα διαστήµατα µέσω των σηµείων

xj = A+ j
B − A

N
, j = 0, 1, . . . , N.

Αν συµβολίσουµε µε �I(f, xj, xj+1) το αποτέλεσµα του απλού κανόνα ολοκλήρωσης εφαρ-
µοσµένου στη συνάρτηση f στο διάστηµα [xj, xj+1] τότε έχουµε από την τριγωνική ανισότητα

����
� B

A

f − �IN(f)
���� ≤

N−1�

j=0

�����

� xj+1

xj

f − �I(f, xj, xj+1)

����� (85)

οπότε ϑα σταθεροποιήσουµε ένα διάστηµα [a, b] = [xj, xj+1] και ϑα εκτιµήσουµε το σφάλµα
που προκύπτει µέσα σε αυτό το διάστηµα από τη χρήση του απλού κανόνα ολοκλήρωσης.
Κατόπιν ϑα αθροίσουµε τα επιµέρους σφάλµατα και ϑα προκύψει ένα ϕράγµα για το
συνολικό σφάλµα µέσω της (85).

Σταθεροποιούµε λοιπόν ένα απλό κανόνα ολοκλήρωσης τον οποίο τον περιγράφουµε
στο διάστηµα [0, 1]

�I(f, 0, 1) =
n�

j=1

Ajf(tj)

όπου Aj κάποιες σταθερές και tj κάποια σηµεία στο [0, 1]. Ο κανόνας αυτός, εφαρµοζό-
µενος σε ένα τυχαίο διάστηµα [a, b], παίρνει τη µορφή

�I(f, a, b) =
n�

j=1

(b− a)Ajf(a+ tj(b− a)). (86)

Το σηµαντικό στην απόδειξη είναι να γράψουµε την f στο διάστηµα αυτό ως ένα πολυώνυµο
ϐαθµού ≤ r συν κάποιο σφάλµα. Χρησιµοποιούµε γι΄ αυτό το ϑεώρηµα του Taylor µε κέν-
τρο το a που µας λέει ότι

f(x) = p(x) +R(x)

όπου p(x) είναι το πολυώνυµο Taylor της f ϐαθµού r

p(x) = f(a) + f �(a)(x− a) +
f ��(a)

2
(x− a)2 +

f (3)(a)

3!
(x− a)3 + · · ·+ f (r)(a)

r!
(x− a)r,

και R(x) είναι το σφάλµα για το οποίο ισχύει ότι για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει ένα ξ ∈ (a, b)
τ.ώ. να ισχύει

R(x) =
f (r+1)(ξ)

(r + 1)!
(x− a)r+1. (87)
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Αφού ο κανόνας ολοκλήρωσης που χρησιµοποιούµε έχει τάξη r το πολυώνυµο p ολοκληρώνε-
ται ακριβώς άρα το σφάλµα στην ολοκλήρωση της f οφείλεται αποκλειστικά στην αρι-
ϑµητική ολοκλήρωση της συνάρτησης R(x), κι έτσι έχουµε
����
� b

a

f − �I(f, a, b)
���� ≤

����
� b

a

R− �I(R, a, b)

����

≤
����
� b

a

R

����+
����I(R, a, b)

��� (τριγωνική ανισότητα)

≤ (b− a)�R�∞ +
n�

j=1

(b− a)|Aj|�R�∞ (από την (86))

≤ (b− a)K�R�∞
όπου K = 1 +

�n
j=1 |Aj| είναι µια ϑετική σταθερά που δεν εξαρτάται από το διάστηµα

αλλά µόνο από τον κανόνα ολοκλήρωσης.
Εφαρµόζοντας τώρα την (87) παίρνουµε

�R�∞ ≤
��f (r+1)

��
∞

(r + 1)!
(b− a)r+1 ≤

��f (r+1)
��
∞

(r + 1)!

(B − A)r+1

N r+1
.

το οποίο µας δίνει ����
� b

a

f − �I(f, a, b)
���� ≤ K

(B − A)r+2

N r+2

για το σφάλµα της ολοκλήρωσης στο µικρό διάστηµα [a, b]. Αθροίζοντας για τα N διαφορε-
τικά µικρά διαστήµατα [a, b] = [xj, xj+1] παίρνουµε

����
� B

A

f − �IN(f)
���� ≤

K �

N r+1
(88)

όπου η σταθερά K � = K(B − A)r+2 δεν εξαρτάται από το N , και η απόδειξη του Θεωρή-
µατος 9.1 είναι πλήρης.

Η σηµασία λοιπόν της τάξης ενός απλού κανόνα ολοκλήρωσης ϕαίνεται όταν χρησι-
µοποιήσουµε τον κανόνα αυτό σε ένα σύνθετο κανόνα ολοκλήρωσης και παίρνουµε ολοένα
και µεγαλύτερες τιµές του N . Το άνω ϕράγµα για το σφάλµα ολοκλήρωσης ϕθίνει σαν
την r+1 δύναµη του 1/N . Για παράδειγµα αν χρησιµοποιούµε ένα κανόνα ολοκλήρωσης
τάξης 0 (π.χ. τον κανόνα IL του αριστερού σηµείου) τότε αν ϑέλουµε να υποδεκαπλασιά-
σουµε το εγγυηµένο άνω ϕράγµα για το σφάλµα µας τότε πρέπει να πολλαπλασιάσουµε
το N που χρησιµοποιήσαµε µε το 10. Αν χρησιµοποιήσουµε ένα κανόνα τάξης 3, όπως
ο κανόνας IS του Simpson, τότε αρκεί να πολλαπλασιάσουµε το N µόνο µε τον αριθµό
101/4 = 1.77827941.

9.2 Κανόνες ολοκλήρωσης τύπου Gauss

Στην παράγραφο αυτή ϑα δούµε τις µεθόδους ολοκλήρωσης τύπου Gauss, των οποίων
η υψηλή τάξη οφείλεται σε κατάλληλη επιλογή των σηµείων στα οποία υπολογίζουµε τη
συνάρτηση f που προσπαθούµε να ολοκληρώσουµε αριθµητικά. Κοιτάµε το πρόβληµα
λίγο γενικότερα από πριν και, δεδοµένου ενός κλειστού και ϕραγµένου διαστήµατος [a, b]
και µιας ϑετικής (και συνεχούς) συνάρτησης ϐάρους w(x) > 0 ορισµένης πάνω στο [a, b]
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προσπαθούµε να υπολογίσουµε αριθµητικά το ολοκλήρωµα της f ως προς το ϐάρος w,
δηλ. την ποσότητα

I(f) =

� b

a

f(x)w(x) dx.

Οι απλοί κανόνες αριθµητικής ολοκλήρωσης που χρησιµοποιούµε είναι της µορφής

�I(f) =
n�

j=1

Ajf(xj) (89)

όπου x1, . . . , xn ∈ [a, b] και Aj είναι σταθερές.
Το ερώτηµα που απαντάµε πρώτα είναι ῾῾αν κάποιος έχει επιλέξει τα n σηµεία x1, . . . , xn

για µας ποια πρέπει να είναι η επιλογή των Aj;᾿᾿

Θεώρηµα 9.2. Οι συντελεστές Aj στον κανόνα (89) µπορούν πάντα να επιλεγούν ώστε ο
κανόνας να έχει τάξη τουλάχιστον n− 1.

Για να πετύχουµε να ολοκληρώνουµε ακριβώς κάθε πολυώνυµο ϐαθµού n−1 (το οποίο
καθορίζεται µε n αριθµούς) αρκεί να έχουµε στη διάθεσή µας n ϐαθµούς ελευθερίας. Αυτό
είναι ουσιαστικά το περιεχόµενο τυ Θεωρήµατος 9.2.

Ο πιο εύκολος τρόπος απόδειξης είναι χρησιµοποιώντας τα πολυώνυµα παρεµβολής
Lagrange που αντιστοιχούν στα σηµεία x1, . . . , xn:

�i(x) =
�

j=1,2,...,n
j �=i

x− xj

xi − xj

, i = 1, 2, . . . , n, (90)

τα οποία έχουν την ίδιότητα

�i(xj) = δi,j :=

�
1 (για i = j)
0 (για i �= j)

.

Αν συµβολίσουµε µε L(x) το πολυώνυµο, ϐαθµού n− 1, που παρεµβάλλει τις τιµές της f
στα σηµεία x1, . . . , xn

L(x) =
n�

i=1

f(xi)�i(x)

µπορούµε να ορίσουµε τον επιθυµητό κανόνα ολοκλήρωσης από τον τύπο

�I(f) = I(L).

Με άλλα λόγια, για να προσεγγίσουµε αριθµητικά το ολοκλήρωµα της f αυτό που κάνουµε
είναι ότι πρώτα ϐρίσκουµε το πολυώνυµο που έχει τις ίδιες τιµές µε την f στα σηµεία xj

και έπειτα υπολογίζουµε το ακριβές ολοκλήρωµα αυτό του πολυωνύµου. Αυτή η τιµή
αποτελεί και την προσέγγισή µας.

Ως στρατηγική ακούγεται λογική, αλλά είναι αυτός ο τρόπος αριθµητικής ολοκλήρωσης
της µορφής (89); Είναι εύκολο να δούµε πως ναι αφού

I(L) =
n�

i=1

I(�i)f(xi)
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και άρα µπορούµε να πάρουµε

Ai = I(�i) =

� b

a

�i(x)w(x) dx

για τους συντελεστές µας.
Τέλος, ο κανόνας µας έχει τάξη n − 1 µια και αν η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού ≤

n− 1 τότε (µοναδικότητα του πολυωνύµου παρεµβολής, Πρόβληµα 6.1) f = L και άρα ο
κανόνας µας ολοκληρώνει την f ακριβώς.

Το Θεώρηµα 9.2 αποτελεί απλά ένα κάτω ϕράγµα για την δυνατή τάξη ενός κανόνα µε
n σηµεία. ΄Εχουµε ήδη δει παραδείγµατα (ο κανόνας του Simpson, µε 3 σηµεία και τάξη
3, παραπάνω από το 2 που προβλέπεται από το Θεώρηµα 9.2) όπου η τάξη µπορεί να είναι
καλύτερη από n−1. Βεβαίως υπάρχουν και παραδείγµατα (π.χ. ο κανόνας του τραπεζίου,
µε 2 σηµεία και τάξη 1) όπου η τάξη είναι ακριβώς n − 1. Θα δούµε στο υπόλοιπο της
παραγράφου ότι επιλέγοντας κατάλληλα τα x1, . . . , xn µπορούµε να πάρουµε κανόνες
ολοκλήρωσης τάξης 2n− 1, µια σηµαντική ϐελτίωση.

Θεώρηµα 9.3 (Κανόνες ολοκλήρωσης Gauss).
Ας είναι [a, b] ένα κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα και w(x) ∈ C([a, b]) µια αυστηρά ϑετική
συνάρτηση. Ας είναι ακόµη Q0(x) = 1, Q1(x), Q2(x), . . . η ακολουθία µονικών ορθογωνίων
πολυωνύµων ως προς το ϐάρος w(x) στο διάστηµα [a, b], και

x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x(n)

n ∈ (a, b)

τα µηδενικά του Qn (είναι όλα διαφορετικά και στο (a, b) από το Θεώρηµα 8.3). Τότε ένας
απλός κανόνας αριθµητικής ολοκλήρωσης της µορφής

�I(f) =
n�

j=1

Ajf(x
(n)
j ) (Aj σταθερές) (91)

ο οποίος είναι τάξης τουλάχιστον n− 1 είναι αναγκαστικά τάξης τουλάχιστον 2n− 1.

΄Εστω p ∈ P2n−1. Διαιρούµε το πολυώνυµο p µε το πολυώνυµο Qn και έστω q το πηλίκο
και r το υπόλοιπο (αυτό σηµαίνει ότι deg r < degQn = n)

p = Qnq + r.

Αφού deg p < 2n και degQn = n έπεται ότι deg p < n, και άρα p, r ∈ Pn−1. Κάνουµε
την παρατήρηση ότι το Qn είναι ορθογώνιο προς όλα τα πολυώνυµα του Pn−1 αφού εί-
ναι ορθογώνιο προς κάθε στοιχείο µιας ϐάσης του Pn−1, αυτής που απαρτίζεται από τα
πολυώνυµα Q0(x), Q1(x), . . . , Qn−1(x). ΄Αρα
� b

a

p(x)w(x) dx =

� b

a

Qn(x)q(x)w(x) dx+

� b

a

r(x)w(x) dx

= �Qn, q�+
� b

a

r(x)w(x) dx

=

� b

a

r(x)w(x) dx (αφού Qn ⊥ Pn−1)

= �I(r) (αφού ο �I είναι ακριβής στο Pn−1)
= �I(qQn) + �I(r)
= �I(p).
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Η προτελευταία ισότητα παραπάνω προκύπτει επειδή το πολυώνυµο Qn µηδενίζεται στα
σηµεία όπου ο κανόνας �I υπολογίζει την προς ολοκλήρωση συνάρτηση. ΄Εχουµε λοιπόν
δείξει ότι �I(p) =

� b

a
p(x)w(x) dx για κάθε πολυώνυµο p ϐαθµού ≤ 2n− 1 και η απόδειξη

είναι πλήρης.

Πόρισµα 9.1. Για κάθε ϕραγµένο και κλειστό διάστηµα [a, b] και συνάρτηση ϐάρουςw(x) ∈
C([a, b]), w(x) > 0, και κάθε ακέραιο n ≥ 1 υπάρχει απλός κανόνας ολοκλήρωσης της
µορφής (91) που έχει τάξη τουλάχιστον 2n− 1.

Για το πόρισµα, επιλέγουµε ως x1, . . . , xn να είναι οι ϱίζες του ορθογωνίου πολυωνύµου
Qn που αντιστοιχεί στο διάστηµα [a, b] και στο ϐάρος w(x) και επιλέγουµε τους συντελεστές
Aj, j = 1, 2, . . . , n, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 9.2. Ως συνέπεια του Θεωρήµατος 9.3
ο κανόνας που ϕτιάξαµε έχει τάξη τουλάχιστον 2n− 1.

Παραδείγµατα. Αν ακολουθήσουµε τη διαδικασία που περιγράφεται στο Πόρισµα 9.1
για το διάστηµα [−1, 1] και το ϐάρος w(x) ≡ 1 παίρνουµε, αφού πρώτα υπολογίσουµε τα
αντίστοιχα ορθογώνια πολυώνυµαQ0, Q1, Q2, Q3 µε ϐάση τον αλγόριθµο που περιγράφεται
στο Θεώρηµα 8.2 (εδώ ϕαίνεται η αξία της αναδροµικής σχέσης που περιγράφεται σε αυτό
το Θεώρηµα), ϐρίσκουµε µετά τις ϱίζες των Q2 και Q3 και καταλήγουµε έτσι στους κανόνες
Gauss µε n = 2 και n = 3 σηµεία αντίστοιχα και µε τάξη ≥ 3 και ≥ 5 αντίστοιχα

�I2(f) = 2 ·
�
1

2
f

�−1√
3

�
+

1

2
f

�
1√
3

��
(92)

και
�I3(f) = 2 · (0.5555f(−0.7745) + 0.8888f(0) + 0.5555f(0.7745)) . (93)

Για την περίπτωση n = 2 οι ϱίζες του πολυωνύµου Q2 υπολογίζονται πολύ εύκολα σε
κλειστή µορφή. Αυτό είναι εφικτό και για το πολυώνυµο Q3 (που είναι 3ου ϐαθµού)
αλλά ήδη η εύρεση των ϱιζών σε κλειστή µορφή γίνεται αρκετά πολύπλοκη και αµφιβόλου
χρησιµότητας, αφού και για να υπολογίσουµε µια απλή ποσότητα όπως το

√
3 πάλι σε

αριθµητικές (προσεγγιστικές) µεθόδους ϑα καταλήξουµε. Η εύρεση των ϱιζών στις περισ-
σότερες περιπτώσεις γίνεται µε αριθµητικές µεθόδους.

Πρόβληµα 9.2. Ο κανόνας (92) και ο κανόνας Simpson (82) είναι της ίδιας τάξης 3. Ο
κανόνας (92) χρησιµοποιεί δύο σηµεία (δύο υπολογισµούς της f στο διάστηµα ολοκλήρω-
σης) ενώ ο κανόνας Simpson χρησιµοποιεί τρία σηµεία. Φαίνεται λοιπόν ότι ο κανόνας
(92) είναι προτιµότερος από τον κανόνα του Simpson µια και υπερτερεί αυτού σε ταχύτητα
(πλήθος υπολογισµών της f ) για το ίδιο αποτέλεσµα. Λαµβάνοντας υπόψιν ότι τελικά χρησι-
µοποιούµε σύνθετους κανόνες ολοκλήρωσης (υποδιαιρούµε το διάστηµα ολοκλήρωσης σε N
ίσα διαστήµατα και σε καθένα από αυτά χρησιµοποιούµε τον απλό κανόνα ολοκλήρωσης)
δείξτε ότι αυτη η διαφορά στην ταχύτητα εξανεµίζεται όταν το N είναι µεγάλο.
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