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Πρώτο ∆ιαγώνισµα

Λύσεις

Πρόβληµα 1. (2 µονάδες)
΄Εστω V ο C-γραµµικός χώρος των συναρτήσεων f : [0, 1) → C που έχουν την ιδιότητα να είναι
σταθερές µέσα σε κάθε διάστηµα της µορφής [ k10 ,

k+1
10 ), για k = 0, 1, . . . , 9, και έχουν την επιπλέον

ιδιότητα ότι f(0.05) = f(0.95). Βρείτε τη διάσταση του χώρου και µια ϐάση του.
Λύση: Ο χώρος V αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις που είναι σταθερές από κάθε σηµείο της
µορφής k/10 στο επόµενο (δηλ. στο (k + 1)/10). ΄Οµως λόγω της επιπλέον συνθήκης f(0.05) =
f(0.95) η τιµή στο τελευταίο διάστηµα [0.9, 1) είναι η ίδια µε την τιµή στο πρώτο διάστηµα [0, 0.1).
΄Αρα οι συναρτήσεις e1(x) = χ[0.1,0.2)(x), e2(x) = χ[0.2,0.3)(x), . . . , e8(x) = χ[0.8,0.9)(x), µαζί µε την
e0(x) = χ[0,0.1)(x) + χ[0.9,1)(x) αποτελούν ϐάση του V (αφού κάθε συνάρτηση στο V γράφεται µε
µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός αυτών) και η διάσταση είναι dimV = 9.

Πρόβληµα 2. (2 µονάδες)
Για z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn δείξτε ότι

‖z‖2 ≤ ‖z‖1 ≤
√
n‖z‖2.

Λύση: Για την πρώτη ανισότητα, µετά από τετραγωνισµό έχουµε να δείξουµε

n∑
j=1

|zj |2 ≤ (
n∑

j=1

|zj |)2.

Αναπτύσσοντας το τετράγωνο δεξιά και διαγράφοντας τα (µη αρνητικά) διπλάσια γινόµενα προκύπτει
το αριστερό µέλος, άρα η ανισότητα ισχύει.

Για τη δεύτερη ανισότητα γράφουµε

‖z‖1 =
n∑

j=1

|zj | =
n∑

j=1

|zj | · 1 ≤
√
n‖z‖2

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει εφαρµόζοντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz στα διανύσ-
µατα z = (z1, . . . , zn) και (1, 1, . . . , 1).

Πρόβληµα 3. (2 µονάδες)
Αν xn → x σε ένα χώρο µε νόρµα, δείξτε ότι ‖xn‖ → ‖x‖.
Λύση: Η τριγωνική ανισότητα για τη νόρµα είναι

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ∀x, y.

Εφαρµόζοντας την πρώτη ανισότητα για xn, −x παίρνουµε

|‖xn‖ − ‖x‖| ≤ ‖xn − x‖ → 0,

άρα και |‖xn‖ − ‖x‖| → 0.

Πρόβληµα 4. (2 µονάδες)
∆είξτε ότι ο C-γραµµικός χώρος C([0, 1]) των συνεχών µιγαδικών συναρτήσεων στο [0, 1] δεν έχει
πεπερασµένη διάσταση. ∆είξτε δηλ. ότι υπάρχει µια άπειρη ακολουθία συναρτήσεων fn ∈ C([0, 1])
που είναι γραµµικώς ανεξάρτητο σύνολο.
Λύση: Πάρτε τις συναρτήσεις που ορίζονται ως εξής : η fn είναι µηδέν εκτός του διαστήµατος
( 1
n+1 ,

1
n), είναι ίση µε 1 στο µέσο του διαστήµατος αυτού και είναι γραµµική στο πρώτο και στο

δεύτερο µισό του διαστήµατος αυτού. (Το γράφηµα της fn είναι ένα ισοσκελές τρίγωνο µε ύψος



2

1 του οποίου η ϐάση είναι το διάστηµα ( 1
n+1 ,

1
n). Οι συναρτήσεις αυτές είναι άπειρες το πλήθος

(n = 1, 2, . . .) και είναι γραµµικώς ανεξάρτητες αφού αν ένας γραµµικός συνδυασµός

F (x) = c1fn1(x) + c2fn2(x) + · · ·+ ckfnk
(x)

είναι παντού ίσος µε το µηδέν έχουµε εύκολα ότι όλα τα cj είναι 0. Ο λόγος είναι ότι αν υπολογί-
σουµε την F (x) για x να είναι το µέσον του διαστήµατος ( 1

nj+1 ,
1
nj
) τότε η F (x) αφενός κάνει 0

(αφού η F µηδενίζεται παντού) και αφετέρου κάνει cj αφού η fnj είναι η µόνη συνάρτηση από
αυτές που συµµετέχουν στην F (x) που δε µηδενίζεται σε αυτό το διάστηµα.

Πρόβληµα 5. (2 µονάδες)
΄Εστω ε > 0 και f : [0, 1]→ C συνεχής. ∆είξτε ότι υπάρχει πολυώνυµο p(x) τέτοιο ώστε

|f(x)− p(x)| < ε, ∀x ∈ [0, 1],

και p(3) = 1 + i.
Λύση: Επεκτείνουµε την f στο διάστηµα [0, 3] ορίζοντάς την να κάνει 1 + i στο 3 και ανάµεσα στο
1 και στο 3 να είναι γραµµική. ∆ηλ. ορίζουµε την f στο διάστηµα [1, 3] να ισούται µε

1

2
(3− x)f(1) + 1

2
(x− 1)(1 + i).

(Βεβαιωθείτε ότι όντως αυτή η συνάρτηση παίρνει τις τιµές f(1) και 1+ i στα δύο άκρα του διαστή-
µατος [1, 3].) Η συνάρτηση f : [0, 3] → C που ορίσαµε είναι συνεχής και άρα, από το ϑεώρηµα
του Weierstrass υπάρχει ένα πολυώνυµο q(x) τέτοιο ώστε |f(x)− q(x)| ≤ ε/2 για κάθε x ∈ [0, 3].
Ορίζουµε τώρα το πολυώνυµο

p(x) = q(x) + 1 + i− q(3),
και παρατηρούµε ότι p(3) = 1 + i και αφενός

|p(x)− q(x)| = |1 + i− q(3)| = |f(3)− q(3)| ≤ ε/2
και αφετέρου |f(x)− q(x)| ≤ ε/2. Η τριγωνική ανισότητα µας δίνει ότι |f(x)− p(x)| ≤ ε για όλα
τα x ∈ [0, 3] άρα και για όλα τα x ∈ [0, 1].

Πρόβληµα 6. (2 µονάδες)
(α) Φτιάξτε µια ακολουθία fn ∈ C([0, 1]) τέτοια ώστε

∫ 1
0 fn(x) dx = 1 και για κάθε x ∈ [0, 1] να

ισχύει fn(x)→ 0.
(ϐ) ∆είξτε ότι για κάθε τέτοια ακολουθία fn οι νόρµες ‖fn‖∞ και ‖fn‖2 είναι κάτω ϕραγµένες από
κάποιο ϑετικό αριθµό.
Λύση: (α) Πάρτε το γράφηµα της f να είναι ένα ισοσκελές τρίγωνο µε ϐάση το διάστηµα ( 1

n+1 ,
1
n)

και ύψος τέτοιο ώστε το εµβαδό του να είναι 1. Τότε ισχύει ϕυσικά
∫ 1
0 fn(x) dx = 1. Ας είναι τώρα

x ∈ [0, 1]. Αν x = 0 τότε όλες οι fn µηδενίζονται στο x οπότε ϕυσικά fn(x) → 0. Αν x > 0 τότε
για n > 1

x όλες οι fn µηδενίζονται στο x (τα τριγωνάκια έχουν περάσει στα αριστερά του x και
εξακολουθούν να ῾῾κινούνται᾿᾿ προς τα αριστερά) άρα και πάλι fn(x)→ 0.

(ϐ) ΄Εχουµε |fn(x)| ≤ ‖fn‖∞ για κάθε x ∈ [0, 1] άρα

1 =

∫ 1

0
fn(x) dx ≤

∫ 1

0
|fn(x)| dx ≤

∫ 1

0
‖fn‖∞ dx = ‖fn‖∞

άρα 1 ≤ ‖fn‖∞ για όλα τα n. Η ανισότητα ‖fn‖2 ≥ 1 προκύπτει εφαρµόζοντας την ανισότητα
Cauchy-Schwarz στο εσωτερικό γινόµενο των δύο συναρτήσεων |fn(x)| και 1 στο διάστηµα [0, 1].

΄Ολες οι σηµειώσεις πρέπει να είναι κλειστές. Οι αιτιολογήσεις σας να είναι πλήρεις και καθαρές.
∆ιάρκεια 2 ώρες. Το άριστα είναι 10 µονάδες.


