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∆εύτερο ∆ιαγώνισµα

Πρόβληµα 1. (2 µονάδες)
΄Εστω f : R→ R να είναι η συνάρτηση f(x) = |x|. Υπολογίστε το µέτρο συνέχειας της f µε πεδίο
ορισµού το R.

Πρόβληµα 2. (2 µονάδες)
Ορίζουµε

DN (x) =
N∑

k=−N
eikx,

για x ∈ R, N = 1, 2, 3, . . .. Βρείτε ένα κλειστό τύπο για την DN (x) µέσω των x,N .

Πρόβληµα 3. (3 µονάδες)
΄Εστω cn ∈ C, n = 1, 2, . . ., τέτοια ώστε

∑∞
n=1 |cn| <∞.

(1) ∆είξτε ότι η συνάρτηση

f(x) =
∞∑
n=1

cne
inx

ορίζεται για κάθε x ∈ R (δείξτε δηλ. ότι η σειρά αυτή συγκλίνει για κάθε x).
(2) Αν SN (x) =

∑N
n=1 cne

inx δείξτε ότι SN → f στην ∞ νόρµα (οµοιόµορφα δηλ. για x ∈
[0, 2π]).

(3) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής για κάθε x ∈ [0, 2π].

Πρόβληµα 4. (2 µονάδες)
Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα ∫ 1

−1
Tm(x)Tn(x)

dx√
1− x2

για όλες τις τιµές των m,n = 0, 1, 2, · · · . Εδώ Tn(x) είναι το πολυώνυµο Chebyshev ϐαθµού n.

Πρόβληµα 5. (3 µονάδες)
΄Εστω x0, x1, . . . , xN διαφορετικοί πραγµατικοί αριθµοί και

Lj(x) =
∏
i 6=j

x− xi
xj − xi

, j = 0, 1, . . . , N,

τα αντίστοιχα πολυώνυµα Lagrange. ∆είξτε ότι

L0(x) + L1(x) + · · ·+ LN (x) = 1, ∀x ∈ R.
∆είξτε επίσης ότι

x0L0(x) + x1L1(x) + · · ·+ xNLN (x) = x, ∀x ∈ R.
Πώς µπορείτε να γράψετε το πολυώνυµο x5 ως γραµµικό συνδυασµό των Lj(x) (υποθέστε ϕυσικά
ότι N ≥ 5);

΄Ολες οι σηµειώσεις πρέπει να είναι κλειστές. Οι αιτιολογήσεις σας να είναι πλήρεις και καθαρές.
∆ιάρκεια 2 ώρες. Το άριστα είναι 10 µονάδες.


