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Οµάδα ασκήσεων Νο 5

Πρόβληµα 1. ΄Εστω f ∈ C1([a, b]). Αυτό σηµαίνει ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο [a, b] (πλευρικές
παράγωγοι στα δύο άκρα του διαστήµατος) και η f ′ είναι συνεχής στο [a, b]. Αν ωf είναι το µέτρο

συνέχειας της f
ωf (δ) = sup

x,y∈[a,b]

|x−y|<δ

|f(x)− f(y)|

δείξτε ότι ωf (δ) ≤ ‖f ′‖∞δ.
∆ώστε παράδειγµα όπου η ανισότητα αυτή πιάνεται ως ισότητα καθώς και ένα παράδειγµα όπου

η ανισότητα είναι γνήσια.

Θεώρηµα µέσης τιµής.

Πρόβληµα 2. ΄Εστω α > 0. Μια συνάρτηση f : K → C λέγεται Lipschitz-α αν υπάρχει µια

σταθερά C > 0 τέτοια ώστε για κάθε x, y ∈ K να ισχύει

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α.
Το σύνολο όλων αυτών των συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το K συµβολίζεται µε Lipα. Ας είναι K
ένα διάστηµα.

(1) ∆είξτε ότι κάθε τέτοια συνάρτηση είναι συνεχής στο K.

(2) Αν α > 1 δείξτε ότι οι µόνες συναρτήσεις που περιέχονται στο Lipα είναι οι σταθερές.

∆είξτε ότι κάθε τέτοια συνάρτηση έχει παντού παράγωγο 0.

(3) ∆είξτε ότι για 0 < α ≤ 1 το σύνολο Lipα είναι γραµµικός χώρος.

Αποδείξτε πρώτα ότι για x, y > 0 ισχύει (x+ y)α ≤ xα + yα.
(4) Αποδείξτε ότι αν 0 < β < α ≤ 1 τότε Lipα ⊆ Lipβ. Αποδείξτε επίσης ότι ο εγκλεισµός αυτός

είναι γνήσιος.

(5) Βρείτε ένα άνω ϕράγµα για το µέτρο συνέχειας µιας συνάρτησης στο Lipα.

Πρόβληµα 3. ΄Εστω f : R→ R να είναι η συνάρτηση f(x) = |x|. Υπολογίστε το µέτρο συνέχειας

της f µε πεδίο ορισµού το R.

Πρόβληµα 4. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = sin 1
x για x ∈ (0, 1). Υπολογίσε το µέτρο συνέχειας της

f . Είναι η f οµοιόµορφα συνεχής στο (0, 1);

Πρόβληµα 5. ΄Εστω f, fn : [0, 1]→ C συνεχείς συναρτήσεις (n = 1, 2, . . .).

(1) ∆είξτε ότι αν fn → f οµοιόµορφα στο [0, 1] τότε ισχύει ωfn(δ) → ωf (δ) για κάθε δ > 0.
Είναι η σύγκλιση ωfn → ωf οµοιόµορφη για όλα τα ϑετικά δ;

(2) Φτιάξτε ένα παράδειγµα τέτοιων συναρτήσεων που να έχουµε fn(x) → f(x) για κάθε

x ∈ [0, 1] αλλά να µην ισχύει ωfn(δ)→ ωf (δ) για κανένα ϑετικό δ.


