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SumbolismoÐ

SÔnola

• N = {1, 2, 3, . . .} eÐnai oi fusikoÐ arijmoÐ.

• N = N ∪ {∞} eÐnai oi fusikoÐ arijmoÐ epauxhmènoi me to sÔmbolo tou apeÐrou. To na
gr�youme p.q.

∑m
i=1 ai, ìpou m ∈ N, eÐnai sa na mil�me gia èna �jroisma me m ìrouc,

ìtan to m eÐnai peperasmèno,   gia thn �peirh seir�
∑∞

i=1 ai, ìtan m = ∞.

• Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} eÐnai oi akèraioi arijmoÐ.

• Q =
{

m
n : m,n ∈ Z, n 6= 0

}
eÐnai oi rhtoÐ arijmoÐ.

• R eÐnai oi pragmatikoÐ arijmoÐ.

• C = {x + iy : x, y ∈ R}, ìpou i2 = −1, eÐnai oi migadikoÐ arijmoÐ.

• |A| sumbolÐzei ton plhj�rijmo enìc sunìlou A, dhl. to pl joc twn stoiqeÐwn tou A
an autì eÐnai peperasmèno sÔnolo, alli¸c to ∞.

• [n] parist�nei to sÔnolo {1, . . . , n} (peperasmèno n)

• A × B parist�nei to kartesianì ginìmeno twn sunìlwn A kai B (me aut  th seir�),
dhl. to sÔnolo ìlwn twn diatetagmènwn zeug¸n (x, y) me x ∈ A, y ∈ B.

• BA parist�nei to sÔnolo ìlwn twn apeikonÐsewn apì to sÔnolo A sto sÔnolo B.

Sunart seic

• n! = 1 · 2 · 3 · · · (n− 1) · n, an n ≥ 1. OrÐzoume epÐshc 0! = 1.

• Diwnumikìc suntelest c:
(
x
k

)
= x(x−1)(x−2)···(x−k+1)

k! eÐnai o diwnumikìc suntelest c
<<x an� k>> k = 0, 1, 2, . . .. DeÐte to Je¸rhma 3.3.2. To x den eÐnai aparaÐthta fusikìc
arijmìc all� pragmatikìc   akìmh kai migadikìc. Wc sun�rthsh tou x, me stajerì to
k, h posìthta

(
x
k

)
eÐnai èna polu¸numo bajmoÔ k.

• Poluwnumikìc suntelest c:
(

n
k1,...,kr

)
= n

k1!···kr! , ìpou k1, . . . , kr eÐnai mh arnhtikoÐ
akèraioi me k1 + · · ·+ kr = n. DeÐte to Je¸rhma 3.5.1.

•
〈

n
k

〉
=

(
n+k−1

k

)
. DeÐte to Je¸rhma 3.6.2.

• bxc, gia x ∈ R, sumbolÐzei to akèraio mèroc tou x, ton megalÔtero dhl. akèraio k ≤ x.
P.q. b2.1c = 2 kai b−2.1c = −3.

• dxe, gia x ∈ R, sumbolÐzei to mikrìtero akèraio k ≥ x. P.q. d2.1e = 3 kai d−2.1e =
−2.

• 1 (sunj kh) isoÔtai me 1 an isqÔei h sunj kh, alli¸c isoÔtai me 0. Gia par�deigma h
qarakthristik  sun�rthsh enìc sunìlou A mporeÐ na grafeÐ wc χA(x) = 1 (x ∈ A).
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Kef�laio 1

Epagwg 

1.1 H mèjodoc sthn apl  thc morf 

H mèjodoc thc majhmatik c epagwg c qrhsimopoieÐtai gia na apodeÐxoume prot�seic oi opoÐec
exart¸ntai, sthn aploÔsterh perÐptwsh, apì mia akèraia metablht , h opoÐa sun jwc, all�
ìqi p�nta, sumbolÐzetai me to gr�mma n. SumbolÐzoume sun jwc me P (n) thn prìtash aut .
'Etsi, P (0) shmaÐnei ìti h prìtash eÐnai alhj c gia n = 0, P (1) ìti eÐnai alhj c gia n = 1,
k.o.k. Skopìc mac eÐnai na deÐxoume thn al jeia thc P (n), gia n ≥ n0, ìpou n0 eÐnai ènac
akèraioc, sun jwc mh arnhtikìc, arijmìc. Jèloume me �lla lìgia na deÐxoume thn al jeia
twn prot�sewn

P (n0), P (n0 + 1), P (n0 + 2), . . . .

H mèjodoc, loipìn, thc epagwg c gia thn apìdeixh thc prìtashc

gia k�je n ≥ n0 : P (n), (1.1)

sunÐstatai sthn apìdeixh twn ex c dÔo prot�sewn:

P (n0) (1.2)

kai
gia k�je n ≥ n0 : P (n) ⇒ P (n + 1). (1.3)

Gia na deÐxoume dhl. ìti isqÔei h prìtash gia ìlec tic timèc tou n pou jèloume, dhl. gia
n ≥ n0, deÐqnoume pr¸ta ìti isqÔei gia n = n0 kai epÐshc deÐqnoume ìti an isqÔei gia mia
tim  tou n tìte isqÔei kai gia thn epìmenh, dhl. gia to n + 1. H (1.2) onom�zetai arqik   
basik  perÐptwsh kai h (1.3) onom�zetai epagwgikì b ma. H upìjesh P (n) sto epagwgikì
b ma onom�zetai epagwgik  upìjesh.

Par�deigma 1.1.1. Na deiqteÐ ìti, gia n ≥ 1,

1 + 2 + · · ·+ n =
1
2
n(n + 1). (1.4)

Ed¸ h arqik  tim  thc paramètrou n eÐnai n = 1, opìte elègqoume pr¸ta ap' ìla an
isqÔei h prìtash gia n = 1. Profan¸c to ariserì mèloc isoÔtai me 1 en¸, antikajist¸ntac,
blèpoume ìti to Ðdio isqÔei kai gia to dexÐ. 'Ara isqÔei h basik  perÐptwsh kai proqwroÔme
na deÐxoume to epagwgikì b ma.
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H epagwgik  upìjesh eÐnai t¸ra h (1.4) (me thn upìjesh p�nta ìti n ≥ 1) kai prèpei
qrhsimopoi¸ntac thn na deÐxoume thn Ðdia prìtash ìpou to n èqei antikatastajeÐ me n + 1,
thn isìthta dhlad 

1 + 2 + · · ·+ n + (n + 1) =
1
2
(n + 1)(n + 2). (1.5)

'Omwc, qrhsimopoi¸ntac thn (1.4) (afair¸ntac thn (1.4) apì thn (1.5) kat� mèlh) h (1.5)
eÐnai isodÔnamh me thn isìthta

n + 1 =
1
2
(n + 1)(n + 2)− 1

2
n(n + 1)

pou eÔkola elègqoume me aplèc pr�xeic ìti isqÔei. DeÐxame loipìn kai to epagwgikì b ma
opìte h epagwgik  apìdeixh eÐnai pl rhc.

Parat rhsh 1.1.1. EÐnai shmantikì na tonÐsoume ìti gia na mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ h
mèjodoc thc epagwg c prèpei h par�metroc thc prìtashc (n sto prohgoÔmeno par�deigma)
aparaÐthta na paÐrnei timèc se èna sÔnolo (sto prohgoÔmeno par�deigma  tan oi fusikoÐ
arijmoÐ) pou na mporeÐ na exantlhjeÐ an xekin soume apì th basik  perÐptwsh kai proqwr�me
k�je for� kat� èna.

'Etsi de mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ h mèjodoc thc epagwg c ìtan p.q. h par�metroc mporeÐ
na p�rei opoiad pote pragmatik  tim .

Ac doÔme, gia par�deigma, thn prìtash

P (x) : o pragmatikìc arijmìc x eÐnai akèraioc.

To P (0) profan¸c isqÔei kai to Ðdio isqÔei kai h sunepagwg  P (x) ⇒ P (x + 1), den isqÔei
ìmwc h prìtash gia ìlec tic (pragmatikèc) timèc thc paramètrou x, all� mìno gia ìsec eÐnai
prositèc apì to basikì arijmì 0 me diadoqikèc aux seic kat� 1, eÐnai dhl. alhj c gia touc
fusikoÔc arijmoÔc all� ìqi gia ìlouc touc pragmatikoÔc.

Prìblhma 1.1.1. DeÐxte epagwgik� ìti gia n ≥ 1 isqÔei�

12 + 22 + · · ·+ n2 =
1
6
n(n + 1)(2n + 1). (1.6)

Par�deigma 1.1.2. Na deiqteÐ ìti 2n > n3 gia n ≥ 10.
Gia thn arqik  tim  n = 10 prèpei na deÐxoume

210 = 1024 > 103 = 1000,

pou isqÔei.
Gia to epagwgikì b ma upojètoume ìti n ≥ 10 kai ìti 2n > n3 kai prèpei na deÐxoume ìti

2n+1 > (n + 1)3.
Pollaplasi�zontac thn epagwgik  mac upìjesh me 2 paÐrnoume 2n+1 > 2n3. ArkeÐ

loipìn na deÐxoume ìti, gia n ≥ 10, isqÔei 2n3 ≥ (n + 1)3. Aut  gr�fetai isodÔnama wc

(21/3n)3 ≥ (n + 1)3,

 
21/3n ≥ n + 1,

 

n ≥ 1
21/3 − 1

,

pou isqÔei gia n ≥ 10 afoÔ isqÔei gia n = 10 (aplèc pr�xeic).
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Prìblhma 1.1.2. Ac deÐxoume epagwgik� thn ex c prìtash: gia k�je sÔnolo apì n�

�loga (n ≥ 1) ìla èqoun to Ðdio qr¸ma. Gia n = 1 �logo h prìtash eÐnai profan¸c

alhjin . Ac deÐxoume kai to epagwgikì b ma. Upojètoume ìti isqÔei h prìtash gia n
�loga kai th deÐqnoume gia n + 1. 'Estw loipìn �loga a1, a2, . . . , an, an+1. Apì thn

epagwgik  upìjesh ta n �loga a1, . . . , an èqoun ìla to Ðdio qr¸ma. EpÐshc apì thn

epagwgik  upìjesh ta n �loga a2, . . . , an+1 èqoun ìla to Ðdio qr¸ma. 'Ara èqoun ìla ta

�loga to Ðdio qr¸ma.

PoÔ eÐnai to l�joc?

Prìblhma 1.1.3. Oi arijmoÐ Fibonacci Fi, i ≥ 1, orÐzontai anadromik� apì�

F1 = F2 = 1, kai Fn = Fn−1 + Fn−2 gia n > 2.

DeÐxte me epagwg  ìti gia n ≥ 1 o arijmìc F3n eÐnai �rtioc.

1
2

3

4

5
6

7

8

9 10
11

Sq ma 1. Tèssereic eujeÐec pou orÐzoun 11 qwrÐa sto epÐpedo

Prìblhma 1.1.4. DÐnontai n eujeÐec sto epÐpedo. Se pìsa to polÔ qwrÐa qwrÐzoun�

autèc to epÐpedo? (DeÐte to Sq ma 1.)

Prìblhma 1.1.5. Se mÐa q¸ra k�je mia apì tic n ≥ 2 pìleic thc sundèetai me k�je�

�llh me èna monìdromo. DeÐxte ìti up�rqei trìpoc na xekin sei kaneÐc apì mÐa pìlh

thc q¸rac aut c kai na episkefteÐ k�je �llh, akrib¸c mÐa for�, kinoÔmenoc p�nw sto

up�rqon odikì dÐktuo (kai sebìmenoc touc monìdromouc).

Prìblhma 1.1.6. DeÐxte ìti gia k�je x ∈ R \ {1} isqÔei o tÔpoc gia thn peperasmènh�

gewmetrik  seir�

1 + x + x2 + · · ·+ xn =
1− xn+1

1− x
, n ≥ 1. (1.7)

DeÐte epÐshc kai to Prìblhma 2.1.1 parak�tw.

5



1.1.1 'Olec oi prohgoÔmenec peript¸seic wc epagwgik  upìjesh

H mèjodoc thc legìmenhc isqur c majhmatik c epagwg c apodeiknÔei thn al jeia miac prì-
tashc P (n), gia n ≥ n0, deÐqnontac kat' arq n thn al jeia thc prìtashc P (n0) (se autì
tautÐzetai me th sunhjismènh epagwg ) all� to epagwgikì b ma sunÐstatai sthn apìdeixh
thc sunepagwg c

P (n0), P (n0 + 1), . . . , P (n− 1), P (n) ⇒ P (n + 1).

Me �lla lìgia, gia na deÐxoume thn prìtash P (n + 1) mac epitrèpetai na qrhsimopoi soume
thn al jeia ìlwn twn prohgoumènwn peript¸sewn, kai ìqi mìno thc amèswc prohgoÔmenhc.

Par�deigma 1.1.3. Pr¸toc lègetai ènac fusikìc arijmìc megalÔteroc tou 1 an oi mìnoi
diairètec tou eÐnai to 1 kai o eautìc tou. DeÐqnoume ìti k�je fusikìc arijmìc n ≥ 2 eÐnai
ginìmeno pr¸twn arijm¸n (isqÔei kai monadikìthta tou anaptÔgmatoc autoÔ all� den to
apodeiknÔoume autì ed¸).

H basik  perÐptwsh eÐnai h n = 2. AfoÔ to 2 eÐnai pr¸toc arijmìc h prìtash isqÔei.
'Estw t¸ra n > 2 kai ac upojèsoume ìti h prìtash isqÔei gia ìlec tic mikrìterec timèc.
Upojètoume dhl. ìti an 2 ≤ k < n tìte o fusikìc arijmìc k mporeÐ na grafeÐ sa ginìmeno
pr¸twn arijm¸n. OfeÐloume na deÐxoume, qrhsimopoi¸ntac aut  thn upìjesh, oti kai o n
gr�fetai sa ginìmeno pr¸twn.

An o n eÐnai pr¸toc arijmìc tìte isqÔei fusik� autì. 'Ara mporoÔme na upojèsoume oti
o n den eÐnai pr¸toc. Autì shmaÐnei ìti up�rqei k�poioc fusikìc arijmìc k, diaforetikìc
apì to 1 kai apì to n, pou diaireÐ to n. Autì sunep�getai ìti 1 < k < n, �ra, sÔmfwna
me thn epagwgik  upìjesh, oi arijmoÐ k kai n/k (gia ton opoÐo epÐshc isqÔei 1 < n/k < n)
gr�fontai sa ginìmeno pr¸twn. To Ðdio isqÔei sunep¸c kai gia ton n pou isoÔtai me to
ginìmenìc touc.

Prìblhma 1.1.7. K�je akèraia axÐa n ≥ 12 mporeÐ na ftiaqteÐ me kèrmata axÐac 4�

kai 5.

Prìblhma 1.1.8. H akoloujÐa an, n ≥ 1, orÐzetai apì touc tÔpouc�

a1 = 1, a2 = 3, an = an−1 + an−2 (n ≥ 3).

DeÐxte ìti an < (7/4)n, gia n ≥ 1.

1.2 Proqwrhmènh qr sh thc epagwg c

1.2.1 Pollapl  epagwg 

Pollèc forèc h prìtash pou jèloume na deÐxoume exart�tai apì perissìterec apì mÐa para-
mètrouc. MporeÐ, gia par�deigma, na prokeitai gia mia prìtash P (m,n) pou exart�tai apì
dÔo paramètrouc m,n ≥ 0. H mèjodoc thc epagwg c mporeÐ merikèc forèc na efarmosteÐ
kai se tètoiec peript¸seic. Sthn aploÔsterh perÐptwsh to prìblhma antimetwpÐzetai sa mia
epallhlÐa monoparametrik¸n problhm�twn.

Se mia tupik  tètoia perÐptwsh apodeiknÔetai pr¸ta h prìtash P (0, 0), kai met� deÐqnoume
th sunepagwg 

P (m,n) ⇒ P (m + 1, n). (1.8)
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Me mìna aut� ta dÔo b mata sto <<oplost�siì>> mac de mporoÔme akìmh na xefÔgoume apì th
gramm  n = 0. An ìmwc apodeÐxoume kai th sunepagwg 

(∀m ≥ 0 ∀k < n P (m, k)) ⇒ P (0, n), (1.9)

tìte èqoume mia pl rh apìdeixh gia ìla ta zeÔgh twn tim¸n (m,n).

m

n

koutÐ B

shmeÐo C

(0, 0)

koutÐ A

Sq ma 2. Dipl  epagwg 

Ac perigr�youme lÐgo to ti shmaÐnoun autèc oi sunepagwgèc pou moi�zoun (kai eÐnai)
arket� aujaÐretec. Autì pou jèloume eÐnai na apodeÐxoume thn al jeia thc prìtashc P (m,n)
se ìla ta akèraia shmeÐa tou tetarthmorÐou m,n ≥ 0 tou epipèdou. Ac anaferjoÔme sto
Sq ma 2 ìpou parist�netai sqhmatik� to tetarthmìrio autì.

Me to basikì b ma thc epagwg c apodeiknÔoume thn al jeia thc P (·, ·) sto shmeÐo
(0, 0). Met� thn apìdeixh thc (1.8) mporoÔme epekteÐnoume thn al jeia thc P (·, ·) se ìlo to
(hmi�peiro) <<koutÐ A>>, pou apoteleÐtai apì ìla ta shmeÐa tou tÔpou (·, 0). Kai autì giatÐ to
nìhma thc sunepagwg c (1.8) eÐnai ìti h al jeia thc prìtashc epekteÐnetai apì k�je shmeÐo
sto amèswc dexi� tou.

Gia na epekteÐnoume thn al jeia thc P (·, ·) kai proc ta p�nw qrei�zetai na èqoume kai èna
<<kanìna>> pou na sun�gei thn al jeia thc P (·, ·) se èna shmeÐo gnwrÐzontac thn al jeia aut c
se shmeÐa pou eÐnai austhr� qamhlìtera. Autìc eÐnai akrib¸c o rìloc thc sunepagwg c (1.9).
An, gia par�deigma, gnwrÐzoume ìti h P alhjeÔei sto <<koutÐ B>>, dhl. se ìla ta shmeÐa tou
tÔpou (m, k), ìpou to m eÐnai otid pote kai k < n, sumperaÐnoume tìte ìti h P (0, n) (sto
<<shmeÐo C >>) isqÔei. Me shmeÐo afethrÐac t¸ra to shmeÐo C kai qrhsimopoi¸ntac xan� th
sunepagwg  1.8 epekteÐnoume thn al jeia thc P sth gramm  akrib¸c p�nw apì to koutÐ B.
SuneqÐzontac me autì ton trìpo ep' �peiron blèpoume ìti h prìtash alhjeÔei pantoÔ sto
tetarthmìrio pou mac endiafèrei.
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Prèpei na tonÐsoume ed¸ ìti up�rqoun polloÐ trìpoi na gÐnei h epagwg  se parap�nw
apì mÐa metablht , kai ìti autìc pou anafèrame parap�nw eÐnai apl� ènac apì autoÔc. Autì
pou qrei�zetai se mia efarmog  thc epagwg c eÐnai èna epagwgikì b ma pou na mporeÐ na
<<kalÔyei>> ìlo to sÔnolo twn tim¸n pou paÐrnoun oi par�metroi (m kai n ston trìpo pou
perigr�yame parap�nw) xekin¸ntac apì merikèc aplèc basikèc peript¸seic. IdoÔ èna �llo
par�deigma: ac upojèsoume ìti oi par�metroi m kai n thc prìtas c mac paÐrnoun ìlec touc
fusikoÔc arijmoÔc wc timèc kai ìti mporoÔme eÔkola na apodeÐxoume thn prìtas  mac an
m = 0   an n = 0 (sunoriakèc sunj kec). EpÐshc, gia k�je zeÔgoc tim¸n m kai n ìpou kai
ta dÔo eÐnai toul�qiston 1, h al jeia thc prìtashc prokÔptei apì thn al jeia thc prìtashc
sta shmeÐa (m− 1, n− 1) kai (m− 1, n) (ta shmeÐa akrib¸c arister� kai arister�-k�tw apì
to (m,n) sto Sq ma 2). Tìte h prìtash alhjeÔei gia ìla ta m,n ≥ 0 afoÔ gia opoiod pote
tètoio zeÔgoc mporeÐ kaneÐc me diadoqikèc anagwgèc na odhghjeÐ na exart�tai apì thn al jeia
thc prìtashc sto sÔnoro tou tetarthmorÐou, ìpou gnwrÐzoume ìti aut  isqÔei. DeÐte kai to
Prìblhma 1.2.1.

Prìblhma 1.2.1. H akoloujÐa a(n, k) orÐzetai gia n, k ≥ 0, kai ikanopoieÐ ta para-�

k�tw.

a(n, 0) = 1, (n ≥ 0),

a(n, k) = 0, (n < k),

kai

a(n, k) = a(n− 1, k − 1) + a(n− 1, k), (n ≥ k ≥ 1).

DeÐxte ìti gia n ≥ k ≥ 1 isqÔei

a(n, k) =
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

1 · 2 · 3 · · · k
.

1.2.2 EnisqÔontac thn prìtash pou jèloume na deÐxoume

Pollèc forèc, kai par' ìti ek pr¸thc ìyewc mporeÐ na faÐnetai par�doxo, ìtan p�me na
deÐxoume me epagwg  mia prìtash P eÐnai eukolìtero na deÐxoume mia isqurìterh prìtash
Q, mia prìtash dhl. gia thn opoÐa na isqÔei gia k�je n h sunepagwg  Q(n) ⇒ P (n).

Autì den eÐnai kai tìso perÐergo an skeftoÔme ìti sto epagwgikì b ma (1.3) h prìtash
P emfanÐzetai sto sumpèrasma all� kai sthn upìjesh. Dhl. nai men duskoleÔoume k�pwc th
zw  mac (pern¸ntac apì thn P sthn Q) afoÔ èqoume na apodeÐxoume k�ti duskolìtero apì
prin, enisqÔoume ìmwc tautìqrona kai thn epagwgik  mac upìjesh opìte den eÐnai profanèc
ìti q�noume. Se pollèc periptwseic kerdÐzoume sthn eukolÐa apìdeixhc.

Par�deigma 1.2.1. Na deiqteÐ ìti o arijmìc 1 + 3 + 5 + · · · + 2n − 1 (�jroisma twn
pr¸twn n peritt¸n fusik¸n arijm¸n) eÐnai tèleio tetr�gwno gia n ≥ 1.

Ac gr�youme gia aplìthta Sn = 1 + 3 + · · · + 2n − 1, opìte Sn+1 = Sn + 2n + 1. Gia
n = 1 profan¸c isqÔei h prìtash afoÔ S1 = 1 = 12.

Gia to epagwgikì b ma upojètoume ìti isqÔei Sn = t2 gia k�poio akèraio t. 'Eqoume tìte

Sn+1 = Sn + 2n + 1 = t2 + 2n + 1.

Dustuq¸c apì dw kai pèra den up�rqei trìpoc na deÐxoume ìti h posìthta t2 + 2n + 1 eÐnai
tèleio tetr�gwno.
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An ìmwc antÐ na deÐxoume thn prìtash

P (n) : Sn eÐnai tèleio tetr�gwno

deÐxoume thn isqurìterh prìtash

Q(n) : Sn = n2,

h opoÐa profan¸c sunep�getai thn P (n), tìte mac lÔnontai ta qèria, afoÔ parap�nw apì
thn epagwgik  upìjesh t = n kai se aut  thn perÐptwsh h posìthta t2 + 2n + 1 eÐnai Ðsh
me (n + 1)2, kai èqoume loipìn deÐxei to epagwgikì b ma.

Prìblhma 1.2.2. (Anisìthta Bernoulli) DeÐxte me epagwg  wc proc n ìti gia k�je�

fusikì arijmì n ≥ 0 kai pragmatikì arijmì x ≥ −1 isqÔei

(1 + x)n ≥ 1 + nx. (1.10)

Dokim�ste t¸ra na deÐxete me epagwg  thn asjenèsterh anisìthta (1 + x)n ≥ nx.

1.3 Efarmog : To je¸rhma tou G�mou

'Estw X èna, peperasmèno   �peiro, sÔnolo kai A1, . . . , An ⊆ X èna sÔsthma uposunìlwn
tou X. Gia aplìthta mporoÔme na jewr soume ìti to sÔnolo X eÐnai peperasmèno, an kai
ìlec oi apodeÐxeic isqÔoun kai gia �peiro X (all� p�nta ta Ai prèpei na eÐnai peperasmèna).

Orismìc 1.3.1. Ta stoiqeÐa x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An onom�zontai èna sÔsthma xènwn anti-
pros¸pwn (SXA) gia to sÔsthma sunìlwn A1, . . . , An an ta x1, . . . , xn eÐnai ìla diaforetik�.

To prìblhma pou ja mac apasqol sei eÐnai na broÔme sunj kec gia thn Ôparxh enìc
SXA gia èna sÔsthma sunìlwn

F = {A1, . . . , An}.

H onomasÐa <<je¸rhma tou G�mou>> proèrqetai apì thn ex c analogÐa: upojètoume ìti èqoume
n gunaÐkec Γ1, . . . ,Γn kai ìti Ai eÐnai to sÔnolo twn andr¸n pou apodèqetai h gunaÐka Γi wc
suzÔgouc. To er¸thma eÐnai pìte mporoÔme na dialèxoume apì èna sÔzugo gia k�je gunaÐka,
apì autoÔc pou apodèqetai, kai diaforetikì gia k�je gunaÐka. Autì loipìn gÐnetai an kai
mìno an h oikogèneia uposunìlwn A1, . . . , An (tou sunìlou ìlwn twn andr¸n) èqei k�poio
sÔsthma xènwn antipros¸pwn.

Orismìc 1.3.2. Gia k�je J ⊆ [n] orÐzoume

A(J) = AF (J) =
⋃
j∈J

Aj .

O deÐkthc F ja paraleÐpetai ìtan den up�rqei prìblhma sÔgqishc.

EÐnai fanerì pwc an to sÔsthma F èqei èna SXA {x1, . . . , xn} tìte èqoume

∀J ⊆ [n] : |A(J)| ≥ |J |. (1.11)

Autì giatÐ to sÔnolo A(J) perièqei toul�qiston ta xj , j ∈ J , ta opoÐa ex orismoÔ eÐnai ìla
diaforetik�.

H sunj kh (1.11) lègetai sunj kh tou Hall kai to epìmeno je¸rhma mac lèei ìti ektìc
apì anagkaÐa eÐnai kai ikan  gia thn Ôparxh enìc SXA gia to sÔsthma sunìlwn F .
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Je¸rhma 1.3.1. (To je¸rhma tou G�mou)
To sÔsthma sunìlwn F èqei SXA an kai mìno an isqÔei h sunj kh tou Hall (1.11).

Apìdeixh. Epagwg  wc prìc n. Gia n = 1 to je¸rhma eÐnai profanèc. Upojètoume
pwc isqÔei mèqri kai n − 1. Estw F = {A1, . . . , An} èna sÔsthma uposunìlwn tou X pou
ikanopoieÐ thn (1.11). Ena sÔnolo J ⊂ [n], J 6= ∅, [n], lègetai krÐsimo an |A(J)| = |J |.

PerÐptwsh 1h: Den up�rqei krÐsimo sÔnolo J .
Apì thn (1.11) to A1 èqei toul�qiston èna stoiqeÐo, èstw x1. JewroÔme t¸ra to sÔsthma
uposunìlwn tou X \ {x1}

F ′ =
{
A′

2, . . . , A
′
n

}
,

me A′
j = Aj \ {x1}, j = 2, . . . , n. Estw J ⊆ {2, . . . , n}. AfoÔ to J den eÐnai krÐsimo gia to

sÔsthma F èqoume

|AF ′(J)| ≥ |AF (J)| − 1
> |J | − 1
≥ |J |,

�ra h sunj kh tou Hall (1.11) isqÔei gia to sÔsthma F ′. Apì thn epagwgik  upìjesh
up�rqei èna SXA x2, . . . , xn gia to F ′. EÐnai eÔkolo tìte na deÐ kaneÐc pwc ta x1, x2, . . . , xn

eÐnai èna SXA gia to F .
PerÐptwsh 2h: Up�rqei k�poio krÐsimo sÔnolo.

Estw J èna krÐsimo sÔnolo me to el�qisto dunatì mègejoc. Gia aploÔsteush mporoÔme na
jewr soume ìti J = {1, . . . , k}. Eqoume tìte |A(J)| = |J |. AfoÔ h sunj kh tou Hall isqÔei
gia to sÔsthma F eÐnai fanerì ìti ja isqÔei kai gia to sÔsthma A1, . . . , Ak uposunìlwn
tou A(J). AfoÔ k < n sumperaÐnoume apì thn epagwgik  upìjesh pwc up�rqei SXA
x1, . . . , xk ∈ A(J) gia ta A1, . . . , Ak.

Ja deÐxoume ìti up�rqei kai èna SXA gia ta sÔnola Ak+1, . . . , An me ìlouc touc anti-
pros¸pouc /∈ A(J), kai ètsi ja èqei oloklhrwjeÐ h apìdeixh. Gi�utì ja deÐxoume ìti isqÔei
h sunj kh tou Hall gia to sÔsthma F ′ =

{
A′

k+1, . . . , A
′
n

}
uposunìlwn tou X \A(J), me

A′
j = Aj \A(J), j = k + 1, . . . , n.

Estw loipìn I ⊆ {k + 1, . . . , n}. Prèpei na deÐxoume |AF ′(I)| ≥ |I|.
Apì th sunj kh tou Hall gia to arqikì sÔsthma F èqoume

|AF (I ∪ J)| ≥ |I ∪ J | = |I|+ |J |.

All� eÐnai fanerì ìti epÐshc èqoume

AF (I ∪ J) = AF ′(I) ∪AF (J),

ìpou h ènwsh eÐnai xènh.
Epetai ìti

|AF ′(I)| = |AF (I ∪ J)| − |AF (J)|
= |AF (I ∪ J)| − |J |
≥ |I ∪ J | − |J |
= |I|+ |J | − |J |
= |I|,
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pou eÐnai autì pou jèlame na deÐxoume. Ara to sÔsthma F ′ èqei SXA tou opoÐou h ènwsh me
to SXA {x1, . . . , xk} tou sust matoc A1, . . . , Ak, mac dÐnei èna SXA gia to arqikì sÔsthma
F .
�

Prìblhma 1.3.1. DeÐxte ìti o arijmìc 8 diaireÐ to 9k − 1 gia k ≥ 1.�

Prìblhma 1.3.2. DeÐxte ìti gia n ≥ 0 kai 0 ≤ k ≤ n èqoume�

dk

dxk
xn =

n!
(n− k)!

xn−k.

Prìblhma 1.3.3. DeÐxte epagwgik� ìti gia n ≥ 1 isqÔei�

13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2. (1.12)

Prìblhma 1.3.4. DeÐxte thn isìthta� ∑
{a1,...,ak}⊆[n]

1
a1a2 · · · ak

= n,

ìpou sto �jroisma up�rqei akrib¸c ènac prosjetèoc gia k�je èna apì ta uposÔnola

{a1, . . . , ak} tou [n] = {1, 2, . . . , n}.

Sq ma 3. KÔkloi pou orÐzoun qwrÐa sto epÐpedo

Prìblhma 1.3.5. DÐnontai n kÔkloi sto epÐpedo. (DeÐte to Sq ma 3.) AutoÐ orÐzoun�

k�poia qwrÐa. DeÐxte ìti aut� mporoÔn na qrwmatistoÔn kìkkina   mplè me tètoio trìpo

¸ste qwrÐa pou èqoun koinì sÔnoro (ìqi apl¸c koin  gwnÐa all� olìklhro tìxo wc koinì

sÔnoro) na èqoun diaforetikì qr¸ma.

Oi kÔkloi brÐskontai se genik  jèsh: k�je dÔo apì autoÔc eÐte tèmnontai eÐte eÐnai

xènoi (den mporoÔn na ef�ptontai) kai den up�rqoun tripl� shmeÐa tom c.
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sapoÔni

kìyimo

Sq ma 4. H sokol�ta tou Probl matoc 1.3.6 (m = 4, n = 5), kai èna kìyimo apì p�nw
proc to k�tw.

Prìblhma 1.3.6. 'Eqoume mia orjog¸nia sokol�ta pou apoteleÐtai apì tetragwn�-�

kia topojethmèna se m grammèc kai n st lec. To tetragwn�ki ìmwc thc p�nw arister�

gwnÐac (kai mìno autì) eÐnai ftiagmèno apì sapoÔni antÐ gia sokol�ta.

DÔo paÐktec paÐzoun to akìloujo paiqnÐdi. 'Otan èrjei h seir� k�poiou paÐkth autìc

kìbei èna komm�ti sokol�ta kai to tr¸ei. H m×n sokol�ta mporeÐ na kopeÐ eÐte orizìntia

eÐte k�jeta all� pl rwc, dhl. an h sokol�ta kopeÐ orizìntia tìte aut  qwrÐzetai se dÔo

orjog¸niec sokol�tec, mia k×n kai mia (m−k)×n, kai o paÐkthc dialègei kai tr¸ei èna

apì ta dÔo orjog¸nia komm�tia. OmoÐwc, an h sokol�ta kopeÐ k�jeta tìte qwrÐzetai se

duo komm�tia, èna m× k kai èna m× (n− k). (DeÐte Sq ma 4.)

Q�nei o paÐkthc pou anagk�zetai na f�ei to tetragwn�ki me to sapoÔni. Ja jèlate

na paÐzate pr¸toc   deÔteroc? H ap�nthsh exart�tai apì ta m kai n. BreÐte (p.q.

mantèyte) thn ap�nthsh kai apodeÐxte ìti èqete dÐkio me epagwg  wc proc to mègejoc

thc sokol�tac (mn).
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Kef�laio 2

Eisagwgik� sthn ènnoia thc
pijanìthtac

2.1 Peir�mata

2.1.1 RÐyh nomÐsmatoc

To peÐrama: H rÐyh enìc nomÐsmatoc.
To apotèlesma: Kor¸na (K)   gr�mmata (G)

An upojèsoume ìti epanalamb�noume to peÐrama N forèc tìte perimènoume tic misèc apì
autèc perÐpou to apotèlesma na eÐnai K. Aut  akrib¸c thn ènnoia kwdikopoioÔme lègontac ìti
h pijanìthta to peÐrama na èqei apotèlesma K eÐnai Ðsh me 1/2. H pijanìthta p dhl. na fèrei
èna peÐrama èna apotèlesma A eÐnai h anamenìmenh suqnìthta me thn opoÐa ja emfanisteÐ to
apotèlesma A an epanal�boume to peÐrama p�ra pollèc forèc. An dhl. to epanal�boume N
forèc perimènoume to apotèlesma A na emfanisteÐ perÐpou pN forèc. EÔlogo eÐnai ìti o
arijmìc p prèpei na eÐnai ènac pragmatikìc arijmìc sto di�sthma [0, 1].

2.1.2 RÐyh zarioÔ

To peÐrama: H rÐyh enìc zarioÔ.
To apotèlesma: 'Enac apì touc arijmoÔc 1 èwc 6.

An upojèsoume ìti epanalamb�noume to peÐrama N forèc tìte perimènoume to apotèlesma
na eÐnai o arijmìc 2 me perÐpou N/6 forèc. H pijanìthta dhl. to apotèlesma na eÐnai 2 isoÔtai
me 1/6. To Ðdio eÐnai kai h pijanìthta to apotèlesma na eÐnai 1   3   opoiod pote �llo apì
ta dunat� apotelèsmata.

Se autì to par�deigma (z�ri) ìpwc kai sto prohgoÔmeno (nìmisma) ta dunat� apotelè-
smata eÐnai ìla isopÐjana.

ParathreÐste epÐshc ìti an ajroÐsoume (eÐte sto par�deigma tou nomÐsmatoc eÐte tou
zarioÔ) tic pijanìthtec twn dunat¸n apotelesm�twn ja p�roume 1. Autì eÐnai anamenìmeno
me b�sh thn ermhneÐa pou èqoume prosd¸sei sthn pijanìthta wc suqnìthta emf�nishc tou
apotelesmatoc: an epanal�boume to peÐrama N forèc tìte to �jroisma twn suqnot twn
emf�nishc twn apotelesm�twn eÐnai 1.

2.1.3 ZeÔgoc nomism�twn

To peÐrama: RÐqnoume dÔo nomÐsmata kai parathroÔme ti (K   G) èfere to k�je nìmisma.
To apotèlesma: 'Ola ta zeÔgh (x, y) ìpou ta x, y eÐnai K   G.
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ErmhneÔontac ìpwc kai prohgoumènwc thn pijanìthta enìc dunatoÔ apotelèsmatoc wc
th suqnìthta me thn opoÐa emfanÐzetai eÔkola katal goume ìti oi pijanìthtec twn tess�rwn
dunat¸n apotelesm�twn (K,K), (K,G), (G,K) kai (G,G) prèpei na eÐnai ìlec Ðsec kai �ra Ðsec
me 1/4. 'Enac �lloc trìpoc na to skeftoÔme autì eÐnai na parathr soume ìti an ektelèsoume
to peÐrama N forèc perimènoume perÐpou tic misèc apì autèc to pr¸to nìmisma na èrjei K,
kai perÐpou tic misèc apì autèc na èrjei kai to deÔtero nìmisma K, afoÔ oi rÐyeic twn dÔo
nomism�twn den allhloephre�zontai. 'Ara h pijanìthta tou apotelèsmatoc (K,K) prèpei na
eÐnai 1/4.

2.1.4 Arijmìc paidi¸n

To peÐrama: 'Ena zeug�ri k�nei suneq¸c paidi� mèqri na k�nei to pr¸to agìri, opìte kai
stamat�ei. Upojètoume ìti se ìlec tic gènnec genniètai èna paidÐ ki ìti mporoÔn na k�noun
aperiìrista meg�lo arijmì paidi¸n.
To apotèlesma: O arijmìc N , N = 1, 2, 3, . . ., twn paidi¸n pou k�nei telik� to zeug�ri.

To sÔnolo twn dunat¸n apotelesm�twn ed¸ eÐnai �peiro, all� arijm simo.
H epÐlush tou probl matoc autoÔ sunÐstatai sto na upologisteÐ h pijanìthta na èqoume

N = 1, h pijanìthta na èqoume N = 2, klp. Gia par�deigma, eÐnai polÔ eÔkolo na doÔme
ìti h pijanìthta N = 1 isoÔtai me 1/2 (upojètoume ed¸ ìti h pijanìthta gènnhshc agorioÔ
eÐnai 1/2), afoÔ N = 1 ìtan kai mìno ìtan to pr¸to paidÐ pou ja gennhjeÐ eÐnai agìri. Ja
doÔme argìtera ìti h pijanìthta na èqoume N = k, gia èna opoiod pote fusikì arijmì k,
isoÔtai me 2−k.

An to deqtoÔme autì tìte epalhjeÔoume eÔkola kai p�li ìti to �jroisma twn pijanot twn
gia ìla ta dunat� apotelèsmata tou peir�matoc isoÔtai me 1:

∞∑
k=1

2−k = 1.

Gia na deÐte thn parap�nw isìthta qrhsimopoieÐste thn tautìthta (�jroisma �peirhc gewme-
trik c seir�c) gia z = 1/2:

∞∑
k=0

zk = 1 + z + z2 + z3 + · · · = 1
1− z

, (2.1)

pou isqÔei gia opoiod pote migadikì arijmì z me |z| < 1.

Prìblhma 2.1.1. DeÐxte thn (2.1) afoÔ deÐxete pr¸ta ton tÔpo gia to �jroisma�

peperasmènhc gewmetrik c seir�c:

N−1∑
k=0

zk = 1 + z + z2 + · · ·+ zN−1 =
1− zN

1− z
, (2.2)

pou isqÔei gia k�je migadikì arijmì z.
Upìdeixh: MporeÐte na to deÐxete to (2.2) me epagwg  (deÐte Prìblhma 1.1.6   pio

èxupna jètontac X = 1+ z + z2 + · · ·+ zN−1 kai pollaplasi�zontac thn teleutaÐa aut 

isìthta me z prospaj¸ntac na sumper�nete mia exÐswsh gia to X thn opoÐa kai lÔnete.

Mhn xeqn�te ìti ex orismoÔ
∑∞

k=0 ak = limm→∞
∑m

k=0 ak. An den aisj�neste �neta

me migadikoÔc arijmoÔc, deÐxte ta parap�nw gia pragmatikoÔc arijmoÔc.
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Prìblhma 2.1.2. BreÐte èna tÔpo gia to �jroisma
∑N−1

k=0 kzk = z + 2z2 + 3z3 + · +�

(N − 1)zN−1.

Upìdeixh: QrhsimopoieÐste to Prìblhma 2.1.1.

Prìblhma 2.1.3. 'Ena sÔnolo A lègetai arijm simo an up�rqei sun�rthsh f : N → A�

apì to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n epÐ tou A.

DeÐxte ìti ìla ta peperasmèna sÔnola eÐnai arijm sima. EpÐshc ìti ta sÔnola N
(fusikoÐ arijmoÐ), Z (akèraioi arijmoÐ), Q (rhtoÐ arijmoÐ) eÐnai ìla arijm sima. EpÐshc

deÐxte ìti uposÔnola arijmhsÐmwn sunìlwn eÐnai ki aut� arijm sima, kai ìti h ènwsh dÔo

arijmhsÐmwn sunìlwn eÐnai ki aut  arjm simh.

2.1.5 Qrìnoc anamon c

To peÐrama: Kajìmaste mprost� apì èna kat�sthma kai metr�me to qrìno pou pern�ei
apì th stigm  pou ja mpeÐ ènac pel�thc mèqri na mpeÐ o epìmenoc.
To apotèlesma: 'Enac pragmatikìc arijmìc t ≥ 0.

Se antÐjesh me ta paradeÐgmata tou zarioÔ kai tou nomÐsmatoc to pl joc twn dunat¸n
apotelesm�twn se autì peÐrama eÐnai �peiro kai m�lista uperarijm simo. Den èqei ed¸ nìhma
na antistoiq soume mia pijanìthta emf�nishc se k�je dunatì t. Ex�llou eÐnai fanerì ìti an
epanal�boume to peÐrama autì pollèc forèc eÐnai praktik� adÔnato na parathr soume ton
Ðdio qrìno dÔo forèc (ìqi proseggistik� all� akrib¸c). 'Eqei ìmwc nìhma na metr soume
pìsec forèc (apì tic N) o qrìnoc autìc pèftei mèsa se e�n di�sthma, p.q. an�mesa se 2 kai
3 lept�. 'Eqei dhl. nìhma na mil soume gia thn pijanìthta na sumbeÐ 2 ≤ t ≤ 3.

2.1.6 'Uyoc kai b�roc

To peÐrama: AnoÐgoume ton thlefwnikì kat�logo thc pìlhc mac kai epilègoume èna tuqaÐo
�tomo. To paÐrnoume thl. kai rwt�me to Ôyoc kai to b�roc tou.
To apotèlesma: DÔo pragmatikoÐ arijmoÐ H kai W . Upojètoume ìti 0 ≤ H ≤ 2.5
(mètra) kai 0 ≤ W ≤ 300 (kil�).

Ed¸ to sÔnolo twn dunat¸n apotelesm�twn eÐnai ta zeÔgh (H,W ), ìpou ta H kai W
plhroÔn tic �nw anisìthtec. 'Opwc kai sto Par�deigma thc §2.1.5 to sÔnolo twn dunat¸n
apotelesm�twn eÐnai upararijm simo.

2.2 DeigmatikoÐ q¸roi, endeqìmena, h pijanìtht� touc

Dojèntoc enìc peir�matoc pou jèloume na melet soume pijanojewrhtik� h pr¸th doulei�
pou prèpei na gÐnei eÐnai na katal�boume poia akrib¸c eÐnai ta dunat� apotelèsmata autoÔ
tou peir�matoc.

Orismìc 2.2.1. Deigmatikìc q¸roc Ω enìc peir�matoc onom�zetai to sÔnolo twn dunat¸n
apotelesm�twn tou.

An stamat soume ed¸ tìte fusik� den èqoume k�nei tÐpota pou ja mac bohj sei sthn
pijanojewrhtik  an�lush afoÔ èqoume mìno mil sei gia ta dunat� apotelèsmata kai ìqi gia
ta pijan�. Gi' autì to lìgo se k�je stoiqeÐo tou deigmatikoÔ q¸rou antistoiqÐzoume èna
arijmì p pou dhl¸nei pìso pijanì eÐnai to stoiqeÐo autì na emfanisteÐ.
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Orismìc 2.2.2. 'Estw Ω = {ω1, ω2, . . .} ènac peperasmènoc   arijm simoc deigmatikìc
q¸roc enìc peir�matoc. Onom�zoume katanom  pijanìthtac ston Ω mia sun�rthsh p : Ω →
[0, 1] me thn idiìthta

|Ω|∑
j=1

p(ωj) = 1. (2.3)

Ed¸ |Ω| sumbolÐzei ton plhj�rijmo tou sunìlou |Ω|.

O lìgoc pou pou periorizìmaste, proc to parìn, se arijm simouc deigmatikoÔc q¸rouc,
af nontac èxw apì th melèth mac peir�mata ìpwc autì thc §2.1.5 ìpou o deigmatikìc q¸roc
eÐnai autìc twn pragmatik¸n arijm¸n (uperarijm simoc) eÐnai ìti to axÐwma (2.3) prèpei na
antikatastajeÐ me k�ti �llo kai h sun�rthsh p den eÐnai pia mia sun�rthsh sta stoiqeÐa tou
Ω. Apì d¸ kai sto ex c ja mil�me apokleistik� gia arijm simouc deigmatikoÔc q¸rouc ektìc
apì orismènec peript¸seic opìte kai ja to xekajarÐzoume.

Par�deigma 2.2.1. O deigmatikìc q¸roc tou timÐou (èqei dhl. Ðdia pijanìthta na èrjei
kor¸na   gr�mmata) nomÐsmatoc (dec §2.1.1) eÐnai o Ω = {K,G}. H katanom  pijanìthtac
ston Ω eÐnai h p(K) = p(G) = 1/2.

Par�deigma 2.2.2. Gia to tÐmio z�ri thc §2.1.2 èqoume Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} kai h katanom 
pijanìthtac dÐdetai apì th sun�rthsh p : Ω → [0, 1] pou eÐnai stajer  ston Ω, èqoume dhl.
p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = 1/6. H tim  1/6 prokÔptei apì thn (2.3) kai thn
paradoq  (timiìthta) pou k�name ìti ìlec oi timèc eÐnai isopÐjanec.

Orismìc 2.2.3. Mia katanom  pijanìthtac p : Ω → [0, 1] se èna deigmatikì q¸ro Ω
lègetai omoiìmorfh an eÐnai stajer  sto Ω.

Me b�sh ton prohgoÔmeno orismì mporoÔme na lème ìti to tÐmio nìmisma kai to tÐmio
z�ri èqoun kai ta dÔo thn omoiìmorfh katanom , p�nw bèbaia se diaforetikoÔc deigmatikoÔc
q¸rouc.

Par�deigma 2.2.3. Sto par�deigma thc §2.1.4 èqoume Ω = N ∪ {∞} = {1, 2, 3, . . . ,∞}.
Prosèxte ed¸ ìti h tim  ∞ eÐnai dunat  tim  gia to peÐrama: eÐnai jewrhtik� dunatì èna
zeug�ri na mhn k�nei potè agìri opìte ja apokt sei (eic to dihnekèc) �peira to pl joc
korÐtsia.

H katanom  pijanìthtac gi�utì to par�deigma dÐnetai apì th sun�rthsh p : Ω → [0, 1]

p(ω) =
{

0 an ω = ∞
2ω alli¸c

Ja to apodeÐxoume autì argìtera. Prìc to parìn to mìno pou eÐnai eÔkolo na doÔme eÐnai
ìti p(1) = 1/2 afoÔ k�nei h oikogèneia sunolik� mìno èna paidÐ mìno an to pr¸to paidÐ eÐnai
agìri, kai autì sumbaÐnei me pijanìthta 1/2.

Par' ìti h tim  ω = ∞ eÐnai dunat , ef' èqei pijanìthta 0 mporoÔme na thn agno soume.
Me �lla lìgia, ìson afor� thn pijanojewrhtik  an�lush tou peir�matoc, sthn opoÐa en
gènei agnooÔme pr�gmata pou èqoun pijanìthta Ðsh me 0 na sumboÔn, mporoÔme na jewroÔme
ìti o deigmatikìc q¸roc eÐnai apl� o Ω′ = N.

Orismìc 2.2.4. To dunamosÔnolo P(Ω) enìc sunìlou Ω eÐnai to sÔnolo ìlwn twn upo-
sunìlwn tou Ω.

Endeqìmeno onom�zetai èna opoiod pote uposÔnolo tou deigmatikoÔ q¸rou, èna opoio-
d pote dhl. stoiqeÐo tou P(]Omega).

Se sqèsh me èna peÐrama ja lème ìti to endeqìmeno A ⊆ Ω isqÔei an to apotèlesma tou
peir�matoc an kei sto A.
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Prìblhma 2.2.1. An |Ω| = n < ∞ deÐxte ìti |P(Ω)| = 2n.�

Me th bo jeia thc katanom c pijanìthtac p : Ω → [0, 1] orÐzoume t¸ra th sunolosun�r-
thsh1 thc pijanìthtac, pou epÐshc ja onom�zoume katanom  pijanìthtac, wc ex c.

Orismìc 2.2.5. An Ω deigmatikìc q¸roc me katanom  pijanìthtac p : Ω → [0, 1] orÐzoume
th sun�rthsh P : P(Ω) → [0, 1] me

P [A] =
∑
a∈A

p(a). (2.4)

Me �lla lìgia h pijanìthta P [A] enìc endeqomènou A ⊆ Ω prokÔptei an prosjèsoume tic
timèc p(a) gia ìla ta stoiqeÐa tou A.

Par�deigma 2.2.4. Sto par�deigma tou zarioÔ (§2.1.2) to endeqìmeno A = {2, 4, 6}
isqÔei met� thn ektèlesh tou peir�matoc an to apotèlesma eÐnai �rtio. 'Eqoume

P [A] = p(2) + p(4) + p(6) =
1
6

+
1
6

+
1
6

= 1/2.

Par�deigma 2.2.5. Sto par�deigma thc §2.1.4 to endeqìmeno A = {1, 2, 3} isqÔei an h
oikogèneia apokt sei telik� mèqri kai trÐa paidi�. 'Eqoume

P [A] = p(1) + p(2) + p(3) =
1
2

+
1
4

+
1
8

= 7/8.

Prìblhma 2.2.2. Sto peÐrama thc §2.1.4 èstw A = {2k : k = 1, 2, 3, . . .} to endeqìmeno�

h oikogèneia na apokt sei �rtio arijmì paidi¸n. UpologÐste thn P [A].
Upìdeixh: QrhsimopoieÐste to Prìblhma 2.1.1.

Parat rhsh 2.2.1. 'Estw A kai B dÔo endeqìmena. Tìte to na zht soume na isqÔei to
endeqìmeno A ∪B eÐnai sa na zht�me na isqÔei èna toul�qiston apì ta A kai B (mporeÐ kai
ta dÔo). To na zht soume na isqÔei to endeqìmeno A ∩B eÐnai sa na zht�me na isqÔoun kai
ta dÔo endeqìmena A kai B.

Prìblhma 2.2.3. Sto par�deigma thc §2.1.4 èstw A = {1, . . . , 10} kai B =�

{3k : k ∈ N} dÔo endeqìmena. Perigr�yte ti shmaÐnei to k�je èna apì aut� ìpwc kai

to ti shmaÐnoun ta endeqìmena A ∩B kai A ∪B.

Prìblhma 2.2.4. Sto par�deigma thc §2.1.3 gr�yte poia stoiqeÐa apartÐzoun to�

endeqìmeno to deÔtero nìmisma na deÐxei k�ti diaforetikì apì to pr¸to kai breÐte thn

pijanìtht� tou.

Prìblhma 2.2.5. Se èna koutÐ mèsa brÐskontai treÐc b¸loi, ènac kìkkinoc, ènac�

pr�sinoc ki ènac mplè. To peÐram� mac sunÐstatai sto na trab xoume èna b¸lo, na

1Dhl. mia sun�rthsh pou orÐzetai p�nw se sÔnola.
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shmei¸soume to qr¸ma tou, na ton epanatopojet soume mèsa sto koutÐ, na trab xoume

p�li èna b¸lo kai na shmei¸soume kai autoÔ to qr¸ma.

Poioc eÐnai o deigmatikìc q¸roc tou peir�matoc; Poia h katanom  pijanìthtac sta

stoiqeÐa tou an ìloi oi b¸loi pou eÐnai mèsa sto koutÐ eÐnai ex Ðsou pijanì na trabhqtoÔn

k�je for�;

ApanteÐste sto Ðdio er¸thma an to peÐrama tropoihjeÐ wc ex c: afoÔ trab xoume

pr¸to b¸lo, den ton epanatopojetoÔme sto koutÐ, all� apl� trab�me kai ton deÔtero

apì touc dÔo enapomeÐnantec.

Je¸rhma 2.2.1. H sunolosun�rthsh pijanìthtac èqei tic ex c idiìthtec (m ∈ N):

1. P [∅] = 0, P [Ω] = 1.

2. P [Ac] = 1− P [A], gia k�je endeqìmeno A.

3. (Prosjetikìthta) An A1, A2, . . . , Am eÐnai xèna metaxÔ touc endeqìmena tìte

P

 m⋃
j=1

Aj

 =
m∑

j=1

P [Aj ]. (2.5)

4. (Upoprosjetikìthta) An A1, A2, . . . , Am eÐnai endeqìmena, ìqi aparaÐthta xèna an�
dÔo, tìte

P

 m⋃
j=1

Aj

 ≤
m∑

j=1

P [Aj ]. (2.6)

5. An A kai B eÐnai dÔo endeqìmena tìte

P [A ∪B] = P [A] + P [B]− P [A ∩B]. (2.7)

Apìdeixh. Ta 1, 2 kai 3 eÐnai �mesec sunèpeiec thc (2.4) kai thc (2.3).
Gia to 4 an qrhsimopoi soume ton orismì (2.4) sta dÔo mèlh thc anisìthtac pou èqoume na

apodeÐxoume, parathroÔme ìti sto aristerì mèloc èqoume akrib¸c tic posìthtec p(x) gia ìla
ta x ∈

⋃m
j=1 Aj , mia for� thn k�je mia, en¸ sto dexÐ mèloc èqoume tic Ðdiec posìthtec p(x)

all� tìsec forèc thn k�je mia ìsa kai ta Aj sta opoÐa an kei to x kai p�ntwc toul�qiston
mia for�. H anisìthta isqÔei profan¸c mia kai p(x) ≥ 0.

Gia to 5 epiqeirhmatologoÔme ìpwc kai sto prohgoÔmeno: sto aristerì mèloc èqoume
to �jroisma twn p(x) gia x ∈ A ∪ B en¸ sto dexÐ èqoume sto �jroisma P [A] + P [B] to
�jroisma twn Ðdiwn p(x) me th diafor� ìti gia ta x ∈ A ∩B to p(x) emfanÐzetai dÔo forèc.
O prosjetèoc −P [A ∩B] sto dexÐ mèloc diorj¸nei aut  th diafor�.
�

Parat rhsh 2.2.2. EÐnai polÔ eÔkolo na apodeiqjeÐ (k�nte to) all� kai p�ra polÔ
shmantikì se di�forec apodeÐxeic kai efarmogèc ìti an A ⊆ B tìte P [A] ≤ P [B]. EpÐshc
eÐnai polÔ shmantik  h apl  sunepagwg 

P [A] > 0 =⇒ A 6= ∅.

Aut  h teleutaÐa sunepagwg , me thn opoÐa apodeiknÔei kaneÐc ìti èna sÔnolo den eÐnai kenì
apodeiknÔontac pr¸ta ìti h pijanìtht� tou den eÐnai 0, apoteleÐ to jemèlio lÐjo thc legìme-
nhc pijanojewrhtik c mejìdou, parìmoiac me thn uparxiak  mèjodo, sthn opoÐa apodeiknÔei
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kaneÐc thn Ôparxh enìc antikeimènou me polÔ èmmeso trìpo, fti�qnontac pr¸ta èna pijano-
jewrhtikì montèlo gi' autì to antikeÐmeno pou <<douleÔei>> me jetik  pijanìthta. Ja èqoume
argìtera thn eukairÐa na doÔme k�poia paradeÐgmata aut c thc mejìdou.

Prìblhma 2.2.6. An Ai, i = 1, . . . ,m, m ∈ N, eÐnai endeqìmena me P [Ai ∩Aj ] = 0 gia�

k�je i 6= j deÐxte ìti isqÔei (ìpwc kai ìtan Ai ∩Aj = ∅)

P

[
m⋃

i=1

Ai

]
=

m∑
i=1

P [Ai].

Prìblhma 2.2.7. An A,B, C endeqìmena deÐxte ìti�

P [A ∪B ∪ C] = P [A]+ P [B]+ P [C]− P [A ∩B]− P [B ∩ C]− P [C ∩A]+ P [A ∩B ∩ C].

Par�deigma 2.2.6. 'Estw A kai B dÔo endeqìmena, kai èstw ìti P [A] = 3/4 kai P [B] =
1/3. Mìno me aut  thn plhroforÐa ti mporoÔme na sumper�noume gia thn posìthta P [A ∩B]?

SÐgoura de mporoÔme na thn upologÐsoume akrib¸c. MporoÔme ìmwc na èqoume mia
ektÐmhsh twn orÐwn sta opoÐa kineÐtai. Sugkekrimèna mporoÔme na deÐxoume ìti

1
12

≤ P [A ∩B] ≤ 1
3
.

Apì to Je¸rhma 2.2.1 èqoume

P [A ∩B] = P [A] + P [B]− P [A ∪B] ≤ P [B] =
1
3
,

afoÔ P [A ∪B] ≥ P [A]. 'Eqoume deÐxei to �nw fr�gma. Gia to k�tw fr�gma èqoume

P [A ∩B] = P [A] + P [B]− P [A ∪B] ≥ 3
4

+
1
3
− 1 =

1
12

.

Sthn teleutaÐa anisìthta qrhsimopoi same apl� ìti P [A ∪B] ≤ 1.

Prìblhma 2.2.8. 'Estw o deigmatikìc q¸roc Ω = {a, b, c} me thn katanom  pijanìthtac�

p(a) = 1/3, p(b) = 5/12, p(c) = 1/4. DeÐxte ìti an p�roume ta endeqìmena A = {a, b},
B = {a} tìte pi�netai to �nw ìrio sthn anisìthta tou ParadeÐgmatoc 2.2.6.

Fti�xte omoÐwc èna �llo aplì deigmatikì q¸ro me thn kat�llhlh katanom  pijanì-

thtac pou na deÐqnei ìti kai to k�tw ìrio thc anisìthtac tou ParadeÐgmatoc 2.2.6 mporeÐ

na pi�netai se k�poia paradeÐgmata, kai �ra ìti h anisìthta pou deÐxame sto Par. 2.2.6

eÐnai h kalÔterh dunat  pou mporeÐ kaneÐc na deÐxei me ta dedomèna pou mac dìjhkan.

To je¸rhma pou akoloujeÐ, an kai polÔ aplì sthn apìdeix  tou, ja mac eÐnai epaneillh-
mènwc qr simo.
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Je¸rhma 2.2.2. (Nìmoi de Morgan) An Aj , j = 1, 2, . . . ,m, m ∈ N, eÐnai endeqìmena se
èna q¸ro Ω tìte èqoume  m⋃

j=1

Aj

c

=
m⋂

j=1

Ac
j (2.8)

kai  m⋂
j=1

Aj

c

=
m⋃

j=1

Ac
j (2.9)

Apìdeixh. Ac deÐxoume pr¸ta thn (2.8). Prìkeitai gia mia isìthta sunìlwn. ArkeÐ loipìn
na p�roume to tuqìn x pou an kei sto aristerì mèloc kai na deÐxoume ìti an kei kai sto
dexÐ mèloc, kai epÐshc to tuqìn shmeÐo pou an kei sto dexÐ kai na deÐxoume ìti an kei sto
aristerì.

'Estw loipìn x ∈
(⋃m

j=1 Aj

)c
. Autì shmaÐnei ìti x /∈

⋃m
j=1 Aj kai autì me th seir� tou

ìti to x den an kei se kanèna Aj . Dhlad  to x an kei se ìla ta Ac
j , �ra kai sthn tom  touc,

pou eÐnai kai to dexÐ mèloc. OmoÐwc apodeiknÔetai (�skhsh gia ton anagn¸sth) ìti an to x
an kei sto dexÐ mèloc tìte an kei kai sto aristerì.

'Eqontac deÐxei thn (2.8) mporoÔme na th qrhsimopoi soume gia na deÐxoume thn (2.9) ( 
mporoÔme na epanal�boume gia thn (2.9) mia apìdeixh ìpwc aut  pou d¸same gia thn (2.8)).
Pr�gmati, parathr¸ntac ìti gia k�je sÔnolo A èqoume (Ac)c = A kai qrhsimopoi¸ntac sth
jèsh twn sunìlwn Aj thc (2.8) ta sÔnola Ac

j paÐrnoume akrib¸c thn (2.9).
�

Prìblhma 2.2.9. 'Estw A,B, C endeqìmena. BreÐte ekfr�seic, qrhsimopoi¸ntac ta�

A,B, C kai sunolojewrhtikèc pr�xeic, gia ta endeqìmena:

1. SumbaÐnei mìno to A.

2. SumbaÐnei to A kai to B all� ìqi to C.

3. SumbaÐnei toul�qiston èna apì ta A,B, C.

4. SumbaÐnoun ìla ta A,B, C.

5. SumbaÐnei to polÔ èna apì ta A,B, C.

Prìblhma 2.2.10. D¸ste mia sunolojewrhtik  sunj kh gia thn prìtash <<An sum-�

baÐnei to endeqìmeno A tìte sumbaÐnei to B   to C >>.

EpÐshc gia thn prìtash <<de gÐnetai na sumbaÐnoun tautìqrona ta A kai B>>.

Prìblhma 2.2.11. RÐqnoume zeÔgoc timÐwn zari¸n. Poia ta stoiqeÐa tou endeqomènou�

<<ta duo apotelèsmata èqoun �jroisma 4>>? Poia h pijanìthta tou endeqomènou autoÔ?

Prìblhma 2.2.12. Oi paÐktec A kai B paÐzoun to ex c paiqnÐdi. O A èqei mprost��

tou trÐa kouti�, to perieqìmeno twn opoÐwn blèpei. Ta dÔo kouti� eÐnai �deia kai to èna

èqei mèsa èna nìmisma. Skopìc tou paÐkth B eÐnai na p�rei to nìmisma.
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Oi kanìnec tou paiqnidioÔ eÐnai oi ex c: (a) o B dialègei èna koutÐ kai to deÐqnei ston

A, (b) o A upoqreoÔtai na epilèxei èna �deio koutÐ pou den eÐnai autì pou èdeixe o B kai

na to upodeÐxei ston B, kai (g) o B èqei t¸ra thn eukairÐa na epimeÐnei sthn arqik  tou

epilog    na epilèxei to �llo kleistì koutÐ.

O B mporeÐ na paÐxei me tic ex c treic strathgikèc:

1. O B p�nta emmènei sthn arqik  tou epilog .

2. O B strÐbei èna nìmisma kai xanaepilègei tuqaÐa an�mesa sta dÔo enapomeÐnanta

kleist� kouti�.

3. O B p�nta all�zei koutÐ.

Poia eÐnai h pijanìthta na breÐ o B to nìmisma an akolouj sei k�je mia apì autèc

tic strathgikèc?

2.2.1 Uperarijm simoi deigmatikoÐ q¸roi

To peÐrama: 'Eqoume èna stroggulì stìqo aktÐnac R kai pet�me se autì èna bèloc.
To apotèlesma: To shmeÐo (x, y) sto opoÐo èpese to bèloc.

Kai p�li parathroÔme, ìpwc kai sto par�deigma thc §2.1.5 ìti to sÔnolo Ω twn dunat¸n
apotelesm�twn, pou sthn prokeimènh perÐptwsh eÐnai ta shmeÐa tou stìqou, eÐnai uperarij-
m simo.

H upìjes  mac ed¸ eÐnai ìti dÔo endeqìmena A kai B, uposÔnola dhl. tou dÐskou, me to
Ðdio embadì èqoun thn Ðdia pijanìthta na qtuphjoÔn. Apì thn prosjetikìthta pou prèpei na
plhroÐ h sunolosun�rthsh thc pijanìthtac prokÔptei loipìn ìti gia k�je A ⊆ Ω

P [A] =
embadì tou A

πR2
.

Poia ja mporoÔse na eÐnai tìte h katanom  pijanìthtac p : Ω → [0, 1] pou par�gei thn �nw
sunolosun�rthsh? H mình apodekt  lÔsh sumbat  me thn �nw isìthta ja èprepe na eÐnai h
p(x) ≡ 0, h opoÐa fusik� eÐnai �qrhsth. To sumpèrasma eÐnai ìti de mporeÐ fusik� na oristeÐ
tètoia sun�rthsh p.

H lÔsh se autì to prìblhma eÐnai h ex c. Se deigmatikoÔc q¸rouc pou eÐnai uperarijm -
simoi de qrhsimopoioÔme mia sun�rthsh p : Ω → [0, 1] gia na orÐsoume th sunolosun�rthsh
P [·] all� orÐzoume th sunolosun�rthsh aut  kat' eujeÐan wc mia sunolosun�rthsh pou
plhroÐ ta parak�tw:2

Axi¸mata thc sunolosun�rthshc pijanìthtac

1. 0 ≤ P [A] ≤ 1 gia k�je A.

2. P [Ω] = 1

3. An A ∩B = ∅ tìte P [A ∪B] = P [A] + P [B].
2 Gia na eÐmaste akribèsteroi ja prèpei na poÔme ìti sun jwc den eÐnai ìla ta uposÔnola tou deigmatikoÔ

q¸rou endeqìmena.
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2.2.2 Endeqìmena me pijanìthta 0

Orismìc 2.2.6. 'Ena endeqìmeno A ⊆ Ω lègetai sqedìn sÐgouro an P [Ac] = 0. Lègetai
sqedìn adÔnato an P [A] = 0. Lème ìti k�ti (èna endeqìmeno dhl.) sumbaÐnei sqedìn sÐgoura
an sumbaÐnei me pijanìthta 1.

Par�deigma 2.2.7. Sto par�deigma thc §2.1.4 eÐnai sqedìn sÐgouro ìti h oikogèneia ja
apokt sei peperasmèno arijmì apì paidi�, afoÔ to sumplhrwmatikì endeqìmeno, o arijmìc
twn paidi¸n na eÐnai ∞, èqei pijanìthta 0.

Parat rhsh 2.2.3. EÔkola blèpoume (upoprosjetikìthta) ìti an Ai, i = 1, 2, . . . ,m,
eÐnai sqedìn adÔnata tìte kai h ènws  touc epÐshc eÐnai sqedìn adÔnath. EÐnai shmantikì ed¸
ìti mil�me gia mia ènwsh apì arijm sima to pl joc endeqìmena. EÐnai l�joc ìti opoiad pote
ènwsh endeqomènwn me pijanìthta 0 èqei pijanìthta 0. Autì ja faneÐ kalÔtera argìtera
ìtan ja doÔme mh diakritoÔc (uperarijm simouc) deigmatikoÔc q¸rouc.

Prìblhma 2.2.13. 'Estw akoloujÐa endeqomènwn Ek, k ≥ 1, me P [Ek] → 0. DeÐxte�

ìti to endeqìmeno E =
⋂

k≥1 Ek eÐnai sqedìn adÔnato.

Prìblhma 2.2.14. 'Estw sqedìn sÐgoura endeqìmena Ek, k ≥ 1. DeÐxte ìti sqedìn�

sÐgoura isqÔoun ìla ta Ek.

Prìblhma 2.2.15. 'Estw endeqìmena Ak, k ≥ 1. OrÐzoume ta endeqìmena�

lim sup
k

Ak =
⋂
k≥1

⋃
n≥k

An kai lim inf
k

Ak =
⋃
k≥1

⋂
n≥k

An. (2.10)

DeÐxte ìti to endeqìmeno lim supk Ak isqÔei akrib¸c ìtan isqÔoun �peira apì ta Ak kai to

endeqìmeno lim infk Ak akrib¸c ìtan isqÔoun telik� ìla ta Ak, ìtan dhl. up�rqei k�poio

k0 ¸ste na isqÔoun ìla ta Ak, k ≥ k0.

Prìblhma 2.2.16. An èqoume endeqìmena Ak, k ≥ 1, me
∑∞

k=1 P [Ak] < ∞ tìte eÐnai�

sqedìn adÔnato na isqÔoun �peira apì ta Ak.

2.3 Upì sunj kh pijanìthta

To peÐrama: S' èna koutÐ mèsa brÐskontai dèka b¸loi me onìmata 1 èwc 10. Trab�me èna
b¸lo sthn tÔqh.
To apotèlesma: Upojètoume ìti k�poioc mac eggu�tai ìti X ≥ 5.3 Poioc b¸loc X
trab qthke.

An de b�zame th sunj kh X ≥ 5 ja eÐqame to deigmatikì q¸ro Ω = {1, . . . , 10} kai th
sun�rthsh pijanìthtac p(x) = 0.1 gia x ∈ Ω. Efìson ìmwc eÐnai egguhmèno ìti X ≥ 5 ta
dunat� apotelèsmata eÐnai plèon ta 5 èwc 10, kai ef' ìson exakoloujoÔn na eÐnai isopÐjana
èqoun ìla t¸ra pijanìthta 1/6.

3 Gia par�deigma, autìc pou ekteleÐ to peÐrama elègqei an h sunj kh X ≥ 5 isqÔei kai, an ìqi, akur¸nei

to peÐrama kai to ekteleÐ xan�. AntÐjeta an h sunj kh X ≥ 5 isqÔei tìte mac anafèrei ìti autì sumbaÐnei.
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Orismìc 2.3.1. 'Estw deigmatikìc q¸roc Ω kai endeqìmena A,B, me P [B] > 0. OrÐzoume
thn upì sunj kh pijanìthta tou A dedomènou tou B wc thn posìthta

P [A | B] =
P [A ∩B]

P [B]
. (2.11)

H posìthta aut  den orÐzetai4 an P [B] = 0.

Par�deigma 2.3.1. Sto prohgoÔmeno peÐrama, an A = {X ≤ 5} kai B = {X �rtio} poia
h upì sunj kh pijanìthta P [A | B]?

Efarmìzontac ton orismì (2.11) kai parathr¸ntac ìti A ∩ B = {2, 4} paÐrnoume

P [A | B] = 2/10
5/10 = 2

5 . 'Eqoume upologÐsei thn pijanìthta na bg�loume èna b¸lo me arijmì
to polÔ 5 an gnwrÐzoume ìti autì pou trab xame eÐnai �rtio.

Prìblhma 2.3.1. Gia tuqìn endeqìmeno A se èna deigmatikì q¸ro Ω upologÐste ta�

P [A | A], P [A | Ac], P [A | Ω].

Par�deigma 2.3.2. 'Eqoume trÐa kouti� me dÔo j kec to kajèna. K�je j kh èqei mèsa
èna b¸lo. Sto pr¸to koutÐ ki oi dÔo b¸loi eÐnai maÔroi, sto deÔtero ki oi dÔo �sproi kai
sto trÐto koutÐ ènac �sproc ki ènac maÔroc. Epilègoume sthn tÔqh èna koutÐ kai mia apì tic
dÔo j kec tou. AnoÐgoume th j kh kai blèpoume èna maÔro b¸lo. Poia h pijanìthta sthn
�llh j kh tou Ðdiou koutioÔ o b¸loc na eÐnai epÐshc maÔroc?

Ac gr�youme A1 gia to endeqìmeno na èqoume epilèxei to pr¸to koutÐ, A2 gia to deÔtero
kai A3 gia to trÐto. EpÐshc ac eÐnai B to endeqìmeno ìti sth j kh pou anoÐgoume èqei maÔro
b¸lo. Gia na èqei kai h deÔterh j kh tou Ðdiou koutioÔ maÔro b¸lo prèpei anagkastik� to
koutÐ na eÐnai to pr¸to. Prèpei dhl. na upologÐsoume thn posìthta

P [A1 | B] =
P [A1 ∩B]

P [B]
.

'Omwc A1 ⊆ B, dhl. an isqÔei to A1 sÐgoura isqÔei kai to B, opìte A! ∩ B = A1 kai
P [Ai] = 1/3 afoÔ epilègetai to k�je koutÐ me Ðsh pijanìthta. EpÐshc P [B] = 1/2 afoÔ
up�rqoun sunolik� tìsoi maÔroi b¸loi ìsoi kai �sproi ki ìloi oi b¸loi epilègontai me thn

Ðdia pijanìthta. 'Ara P [A1 | B] = 1/3
1/2 = 2

3 .

Je¸rhma 2.3.1. (TÔpoc olik c pijanìthtac) 'Estw Bi, i = 1, . . . ,m, m ∈ N, xèna an�
dÔo endeqìmena me

Ω =
m⋃

i=1

Bi

kai P [Bi] > 0 gia k�je i. Tìte gia k�je endeqìmeno A ⊆ Ω isqÔei

P [A] =
m∑

i=1

P [A | Bi] P [Bi]. (2.12)

Eidikìtera an 0 < P [B] < 1 èqoume gia k�je endeqìmeno A

P [A] = P [A | B] P [B] + P [A | Bc](1− P [B]). (2.13)

4proc to parìn
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Apìdeixh. To dexÐ mèloc thc (2.12) gr�fetai, qrhsimopoi¸ntac ton Orismì 2.3.1 wc

m∑
i=1

P [A ∩Bi] = P

[
A ∩

m⋃
i=1

Bi

]
= P [A ∩ Ω] = P [A].

Sthn pr¸th isìthta qrhsimopoi same thn projetikìthta (2.5) thc sunolosun�rthshc P [·]
kai to gegonìc ìti ta A∩Bi eÐnai an� dÔo xèna, ìpwc kai thn epimeristik  idiìthta thc tom c
me thn ènwsh

E ∩ (F ∪G) = (E ∩ F ) ∪ (E ∩G).

Gia thn (2.13) p�rte m = 2, B1 = B, B2 = Bc.
�

Orismìc 2.3.2. 'Otan èqoume k�poia sÔnola twn opoÐwn h ènwsh eÐnai to Ω kai eÐnai an�
dÔo xèna tìte lème ìti aut� apoteloÔn mia diamèrish tou Ω.

Prìblhma 2.3.2. DeÐxte ìti o tÔpoc (2.12) isqÔei gia ìlec tic diamerÐseic tou Ω,�

akìma kai autèc ìpou k�poia Bi èqoun pijanìthta 0, arkeÐ na paraleifjoÔn aut� ta Bi

apì to dexÐ mèloc thc (2.12).
Me �lla lìgia, an kai h posìthta P [A | B] den èqei p�nta nìhma, h posìthta

P [A | B] P [B] = P [A ∩B] èqei.

Parat rhsh 2.3.1. To na lème ìti ta sÔnola Bi apoteloÔn diamèrish tou deigmatikoÔ
q¸rou Ω eÐnai isodÔnamo me to na lème ìti se k�je èkbash tou peir�matoc isqÔei akrib¸c
èna apì ta Bi.

Parat rhsh 2.3.2. 'Estw xèna an� dÔo endeqìmena Bi, i = 1, . . . ,m, me
⋃m

i=1 Bi = Ω\E,
ìpou P [E] = 0. En¸ dhl. ta Bi den apoteloÔn kat' an�gkh diamèrish tou Ω, par' ìl' aut�
apoteloÔn sqedìn mia tètoia, afoÔ autì pou touc leÐpei gia na eÐnai kanonik  diamèrish eÐnai
èna sÔnolo, to E, pou èqei pijanìthta 0.

Dhl. me pijanìthta 1 (sqedìn sÐgoura ìpwc lème sth JewrÐa Pijanot twn) ìpote gÐnei
to peÐrama ja isqÔei akrib¸c èna apì ta Bi.

Prìblhma 2.3.3. Sthn Parat rhsh 2.3.2 eÐdame p¸c mporoÔme na qalar¸soume tic�

sunj kec orismoÔ miac diamèrishc Bi tou Ω ¸ste na isqÔei sqedìn sÐgoura akrib¸c èna

apì ta Bi. MporoÔn ìmwc na qalar¸soun peraitèrw oi sunj kec autèc ¸ste na èqoume

to Ðdio apotèlesma.

BreÐte p¸c prèpei na qalar¸soume th sunj kh ìti ta Bi eÐnai an� dÔo xèna ¸ste

na exakoloujeÐ na isqÔei sqedìn sÐgoura akrib¸c èna apì ta Bi se k�je èkbash tou

peir�matoc.

Par�deigma 2.3.3. S' èna koutÐ brÐskontai kìkkinoi, pr�sinoi kai mplè b¸loi se posost�
30%, 50% kai 20% antÐstoiqa. Oi misoÐ kìkkinoi b¸loi eÐnai koÔfioi kai to Ðdio isqÔei gia
ta 2/3 twn pr�sinwn kai mplè b¸lwn. An dialèxoume tuqaÐa èna b¸lo apì to koutÐ, poia h
pijanìthta na eÐnai koÔfioc?

OrÐzoume Ar, Ag, Ab na eÐnai ta endeqìmena epilog c kìkkinou, pr�sinou   mplè b¸lou.
Aut� eÐnai an� dÔo xèna me pijanìthtec pou mac dÐdontai:

P [Ar] = 0.3, P [Ag] = 0.5, P [Ab] = 0.2.
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opìte apoteloÔn diamèrish tou q¸rou kai mporoÔme na efarmìsoume ton tÔpo olik c pija-
nìthtac gia to endeqìmeno H tou na eÐnai koÔfioc o b¸loc pou dialèxame

P [H] = P [H | Ar] P [Ar] + P [H | Ag] P [Ag] + P [H | Ab] P [Ab]

=
1
2
0.3 +

2
3
0.5 +

2
3
0.2

= 0.616

Prìblhma 2.3.4. Mia oikogèneia èqei dÔo paidi�. Poia h pijanìthta ìti eÐnai kai ta�

dÔo agìria dedomènou ìti toul�qiston èna apì aut� eÐnai agìri? Perigr�yte to deigma-

tikì q¸ro tou peir�matoc kai upojèste ìti ìla ta stoiqeÐa tou eÐnai isopÐjana gia na

apant sete thn er¸thsh.

2.4 AnexarthsÐa endeqomènwn

Orismìc 2.4.1. DÔo endeqìmena A kai B onom�zontai anex�rthta an P [A ∩B] = P [A] ·
P [B].

Genikìtera an Aj , j ∈ J , eÐnai èna sÔnolo endeqomènwn5 autì ja lègetai anex�rth-
to sÔnolo endeqomènwn an gia k�je peperasmèno pl joc apì aut�, èstw Aj1 , . . . , AjN , h
pijanìthta thc tom c touc isoÔtai me to ginìmeno twn pijanot twn touc:

P [Aj1 ∩ · · · ∩AjN ] = P [Aj1 ] · · · P [AjN ].

Parat rhsh 2.4.1. 'Enac pio fusiologikìc orismìc gia thn anexarthsÐa dÔo endeqomènwn
A kai B eÐnai na apait soume na isqÔei

P [A | B] = P [A].

Aut  h sqèsh prokÔptei apì ton parap�nw orismì thc anexarthsÐac diair¸ntac me P [B], an
autì fusik� den eÐnai 0. Mac lèei loipìn aut  h isìthta ìti an upojèsoume ìti isqÔei to B
den all�zei tÐpota sthn pijanìthta tou A na isqÔei. Den ephre�zei dhl. to èna gegonìc to
�llo.

O orismìc autìc, an kai diaisjhtik� elkustikìteroc, èqei to meionèkthma ìti (a) den
mporoÔme na ton epikalestoÔme ektìc an P [B] > 0, (b) ta A kai B den emfanÐzontai me
summetrikì trìpo se autìn kai (g) de genikeÔetai eÔkola se perissìtera apì dÔo endeqìmena.

Prìblhma 2.4.1. An A kai B eÐnai anex�rthta endeqìmena tìte kai ta Ac, B eÐnai�

kai omoÐwc kai ta Ac, Bc.

Prìblhma 2.4.2. DeÐxte ìti an A kai B eÐnai dÔo xèna endeqìmena me P [A] > 0,�

P [B] > 0 tìte aut� den eÐnai anex�rthta. OmoÐwc an A ⊆ B kai B 6= Ω.

Par�deigma 2.4.1. To peÐram� mac apoteleÐtai apì th rÐyh enìc timÐou nomÐsmatoc dÔo
forèc. O deigmatikìc q¸roc eÐnai o

Ω = {(x, y) : x, y ∈ {K,G}}.
5to sÔnolo J mporeÐ na eÐnai kai uperarijm simo
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O Ω dhl. apoteleÐtai apì ìla ta dunat� zeÔgh apotelesm�twn, kai èqei sunep¸c 4 stoiqeÐa.
Upojètoume ìti ìla aut� eÐnai isopÐjana me pijanìthta 1/4 to kajèna. An orÐsoume A =
{to pr¸to nìmisma eÐnai K} kai B = {to deÔtero nìmisma eÐnai G} tìte ta A kai B eÐnai
anex�rthta afoÔ A ∩B = {(K,G)} kai �ra P [A ∩B] = 1/4 en¸ P [A] = P [B] = 1/2 afoÔ
kajèna apì ta A,B èqei dÔo stoiqeÐa.

H anexarthsÐa aut¸n twn dÔo endeqomènwn antikatoptrÐzei to gegonìc ìti oi dÔo diafo-
retikèc rÐyeic tou nomÐsmatoc den ephre�zoun h mia thn �llh, eÐnai ìpwc lème anex�rthtec
rÐyeic.

Par�deigma 2.4.2. Ac upojèsoume ìti ta endeqìmena A,B, C, D eÐnai anex�rthta. OrÐ-
zoume E = A∪B kai H = C∩D. Ta endeqìmena H kai D exart¸ntai to kajèna apì k�poia
apì ta A,B, C, D all� den up�rqei kanèna apì ta A,B, C, D apì to opoÐo na exart¸ntai ta
E kai H. Perimènoume loipìn ta E kai H na eÐnai anex�rthta.

Pr�gmati

P [E ∩H] = P [(A ∪B) ∩ (C ∩D)]
= P [(A ∩ C ∩D) ∪ (B ∩ C ∩D)]
= P [A ∩ C ∩D] + P [B ∩ C ∩D]− P [A ∩B ∩ C ∩D].

en¸

P [E] · P [H] = P [A ∪B] P [C ∩D]
= ( P [A] + P [B]− P [A ∩B]) P [C] P [D]
= P [A ∩ C ∩D] + P [B ∩ C ∩D]− P [A ∩B ∩ C ∩D],

�ra oi dÔo posìthtec eÐnai Ðdiec. Sta parap�nw qrhsimopoi same kai thn isìthta (2.7).

Parat rhsh 2.4.2. P¸c genikeÔetai to Par�deigma 2.4.2? An èqoume k�poia endeqìme-
na Ai kai k�poia Bj , ìla anex�rthta metaxÔ touc, kai endeqìmena A kai B pou orÐzontai
mèsw twn Ai kai Bj antistoiqa, gia par�deigma mèsw sunolojewrhtik¸n pr�xewn ìpwc sto
Par�deigma 2.4.2, tìte ta A kai B eÐnai anex�rthta. An kai h apìdeixh den eÐnai idiaÐtera
dÔskolh de ja thn parousi�soume ed¸. Ja qrhsimopoihjeÐ ìmwc kat� kìron.

Par�deigma 2.4.3. RÐqnoume treic forèc èna nìmisma. Upojètoume ìti oi rÐyeic eÐnai
anex�rthtec. Ti shmaÐnei ìmwc autì akrib¸c?

'Enac trìpoc na ekfrastoÔme me akrÐbeia eÐnai o ex c. Onom�zoume Ai to endeqìmeno na
èqoume kor¸na (K) sthn i-ost  rÐyh, i = 1, 2, 3. H upìjesh ìti oi rÐyeic eÐnai anex�rthtec
shmaÐnei ìti ta endeqìmena A1, A2, A3 eÐnai anex�rthta.

Ti sunèpeiec èqei autì? Gia par�deigma en jèloume na upologÐsoume thn pijanìthta tou
na èqoume KKG stic treic rÐyeic tou nomÐsmatoc aut  eÐnai h pijanìthta tou endeqomènou
A1 ∩A2 ∩Ac

3 kai, lìgw thc anexarthsÐac, èqoume

P [A1 ∩A2 ∩Ac
3] = P [A1] P [A2] P [Ac

3],

kai, an to nìmisma eÐnai kai tÐmio (Ðsh pijanìthta na fèroume K   G se mÐa opoiad pote rÐyh)
tìte h pijanìthta aut  isoÔtai me (1

2)3 = 1
8 .

Par�deigma 2.4.4. Se antistoiqÐa me to Par�deigma 2.4.3 ti shmaÐnei ìti rÐqnoume èna
z�ri treic anex�rthtec forèc?

Ed¸ ta pr�gmata periplèkontai lÐgo se sqèsh me to Par�deigma 2.4.3 mia kai se ekeÐno
to Par�deigma arkoÔse na xèroume to an fèrame kor¸na   ìqi gia na xèroume to apotèlesma
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thc rÐyhc, pr�gma pou den isqÔei ed¸ mia kai to pl joc twn dunat¸n apotelesm�twn miac
rÐyhc eÐnai 6 ki ìqi 2.

'Enac trìpoc na jemeli¸soume me akrÐbeia thn anexarthsÐa twn tri¸n rÐyewn eÐnai na
orÐsoume to endeqìmeno Aj

i , i = 1, 2, 3, j = 1, . . . , 6, na shmaÐnei ìti sthn i-ost  rÐyh èqoume
apotèlesma j, kai na poÔme ìti gia k�je epilog  twn �nw deikt¸n j1, . . . , j3 ∈ {1, . . . , 6} ta
endeqìmena Aj1

1 , Aj2
2 , Aj3

3 eÐnai anex�rthta.
Me autì ton trìpo mporoÔme p.q. na upologÐsoume thn pijanìthta na fèroume apotelè-

smata 1,2,3 wc thn pijanìthta tou endeqomènou A1
1 ∩A2

2 ∩A3
3, pou, lìgw thc anexarthsÐac

twn tri¸n, isoÔtai me 1/63.
P�ntwc o pio aplìc trìpoc na jemeli¸soume swst� thn ènnoia twn anex�rthtwn aut¸n

rÐyewn ja mac eÐnai prositìc afoÔ mil soume gia tic tuqaÐec metablhtèc.

H sÔmbash pou ja akoloujoÔme apì dw kai pèra sthn perigraf  peiram�twn kwdiko-
poieÐtai ston parak�tw orismì.

Orismìc 2.4.2. Ja lème ìti ta peir�mata Π1, . . . ,Πm, m ∈ N, ekteloÔntai anex�rthta an
gia k�je epilog  endeqomènwn A1, . . . , Am tètoia ¸ste to endeqìmeno Ai exart�tai6 mìno
apì to peÐrama Πi, h oikogèneia endeqomènwn A1, . . . , Am eÐnai anex�rthth.

Parat rhsh 2.4.3. To ìti mporoÔme, dedomènwn k�poiwn peiram�twn, na jewr soume
ìti mporoÔn na ektelestoÔn anex�rthta jèlei k�poia tekmhrÐwsh. To na poÔme dhl. thn
prìtash

'Estw n anex�rthtec rÐyeic enìc nomÐsmatoc.

sunep�getai ìti ston profan  deigmatikì q¸ro autoÔ tou sÔnjetou peir�matoc

Ω = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ {K,G}}

mporoÔme na orÐsoume mia sun�rthsh pijanìthtac p : Ω → [0, 1] tètoia ¸ste h apaÐthsh tou
OrismoÔ 2.4.2 na isqÔei. Autì den eÐnai dÔskolo an to pl joc twn anex�rthta ekteloÔmenwn
peiram�twn eÐnai peperasmèno all� eÐnai arket� pio teqnikì gia n = ∞. Sthn perÐptwsh
m�lista aut  o deigmatikìc q¸roc den eÐnai kan arijm simoc, opìte den mporoÔme kan na
mil soume gia thn katanom  pijanìthtac p : Ω → [0, 1] all� prèpei (deÐte §2.2.1) na orÐsei
kaneÐc th sunolosun�rthsh P [·] pou plhroÐ ta axi¸mata thc sel. 21. Ja to jewroÔme autì
gnwstì apì dw kai pèra.

Prìblhma 2.4.3. DeÐxte ìti an upojèsoume ìti èqoume treÐc anex�rthtec rÐyeic zari¸n�

me b�sh ton Orismì 2.4.2 tìte isqÔei h upìjesh pou k�name sto Par�deigma 2.4.4.

Prìblhma 2.4.4. RÐqnoume èna nìmisma n forèc. DeÐxte ìti h pijanìthta na fèroume�

n kor¸nec eÐnai 2−n.

Prìblhma 2.4.5. RÐqnoume èna nìmisma treic forèc, kai èstw Aij to endeqìmeno h�

i-ost  kai h j-ost  rÐyh na fèroun to Ðdio apotèlesma, i < j, i, j = 1, 2, 3.
DeÐxte ìti ta trÐa aut� endeqìmena eÐnai an� dÔo anex�rthta all� ìqi kai ta trÐa

mazÐ.

6 To ìti to endeqìmeno Ai exart�tai mìno apì to peÐrama Πi shmaÐnei apl� ìti an gnwrÐzoume to

apotèlesma tou Πi kai mìno mporoÔme na apofasÐsoume an isqÔei to Ai   ìqi
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Prìblhma 2.4.6. Se èna plhjusmì apì N zeug�ria ìpou to kajèna k�nei akrib¸c�

dÔo paidi�, ti posostì twn zeugari¸n perimènete na èqei dÔo kìrec?

Prìblhma 2.4.7. RÐqnoume tuqaÐa bel�kia s' èna stroggulì stìqo aktÐnac R. Upo-�

jètoume ìti ta bel�kia akoloujoÔn thn omoiìmorfh katanom , ìti dhl. an A kai B eÐnai

dÔo isembadik� qwrÐa mèsa sto stìqo tìte h pijanìthta na pèsei to bel�ki mèsa sto A
kai sto B eÐnai h Ðdia. Me �lla lìgia akoloujoÔme to montèlo thc §2.2.1. DeÐxte ìti to

na pèsei to bel�ki sto aristerì misì tou dÐskou kai to na pèsei ston k�tw misì dÐsko

eÐnai anex�rthta gegonìta.

Par�deigma 2.4.5. Epanerqìmaste sto par�deigma thc §2.1.4 gia na upologÐsoume thn
pijanìthta h oikogèneia na k�nei k paidi�, k ≥ 1. H akrib c upìjesh pou k�noume ed¸ eÐnai
ìti oi diadoqikèc gènnec thc oikogèneiac eÐnai anex�rthta peir�mata, kai to kajèna apì aut�
fèrnei agìri   korÐtsi me Ðsh pijanìthta. Ac sumbolÐsoume loipìn me Ak to endeqìmeno h
oikogèneia na apokt sei sunolik� k paidi�, k ∈ N. Ac sumbolÐsoume epÐshc me Bi kai Gi ta
endeqìmena sthn i-ost  gènna7 to zeug�ri na apokt sei agìri   korÐtsi, antÐstoiqa, i ∈ N.

Profan¸c tìte isqÔei gia k�je k ∈ N

Ak = G1 ∩G2 ∩ · · · ∩Gk−1 ∩Bk.

Gia na apokt sei dhl. to zeug�ri k paidi� sunolik� prèpei kai arkeÐ na apokt sei k − 1
korÐtsia akoloujoÔmena apì èna agìri.

H anexarthsÐa ìmwc twn genn sewn sunep�getai ìti ta endeqìmena G1, G2, . . . , Gk−1, Bk

eÐnai anex�rthta afoÔ k�je èna apì aut� exart�tai ki apì diaforetikì peÐrama. 'Ara

P [Ak] = P [G1] P [G2] · · · P [Gk−1] P [Bk] = 2−k.

Poia h pijanìthta t¸ra tou endeqomènou A∞, tou na apokt sei dhl. h oikogèneia �peira
paidi�,  , isodÔnama, na mhn apokt sei potè agìri? EÐnai fanerì ìti gia k�je k ∈ N èqoume

A∞ ⊆ G1 ∩G2 ∩ · · · ∩Gk. (2.14)

Autìc o egkleismìc endeqomènwn de lèei tÐpote �llo apì to ìti an gnwrÐzoume ìti isqÔei to
A∞ tìte oi k pr¸tec gènnec eÐnai korÐtsia, kai autì fusik� isqÔei gia k�je k ∈ N. 'Omwc,
to endeqìmeno sto dexÐ mèroc thc (2.14) èqei pijanìthta 2−k lìgw anexarthsÐac, �ra, gia
k�je k ∈ N, isqÔei P [A∞] ≤ 2−k, pr�gma pou mporeÐ na sumbeÐ mìno an P [A∞] = 0.

Par�deigma 2.4.6. RÐqnoume èna z�ri 10 forèc. Poia h pijanìthta ìti ja èrjei akrib¸c
èna 6?

'Estw E to endeqìmeno na mac èrjei akrib¸c èna 6, kai Ei, i = 1, . . . , 10, to endeqìmeno
na mac èrjei akrib¸c èna èxi kai m�lista sth jèsh i. Profan¸c ta Ei apoteloÔn diamèrish
tou E, opìte P [E] =

∑10
i=1 P [Ei].

7 An kai to zeug�ri stamat� na k�nei paidi� ìtan apokt sei agìri emeÐc wstìso mporoÔme ideat� na

suneqÐsoume to peÐrama, ki ètsi ta endeqìmena Bi kai Gi èqoun nìhma gia k�je i ∈ N. Me �lla lìgia ja

mporoÔse to peÐrama na èqei diatupwjeÐ wc ex c: èqoume èna zeug�ri pou k�nei sunèqeia paidi�, ep' �peiron,

kai mac endiafèrei to pìte k�nei to pr¸to agìri.
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OrÐzoume ta endeqìmeno Ak
i , gia k = 1, . . . , 6, na shmaÐnei ìti sthn i-ost  rÐyh to apotè-

lesma eÐnai k. Profan¸c isqÔei

Ei = (A6
1)

c ∩ (A6
2)

c ∩ · · · ∩A6
i ∩ (A6

i+1)
c ∩ · · · ∩ (A6

10)
c = A6

i ∩
⋂
j 6=i

(A6
j )

c. (2.15)

Gia na isqÔei dhl. to Ei prèpei se ìlec tic rÐyeic na mh fèroume 6 ektìc apì thn i-ost  rÐyh
sthn opoÐa prèpei na fèroume 6. Ta endeqìmena pou emfanÐzontai sto dexÐ mèloc thc (2.15)
eÐnai anex�rthta mia kai to kajèna apì aut� afor� diaforetik  rÐyh, �ra

P [Ei] =
(

5
6

)9 1
6
,

afoÔ to endeqìmena A6
j èqei pijanìthta 1/6 kai ta endeqìmena (A6

j )
c èqoun th sumplhrwma-

tik  pijanìthta 5/6, gia k�je j.

Tèloc P [E] =
∑10

i=1 P [Ei] = 10
(

5
6

)9 1
6 .

Prìblhma 2.4.8. ApodeÐxte ìti o arijmìc 10
(

5
6

)9 1
6 eÐnai ≤ 1 qwrÐc na k�nete kamÐa�

pr�xh.

Par�deigma 2.4.7. RÐqnoume èna tÐmio z�ri �peirec forèc. PaÐrnoume ètsi wc apotèlesma
tou peir�matoc mia �peirh akoloujÐa Xn, n = 1, 2 . . ., me Xn ∈ {1, . . . , 6}. Poia h pijanìthta
na mh fèroume potè 6? Ac eÐnai E to endeqìmeno autì.

Ac onom�soume Ei, i = 1, 2, . . ., to endeqìmeno na mh fèroume 6 sthn i-ost  rÐyh. IsqÔei
fusik� P [Ei] = 5/6 gia k�je ina mh fèroume potè 6?

Ac onom�soume Ei, i = 1, 2, . . ., to endeqìmeno na mh fèroume 6 sthn i-ost  rÐyh. IsqÔei
fusik� P [Ei] = 5/6 gia k�je i. EpÐshc h akoloujÐa Ei eÐnai anex�rthth afoÔ k�je Ei

anafèretai se diaforetik  rÐyh. Tèloc E =
⋂∞

i=1 Ei, opìte

P [E] =
∞∏
i=1

(5/6) = lim
N→∞

N∏
i=1

(5/6) = lim
N→∞

(5/6)N = 0,

afoÔ limN→∞ αN = 0 an (kai mìno an) |α| < 1.

Par�deigma 2.4.8. 'Opwc kai prohgoumènwc rÐqnoume èna z�ri �peirec forèc kai paÐr-
noume mia �peirh akoloujÐa Xn, n = 1, 2 . . ., me Xn ∈ {1, . . . , 6}. Poia h pijanìthta na mh
doÔme potè sthn akoloujÐa aut  ton arijmì 1, akoloujoÔmeno apì ton 2, akoloujoÔmeno
apì ton 3?8 Ac onom�soume E autì to endeqìmeno tou opoÐou thn pijanìthta jèloume na
upologÐsoume.

OrÐzoume p�li Ei na eÐnai to endeqìmeno (Xi, Xi+1, Xi+2) 6= (1, 2, 3), to endeqìmeno dhl.
na mhn emfanisteÐ h <�pogoreumènh lèxh>> arqÐzontac apì thn i-ost  jèsh thc akoloujÐac.
Profan¸c isqÔei kai p�li E =

⋂∞
i=1 Ei. H ousiastik  diafor� me prohgoumènwc eÐnai ìti

ta Ei den apoteloÔn plèon anex�rthth akoloujÐa, toul�qiston ìqi an den to apodeÐxoume,
afoÔ, gia par�deigma to Ei kai Ei+1 anefèrontai kai ta dÔo sth rÐyh up' arijmìn i + 1.

O trìpoc na deÐxoume kai p�li ìti P [E] = 0 eÐnai na parathr soume ìti ta endeqìmena
E3i, i = 1, 2, . . ., eÐnai anex�rthta, afoÔ anafèrontai se diaforetik� peir�mata kai ìti

E ⊆
∞⋂
i=1

E3i.

8 Se diaforetik  gl¸ssa poia h pijanìthta h lèxh 123 na mhn eÐnai upolèxh thc �peirhc se m koc lèxhc

X1X2X3 · · · ?
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EpÐshc eÐnai fanerì ìti h posìthta E3i eÐnai anex�rthth tou i kai mikrìterh tou 1, èstw p.
Tìte P [E] ≤

∏∞
i=1 P [E3i] =

∏∞
i=1 p = 0.

Prìblhma 2.4.9. UpologÐste thn posìthta p sto Par�deigma 2.4.8.�

Prìblhma 2.4.10. GenikeÔste to Par�deigma 2.4.8 kai deÐxte ìti an Xn eÐnai mia�

akoloujÐa tètoia ¸ste to Xn èqei epilegeÐ tuqaÐa (ac poÔme me thn omoiìmorfh kata-

nom ) apì to sÔnolo {1, . . . ,K} anex�rthta apì ta �lla Xn, kai an w1, w2, · · · , wn ∈
{1, . . . ,K} eÐnai k�poia proepilegmèna stoiqeÐa, tìte h pijanìthta ìti ta stoiqeÐa aut�

den emfanÐzontai potè sthn akoloujÐa Xn to èna met� to �llo, eÐnai 0.

Prìblhma 2.4.11. 'Estw 0 ≤ an ≤ 1 akoloujÐa arijm¸n. DeÐxte ìti�

0 =
∞∏
i=1

an = lim
N→∞

N∏
i=1

an

an kai mìno an
∑∞

i=1(1− an) = ∞.

Upìdeixh: P�rte logarÐjmouc kai qrhsimopoieÐste thn anisìthta

2(x− 1) ≤ log x ≤ x− 1,

pou isqÔei gia θ ≤ x ≤ 1 (θ eÐnai k�poioc arijmìc sto (0,1) pou de qrei�zetai na ton

gnwrÐzoume akrib¸c).

Prìblhma 2.4.12. Ac eÐnai En mia anex�rthth akoloujÐa endeqomènwn me� ∑∞
n=1 P [En] = ∞. DeÐxte ìti sqedìn sÐgoura isqÔoun �peira apì ta En.

Upìdeixh: QrhsimopoieÐste to Prìblhma 2.4.11

Parat rhsh 2.4.4. To Prìblhma 2.2.16 mazÐ me to Prìblhma 2.4.12 apoteloÔn to le-
gìmeno L mma Borel-Cantelli.

30

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Borel.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cantelli.html


Kef�laio 3

Basikèc arqèc aparÐjmhshc

3.1 Probl mata epilog c

Se poll� kai endiafèronta probl mata thc jewrÐac Pijanot twn èqoume peir�mata epilog c
enìc antikeimènou apì poll�, me basik  upìjesh ìti k�je èna apì aut� ta poll� antikeÐmena
eÐnai ex Ðsou pijanì na epilegeÐ. An to pl joc twn antikeimènwn eÐnai N tìte h pijanìthta
na epilegeÐ èna sugkekrimèno apì ta antikeÐmena aut� eÐnai apl� 1/N . FaÐnetai pragmatik�
to aploÔstero apì ta probl mata. H duskolÐa sun jwc ègkeitai sto ìti h posìthta N , to
pl joc twn antikeimènwn pou summetèqoun sthn epilog , mac dÐdetai me èmmeso trìpo kai
prèpei na to upologÐsoume.

Par�deigma 3.1.1. Se èna koutÐ mèsa brÐskontai 10 b¸loi arijmhmènoi apì 1 èwc 10.
B�zoume to qèri mac mèsa kai pi�noume dÔo. Poia h pijanìthta na èqoume epilèxei ton 1 kai
ton 2?

AxÐzei ton kìpo se autì to st�dio na d¸soume lÐgh prosoq  sth leptomèreia. Kat'
arq n, poioc eÐnai o deigmatikìc q¸roc? 'Oso ki an faÐnetai profanèc den eÐnai kai tìso, ki
an de d¸soume t¸ra thn prèpousa prosoq  af noume perij¸ria gia parexhg seic argìtera.
Autì pou èqei shmasÐa eÐnai na xekajarÐsoume an dÔo apotelèsmata pou diafèroun mìno sth
seir� eÐnai Ðdia   diaforetik�. An dhl. bg�loume to 1 kai met� to 2 eÐnai autì to Ðdio me to
na bg�loume to 2 kai met� to 1?

An nai, tìte ta dunat� mac apotelèsmata eÐnai ta adi�takta zeÔgh apì diaforetikoÔc
arijmoÔc o kajènac apì touc opoÐouc eÐnai apì to 1 èwc to 10. Kai afoÔ zeÔgh pou den
èqoun mèsa touc di�taxh eÐnai to Ðdio me sÔnola apì dÔo stoiqeÐa1 o deigmatikìc q¸roc sthn
perÐptwsh aut  eÐnai o

Ω1 = {{x, y} : x, y ∈ [10]}. (3.1)

AntÐjeta, an jewr soume ìti h seir� èqei shmasÐa tìte ta dunat� apotelèsmata apoteloÔntai
apì diatetagmèna zeÔgh diaforetik¸n stoiqeÐwn apì to [10], eÐnai dhl. sthn perÐptwsh aut 
o deigmatikìc q¸roc o

Ω2 = {(x, y) : x, y ∈ [10], x 6= y}. (3.2)

Ja lÔsoume to prìblhma sthn §3.2 kai me touc dÔo deigmatikoÔc q¸rouc, an kai sth
sugkekrimènh diatÔpwsh mporeÐ kaneÐc na isquristeÐ ìti uponnoeÐtai h èlleiyh seir�c stouc
dÔo b¸louc (ta perieqìmena tou qerioÔ mac afoÔ to bg�loume apì to koutÐ dÔskola mporoÔn
na taxinomhjoÔn se pr¸to kaÐ deÔtero b¸lo). Kai stic dÔo peript¸seic p�ntwc upojètoume

1 'Opwc sunhjÐzetai to na gr�foume A = {a, b, c, . . . , z} gia èna sÔnolo sunep�getai ìti ìla ta

a, b, c, . . . , z eÐnai diaforetik� metaxÔ touc kai epÐshc den uponooÔme k�poia dugkekrimènh di�taxh sta stoi-

qeÐa tou sunìlou A. Gia par�deigma {1, 2, 3} = {3, 1, 2}.
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ìti ìla ta apotelèsmata eÐnai exÐsou pijan�, �ra to mìno pou èqoume na k�noume gia na
lÔsoume to prìblhma eÐnai na metr soume to mègejoc tou deigmatikoÔ q¸rou.

Sto upìloipo tou KefalaÐou autoÔ ja asqolhjoÔme me probl mata aparÐjmhshc. H
pijanojewrhtik  orologÐa mporeÐ orismènec forèc na eÐnai apoÔsa all� ja gÐnei eÔkola
antilhptì ìti k�je prìblhma aparÐjmhshc mporeÐ eÔkola na ekfrasjeÐ sthn pijanojewrhtik 
gl¸ssa qwrÐc na all�xei kajìlou h ousÐa tou probl matoc.

3.2 Arq  pollaplasiasmoÔ anex�rthtwn epilog¸n

Ac upojèsoume ìti k�poioc pÐnei ton kafè tou me   qwrÐc z�qarh, me   qwrÐc g�la. (Oi
posìthtec g�latoc kai z�qarhc pou mporeÐ kaneÐc na èqei eÐnai stajerèc. Den up�rqei me
olÐgh.) Pìsa diaforetik� eÐdh apì kafè prèpei na mporeÐ na ftiaxei èna kafeneÐo ¸ste na
mporeÐ na exuphret sei ìlouc touc pel�tec?

H ap�nthsh eÐnai 4:

1. QwrÐc g�la, qwrÐc z�qarh

2. QwrÐc g�la, me z�qarh

3. Me g�la, qwrÐc z�qarh

4. Me g�la, me z�qarh

An skeftoÔme lÐgo prosektikìtera ja suneidhtopoi soume ìti 4 = 2 · 2 kai ìti o lìgoc
pou h ap�nthsh eÐnai aut  eÐnai ìti k�je mia apì tic dÔo dunatèc epilogèc ìson afor� to
perieqìmeno se g�la mporeÐ na sunduasteÐ ma k�je mÐa apì tic dÔo dunatèc epilogèc pou
aforoÔn sto perieqìmeno se z�qarh.

Prìblhma 3.2.1. Poia h ap�nthsh sto �nw <<prìblhma tou kafè>> an oi epilogèc mac�

wc proc th z�qarh den eÐnai plèon oi NAI, OQI, all� mporoÔme eÐte na mhn èqoume kajìlou

z�qarh, eÐte na èqoume èna fakel�ki, eÐte dÔo?

Prìblhma 3.2.2. An to arqikì <<prìblhma tou kafè>> prostejeÐ h epilog  KRUOS�

  ZESTOS, thn opoÐa mporoÔme na èqoume anex�rthta apì to g�la   th z�qarh pou

dialègoume, poia eÐnai h ap�nthsh?

H arq  tou pollaplasiasmoÔ anex�rthtwn epilog¸n kwdikopoieÐ thn apl 
aut  parat rhsh pou k�name:

Ac upojèsoume ìti èqoume na paragmatopoi soume mia sÔnjeth epilog , h opoÐa
sunÐstatai apì thn pragmatopoÐhsh k epÐ mèrouc epilog¸n, pou pragmatopoioÔn-
tai anex�rthta h mÐa apì thn �llh, eÐnai dhl. tètoiec oi epÐ mèrouc epilogèc ¸ste
h epilog  tim¸n gia k�poiec apì autèc na mhn ephre�zei tic dunatìthtec pou up�r-
qoun gia tic upìloipec. Tìte to sunolikì pl joc dunatot twn pou èqoume gia
th sÔnjet  mac epilog  eÐnai to ginìmeno twn k dunatot twn gia tic epÐ mèrouc
epilogèc mac.

Se pio austhr  gl¸ssa h arq  tou pollaplasiasmoÔ anexart twn epilog¸n ekfr�zetai
wc ex c:
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Je¸rhma 3.2.1. 'Estw k fusikìc arijmìc kai E to sÔnolo ìlwn twn diaforetik¸n k-�dwn

(x1, . . . , xk)

ìpou x1 ∈ E1, x2 ∈ E2, . . . , xk ∈ Ek, kai ta Ej eÐnai ìla peperasmèna sÔnola. Tìte

|E| = |E1| · |E2| · · · |Ek|.

Apìdeixh. Apìdeixh me epagwg  wc proc k. An k = 1 prìkeitai perÐ tautologÐac, afoÔ
E = E1. Upojètoume t¸ra ìti h prìtash isqÔei gia k = n kai th deÐqnoume gia k = n + 1.
Jèloume na metr soume ta diatetagmèna antikeÐmena thc morf c

(x1, . . . , xn, xn+1) (3.3)

ìpou xj ∈ Ej , gia j = 1, . . . , n + 1. An En+1 = {e1, . . . , er} aut� ta antikeÐmena (3.3)
qwrÐzontai stic ex c xènec metaxÔ touc r om�dec: G1 eÐnai ekeÐna ta antikeÐmena pou sthn
teleutaÐa jèsh touc èqoun e1, dhl. ìla ta antikeÐmena thc morf c

(x1, . . . , xn, e1), me xj ∈ Ej , (3.4)

G2 eÐnai ekeÐna ta antikeÐmena me e2 sthn teleutaÐa jèsh, k.o.k. Oi om�dec autèc eÐnai metaxÔ
touc isoplhjeÐc, afoÔ, p.q. mporeÐ h G1 na tejeÐ se 1-1 kai epÐ antistoiqÐa me th G2 mèsw
thc apeikìnishc G1 → G2

(x1, . . . , xn, e1) → (x1, . . . , xn, e2).

To sunolikì pl joc loipìn twn antikeimènwn tÔpou (3.3) eÐnai

|G1| · r = |G1| · |En+1|. (3.5)

All�, eÐnai fanerì, to pl joc stoiqeÐwn thc G1 eÐnai ìsa kai ta diatetagmèna antikeÐmena

(x1, . . . , xn), me xj ∈ Ej ,

pou, lìgw thc epagwgik c upìjeshc, eÐnai Ðso me |E1| · · · |En|. Antikajist¸ntac sthn (3.5)
paÐrnoume to apotèlesma.
�

Par�deigma 3.2.1. Pìsouc dekadikoÔc akeraÐouc me to polÔ pènte yhfÐa mporeÐ kaneÐc
na gr�yei qrhsimopoi¸ntac mìno ta gr�mmata 2, 3, 5?

K�je ènac apì autoÔc touc akeraÐouc mporeÐ na kataskeuasjeÐ an k�noume pènte diado-
qikèc epilogèc (mia gia k�je yhfÐo tou) kai se k�je mia apì tic epilogèc autèc dialèxoume
èna apì touc epitreptoÔc arijmoÔc 2, 3, 5. EÐnai dhl. to pl joc aut¸n twn sÔnjetwn epilo-
g¸n pou mporoÔme na k�noume Ðso me 35. AfoÔ diaforetikèc epilogèc dÐnoun diaforetikoÔc
akeraÐouc (ac mhn xeqn�me ìti jèloume na metr soume akeraÐouc, ìqi trìpouc kataskeu c
twn) tìsoi eÐnai kai oi akèraioi gia touc opoÐouc mil�me.

Prìblhma 3.2.3. Pìsec diaforetikèc st lec PRO-PO up�rqoun (m kouc 13, me 1,2  �

Q se k�je jèsh)?

An paÐxete sthn tÔqh mia st lh poia h pijanìthta na pi�sete 13�ri (ìla swst�)?

Poia h pijanìthta na pi�sete 12�ri (èna akrib¸c l�joc)?

Upìdeixh: Gia to teleutaÐo er¸thma, qwrÐste to endeqìmeno se 13 xèna endeqìmena

an�loga me to pou gÐnetai to l�joc.
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Prìblhma 3.2.4. Pìsec diaforetikèc tri�dec gramm�twn mporoÔn na emfanistoÔn se�

ellhnikèc pinakÐdec autokin twn? (Se autèc qrhsimopoioÔntai mìno gr�mmata pou an koun

kai sto ellhnikì kai sto latinikì alf�bhto.) An k�je tètoia tri�da akoloujeÐtai apì èna

tetray fio fusikì arijmì (me pr¸to yhfÐo diaforetikì apì to 0) pìsa to polÔ autokÐnhta

mporoÔn na taxinomhjoÔn sthn Ell�da?

Par�deigma 3.2.2. Qrhsimopoi¸ntac thn arq  pollaplasiasmoÔ mporoÔme t¸ra na d¸-
soume ap�nthsh sto prìblhma tou ParadeÐgmatoc 3.1.1.

Kat' arq n to mègejoc tou sunìlou

[n]× [n] = {(x, y) : x ∈ [n], y ∈ [n]},

tou kartesianoÔ dhl. ginomènou tou [n] me ton eautì tou, eÐnai n2, afoÔ to tuqìn stoiqeÐo
tou fti�qnetai dialègontac to x kai to y, gia kajèna apì ta opoÐa èqoume n epilogèc.

ParathroÔme t¸ra ìti to sÔnolo Ω2 tou ParadeÐgmatoc 3.1.1 eÐnai to [n]× [n] ektìc apì
ta zeÔgh thc morf c (x, x), to pl joc twn opoÐwn eÐnai ìsec kai oi epilogèc gia to x, dhl.
n. 'Eqoume �ra deÐxei ìti |Ω2| = n2 − n = n(n− 1).

ParathroÔme tèloc ìti |Ω2| = 2|Ω1|, afoÔ h apeikìnish

f : Ω2 → Ω1, f((x, y)) = {x, y},

eÐnai 2 proc 1. Me �lla lìgia se k�je dimelèc sÔnolo antistoiqoÔn akrib¸c dÔo diat�xeic

twn stoiqeÐwn tou. 'Eqoume loipìn deÐxei ìti Ω1 = n(n−1)
2 .

Tèloc ìson afor� thn pijanìthta na èqoume epilèxei touc b¸louc 1 kai 2, aut  isoÔtai
me 1/|Ω2|   1/|Ω1|, an�loga me ton an lÔnoume to prìblhma ìpou h di�taxh èqei dhmasÐa  
ìqi.

3.2.1 Pl joc uposunìlwn enìc peperasmènou sunìlou

Mia shmantik  efarmog  thc arq c pollaplasiasmoÔ twn anex�rthtwn epilog¸n eÐnai to
akìloujo.

Je¸rhma 3.2.2. 'Estw sÔnolo A me n stoiqeÐa, kai P(A) to dunamosÔnolo tou A, dhl.
to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou A. Tìte

|P(A)| = 2n.

Apìdeixh. MporeÐ kaneÐc eÔkola na apodeÐxei to Je¸rhma me epagwg  wc proc to n, all�
ac doÔme p¸c apodeiknÔetai efarmìzontac thn arq  pollaplasiasmoÔ. H basik  parat rhsh
eÐnai ìti to pl joc ìlwn twn uposunìlwn tou A = {a1, . . . , an} mporeÐ na tejeÐ se 1-1 kai
epÐ antistoiqÐa me to sÔnolo ìlwn twn diatetagmènwn n-�dwn

(x1, . . . , xn) me x1, . . . , xn ∈ {0, 1}. (3.6)

'Ontwc, h 1-1 kai epÐ aut  antistoiqÐa eÐnai aut  pou stèlnei to tuqìn uposÔnolo B ⊆ A
sth n-�da (x1, . . . , xn) ìpou xj = 1 an kai mìno an j ∈ B (bebaiwjeÐte ìti aut  h apeikìnish
ìntwc eÐnai 1-1 kai epÐ).

AntÐ na metr soume loipìn ta stoiqeÐa tou

P(A) = {B : B ⊆ A}
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mporoÔme na metr soume to pl joc twn n-�dwn (3.6). To apotèlesma eÐnai to Ðdio.
Gia na metr soume t¸ra tic n-�dec (3.6) skeftìmaste wc ex c: gia na epilèxoume mia

tuqoÔsa n-�da prèpei na k�noume n anex�rthtec epilogèc, mia gia k�je xj , kai se k�je
mia apì autèc tic epilogèc èqoume dÔo dunatìthtec. 'Ara, to pl joc dunatot twn gia th
sunolik  epilog  eÐnai 2 · 2 · · · 2︸ ︷︷ ︸

n

= 2n.

�

Prìblhma 3.2.5. D¸ste epagwgik  apìdeixh (wc proc to n) tou Jewr matoc 3.2.2.�

Par�deigma 3.2.3. Mè pìsouc trìpouc mporeÐ kaneÐc na epilèxei dÔo xèna metaxÔ touc
uposÔnola A kai B tou sunìlou [n]?

Ta sÔnola aut� mporoÔn na eÐnai kai ken�.
Gia na apant soume skeftìmaste wc ex c, kai o trìpoc autìc skèyhc apoteleÐ upìdeigma

gia to p¸c skeftìmaste sthn pleionìthta twn peript¸sewn. Gia na metr soume loipìn ta
sugkekrimèna antikeÐmena brÐskoume, kat' arq n, mia diadikasÐa gia na ta kataskeu�soume.
Aut  h diadikasÐa prèpei na eÐnai tètoia ¸ste

• Na kwdikopoieÐtai me mia akoloujÐa apì epilogèc met� apì tic opoÐec katal goume se
èna apì ta antikeÐmena thc kl�shc pou prospajoÔme na metr soume,

• Gia k�je mia apì tic dunatèc akoloujÐec epilog¸n pou k�noume na prokÔptei kai èna
diaforetikì antikeÐmeno apì thn kl�sh, kai

• Gia k�je stoiqeÐo thc kl�shc twn proc mètrhsh antikeimènwn up�rqei mia akoloujÐa
epilog¸n (pou eÐnai kai monadik , apì thn prohgoÔmenh apaÐthsh) pou mac dÐnei to
stoiqeÐo autì.

H kataskeu  pou dÐnoume gia to sugkekrimèno prìblhma eÐnai h ex c. Proqwr�me gia i = 1
èwc i = n kai gia k�je i epilègoume an ja eÐnai sto sÔnolo A, sto sÔnolo B   an de ja
eÐnai se kanèna apì aut�. De mporeÐ na eÐnai kai sta dÔo afoÔ ta A kai B ta jèloume xèna
metaxÔ touc.

EÐnai fanerì pwc an èqoume dÔo diaforetikèc akoloujÐec apì tic n autèc epilogèc, tìte
autèc odhgoÔn se dÔo diaforetik� antikeÐmena, se dÔo diaforetik� dhl. zeÔgh xènwn upo-
sunìlwn A,B ⊆ [n]. 'Etsi, to pl joc twn antikeimènwn pou mac endiafèrei eÐnai Ðso me to
pl joc twn dunat¸n akolouji¸n epilog¸n mac. EÐnai epÐshc fanerì ìti oi n aplèc epilogèc
pou apartÐzoun aut  thn akoloujÐa epilog¸n eÐnai anex�rthtec metaxÔ touc, afoÔ k�je fo-
r�, kai ìti kai na èqoume epilèxei mèqri stigm c, treÐc eÐnai oi dunatèc epilogèc mac gia ton
trèqonta arijmì i, dhl. na epilèxoume i ∈ A, i ∈ B   i /∈ A∪B. 'Etsi, to telikì apotèlesma
eÐnai

3 · · · 3︸ ︷︷ ︸
n

= 3n.

Par�deigma 3.2.4. Epilègoume tuqaÐa dÔo uposÔnola A kai B tou [n]. Poia h pijanìthta
ìti aut� eÐnai metaxÔ touc xèna?

O deigmatikìc mac q¸roc ed¸ eÐnai to

Ω = {(A,B) : A,B ⊆ [n]}.

AfoÔ up�rqoun 2n uposÔnola tou [n], èqoume tìsec epilogèc gia to A kai tìsec gia to B,
�ra |Ω| = 2n · 2n = 4n.
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Ac eÐnai
E = {(A,B) : A,B ⊆ [n], A ∩B = ∅} ⊆ Ω.

AfoÔ ìla ta stoiqeÐa tou Ω eÐnai ex Ðsou pijan� na emfanistoÔn wc apotelèsmata tou
peir�matoc h pijanìthta pou mac endiafèrei eÐnai o arijmìc |E|/|Ω|. Ki apì to Par�deigma
3.2.3 èqoume |E| = 3n, �ra h pijanìthta pou y�qnoume eÐnai (3/4)n.

Prìblhma 3.2.6. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume dÔo uposÔnola A kai�

B tou [n] ¸ste A ⊆ B?

Prìblhma 3.2.7. Poia h ap�nthsh sto er¸thma tou ParadeÐgmatoc 3.2.3 an apai-�

t soume ta sÔnola A kai B na eÐnai mh ken�?

(Upìdeixh: afairèsete apì thn ap�nthsh pou dìjhke sto Par�deigma 3.2.3 mia kat�l-

lhlh posìthta pou antiproswpeÔei epilogèc pou den plhroÔn to krit rio thc mh kenìthtac

pou èqoume jèsei.)

3.2.2 Pl joc sunart sewn apì sÔnolo A se sÔnolo B

Mia sun�rthsh apì to sÔnolo A sto sÔnolo B eÐnai apl� mia antistoÐqish k�je stoiqeÐou tou
A se k�poio stoiqeÐo tou B. An |A| = m kai |B| = n pìsec tètoiec sunart seic up�rqoun?
H ap�nthsh eÐnai nm:

Je¸rhma 3.2.3. An A kai B eÐnai dÔo peperasmèna sÔnola, kai me BA sumbolÐsoume to
sÔnolo ìlwn twn sunart sewn apì to A sto B, tìte∣∣BA

∣∣ = |B||A|.

Apìdeixh. To na epilèxoume mia sun�rthsh apì to A sto B (èna mèloc dhl. tou sunìlou
BA) shmaÐnei aploÔstata na epilèxoume thn eikìna k�je stoiqeÐou tou A an�mesa se ìla ta
stoiqeÐa tou B. Oi epilogèc autèc eÐnai profan¸c anex�rthtec metaxÔ touc afoÔ den èqoume
jèsei kanèna periorismì sto ti eÐdouc sunart seic jèloume (p.q., ja mporoÔsame na jèloume
1-1 sunart seic mìno�se aut  thn perÐptwsh oi epilogèc de ja  tan fusik� anex�rthtec).
'Etsi to pl joc twn dunat¸n epilog¸n eÐnai

|B| · · · |B|︸ ︷︷ ︸
|A|

= |B||A|.

�

Prìblhma 3.2.8. Poio to pl joc twn sunart sewn [n] → {0, 1}? Perigr�yte mia�

fusiologik  sqèsh me ta uposÔnola tou [n]?

Prìblhma 3.2.9. Pìsoi m× n pÐnakec up�rqoun me stoiqeÐa 0, 1   3?�

Prìblhma 3.2.10. Poio to pl joc twn sunart sewn f : [n] → N = {0, 1, 2, . . .} pou�

plhroÔn thn anisìthta f(k) < k gia k�je k ∈ [n]?
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Prìblhma 3.2.11. An A = {−n,−n + 1, . . . , n− 1, n} kai f : A → A eÐnai mia tuqaÐa�

sun�rthsh (ìlec oi sunart seic A → A ex Ðsou pijanèc) poia h pijanìthta h f na eÐnai

�rtia, na ikanopoieÐ dhl. f(−x) = f(x) gia ìla ta x ∈ A?

Prìblhma 3.2.12. Pìsoi akèraioi arijmoÐ, mikrìteroi apì 106, èqoun k�poio 2 sto�

dekadikì touc an�ptugma? (Upìdeixh: Pìsoi den èqoun?)

Prìblhma 3.2.13. Epilègoume tuqaÐa èna akèraio apì 0 èwc 999 (èna tuqaÐo dhl.�

akèraio pou mporeÐ na grafeÐ me trÐa dekadik� yhfÐa). Poia h pijanìthta ìti autìc den

perièqei �rtio yhfÐo?

Prìblhma 3.2.14. Se mia tuqaÐa di�taxh tou [n] poia h pijanìthta o arijmìc 1 na�

apèqei apì ton arijmì 2 akrib¸c 5 jèseic?

Prìblhma 3.2.15. (Dokimèc Bernoulli) 'Ena nìmisma èrqetai kor¸na me pijanìthta�

p ∈ (0, 1) kai gr�mmata me pijanìthta 1 − p. To rÐqnoume suneq¸c. Poia h pijanìthta

na èrjei to nìmisma gia pr¸th for� kor¸na sthn k rÐyh?

Prìblhma 3.2.16. Pìsouc diairètec èqei o fusikìc arijmìc�

n = pν1
1 · · · pνk

k ? (3.7)

O n èqei grafeÐ san ginìmeno dun�mewn xènwn metaxÔ touc pr¸twn2 arijm¸n pj . MporeÐte

na qrhsimopoi sete to Jemeli¸dec Je¸rhma thc Arijmhtik c pou lèei ìti k�je fusikìc

arijmìc n gr�fetai kat� monadikì trìpo sth morf  (3.7), ektìc Ðswc apì th seir� twn

paragìntwn.

3.3 Arq  pollaplasiasmoÔ hmianex�rthtwn epilog¸n

EÐdame sthn §3.2 ìti ìtan èqoume na paragmatopoi soume mia sÔnjeth epilog  pou apoteleÐ-
tai apì pollèc epÐ mèrouc epilogèc, oi opoÐec eÐnai anex�rthtec h mia apì thn �llh, mporoÔme
dhl. na pragmatopoi soume tic epÐ mèrouc epilogèc ìlec tautìqrona, tìte to pl joc duna-
tot twn gia th sÔnjeth epilog  isoÔtai me to ginìmeno twn duanatot twn gia tic epÐ mèrouc
epilogèc.

H arq  pollaplasiasmoÔ gÐnetai polÔ qrhsimìterh met� apì thn ex c parat rhsh. De
qrei�zetai oi epÐ mèrouc epilogèc mac na eÐnai anex�rthtec. MporoÔme na epitrèyoume h
pr¸th mac epÐ mèrouc epilog  na ephre�zei tic dunatìthtèc mac gia th deÔterh (  k�poia
�llh) epilog , arkeÐ na mhn ephre�zei to pl joc twn dunatot twn gia thn epilog  aut . Den

2Pr¸toc lègetai ènac akèraioc megalÔteroc tou 1 an den èqei �llouc diairètec par� mìno ton eautì tou

kai to 1. P.q. pr¸toi arijmoÐ eÐnai oi 2, 3, 5, 7, 11, 13, en¸ o 6 den eÐnai pr¸toc, all� sÔnjetoc arijmìc.

Up�rqoun �peiroi pr¸toi arijmoÐ.
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apaitoÔme dhl. na mènei to sÔnolo dunatot twn thc k�je epÐ mèrouc epilog c analloÐwto
apì k�je prohgoÔmen  mac apìfash, arkeÐ na mènei to mègejoc tou sunìlou analloÐwto.
Lème tìte ìti oi epÐ mèrouc epilogèc mac eÐnai hmianex�rthtec3.

Par�deigma 3.3.1. Ac upojèsoume ìti, par�llhla me tic upojèseic toÔ Probl matoc
3.2.1, se èna perièrgo tìpo o kìsmoc den pÐnei potè skèto kafè qwrÐc g�la kai ìti den pÐnei
epÐshc potè glukì (2 fakel�kia z�qarh) me g�la. To pl joc twn dunat¸n tÔpwn kafè eÐnai
p�li 2·2 an kai t¸ra oi epilogèc (g�la, z�qarh) den eÐnai plèon anex�rthtec, afoÔ an k�poioc
epilèxei pr¸ta kafè qwrÐc g�la oi epilogèc tou wc proc th z�qarh eÐnai 1   2 fakel�kia en¸
an epilèxei kafè me g�la oi epilogèc tou wc proc th z�qarh eÐnai 0   1 fakel�ki. Oi epilog 
dhl. pou k�noume gia to g�la ephre�zei tic epilogèc mac gia th z�qarh, all� ìqi to pl joc
twn epilog¸n aut¸n, eÐnai dhl. h epilog  thc z�qarhc hmianex�rthth apì thn epilog  tou
g�laktoc.

Parat rhsh 3.3.1. EÐnai p�ra polÔ shmantikì na parathr soume ed¸ ìti h ènnoia thc
hmianexarthsÐac ìpwc thn orÐsame perigrafik� ed¸ exart�tai apì th seir� me thn opoÐa
pragmatopoioÔntai oi epÐ mèrouc epilogèc. An sto Par�deigma 3.3.1 epilèxei kaneÐc pr¸ta to
epÐpedo z�qarhc kai met� to an ja èqei o kafèc tou g�la   ìqi, paÔei h hmianexarthsÐa. An
epilèxei k�poioc o kafèc tou na eÐnai skètoc (kajìlou z�qarh) tìte èqei mÐa epilog  gia to
g�la: prèpei opwsd pote na b�lei. An epilèxei 1 fakel�ki z�qarh mporeÐ b�lei g�la   ìqi,
en¸ an epilèxei 2 fakel�kia z�qarh p�li èqei 1 epilog : na mh b�lei g�la. An ajroÐsoume to
pl joc twn epilog¸n tìte paÐrnoume p�li 1+2+1 = 4 fusik�. All� parathreÐste ìti autìc
o trìpoc metr matoc eÐnai pio perÐplokoc mia kai den mporoÔme plèon na pollaplasi�soume
tic epilogèc, all� prèpei na ajroÐsoume. Gi' autì kai èna meg�lo komm�ti apì thn tèqnh tou
metr matoc ègkeitai sto na dialèxoume mia kal  seir� metr matoc, pou ja odhg sei se aplì
mètrhma.

Par�deigma 3.3.2. Mia 10-mel c om�da epilègei arqhgì kai (diaforetikì) uparqhgì.
Me pìsouc trìpouc mporeÐ na gÐnei autì?

H ap�nthsh eÐnai me 10 · 9 = 90 diaforetikoÔc trìpouc. Pr¸ta epilègetai o arqhgìc
kai met� o uparqhgìc. Gia ton arqhgì èqoume 10 epilogèc. AfoÔ epilegeÐ autìc, èstw
o x, sth jèsh tou uparqhgoÔ mporoÔme na epilèxoume opoiond pote ektìc tou x, èqoume
dhl. 9 epilogèc. ParathreÐste ìti oi dÔo epilogèc den eÐnai anex�rthtec afoÔ h epilog  tou
arqhgoÔ ephre�zei to sÔnolo twn dunat¸n epilog¸n gia uparqhgì, den ephre�zei ìmwc to
pl joc twn dunat¸n uparqhg¸n. EÐnai dhl. oi dÔo autèc epilogèc hmianex�rthtec.

Prìblhma 3.3.1. 'Estw mia om�da 5 andr¸n kai mia om�da 7 gunaik¸n. Me pìsouc�

trìpouc mporoÔme na pantrèyoume kai touc 5 �ndrec me gunaÐkec apì aut  thn om�da

twn 7? IsqÔoun oi sun jeic kanìnec (ìqi digamÐa).

Upìdeixh: Epilèxte pr¸ta th gunaÐka tou �ntra No 1, met� tou No 2, klp, kai metreÐ-

ste pìsec epilogèc èqete se k�je b ma.

Prìblhma 3.3.2. Gia m ≤ n pìsec 1-1 sunart seic up�rqoun apì to [m] sto [n]?�

Prìblhma 3.3.3. Sto Prìblhma 3.3.1 all�xte touc koinwnikoÔc kanìnec ¸ste na�

epitrèpoun se mia gunaÐka na pantreuteÐ tautìqrona ìsouc �ntrec jèlei.

3O ìroc den eÐnai kajierwmènoc.
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Prìblhma 3.3.4. Se èna koutÐ brÐskontai 10 kìkkinoi kai 5 pr�sinoi b¸loi. Epilègoume�

b¸louc qwrÐc epanatopojèthsh. Poia h pijanìthta o pr¸toc pr�sinoc b¸loc na èrjei

sthn tètarth l yh?

3.3.1 Pl joc diatetagmènwn epilog¸n. Metajèseic sunìlou

Me pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume, kat� trìpo diatetagmèno, r �toma apì n?

Je¸rhma 3.3.1. To pl joc twn diatetagmènwn r-�dwn (r ≤ n)

(x1, . . . , xr) me xj ∈ [n] ìla diaforetik� (3.8)

eÐnai
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− r + 1).

Apìdeixh. Epilègoume pr¸ta to x1. Gi' autì èqoume n dunatìthtec. 'Eqontac epilèxei to
x1 den mporoÔme plèon na dialèxoume to Ðdio stoiqeÐo kai gia x2. Oi dunatìthtec pou èqoume
�ra gia to x2 eÐnai mÐa ligìterec, dhl. n − 1. 'Eqontac epilèxei ta x1, x2 oi dunatìthtec
gia to x3 eÐnai plèon n − 2, klp. ParathroÔme ìti oi epilogèc eÐnai hmianex�rthtec. Den
ephre�zoun dhl. oi mèqri k�poia stigm  epilogèc mac to pl joc twn metèpeita epilog¸n mac.
Efarmìzontac thn arq  tou pollaplasiasmoÔ paÐrnoume to apotèlesma, afoÔ gia to xr ja
èqoume n− r +1 = n− (r−1) dunatìthtec afoÔ ja èqoun  dh qrhsimopoihjeÐ akrib¸c r−1
stoiqeÐa apì ta n.
�

Orismìc 3.3.1. Met�jesh enìc peperasmènou sunìlou onom�zetai mia di�taxh twn stoi-
qeÐwn tou, ènac trìpoc dhl. na gr�youme ta stoiqeÐa tou to èna met� to �llo.

An A eÐnai opoiod pote sÔnolo (ìqi kat' an�gkh peperasmèno) tìte met�jesh tou A
onom�zetai mia 1-1 kai epÐ apeikìnish A → A.

Prìblhma 3.3.5. BebaiwjeÐte ìti oi dÔo trìpoi orismoÔ thc met�jeshc peperasmènou�

sunìlou ston Orismì 3.3.1 orÐzoun thn Ðdia ènnoia.

Pìrisma 3.3.1. To pl joc twn metajèsewn enìc sunìlou me n stoiqeÐa eÐnai

n! = 1 · 2 · 3 · · ·n.

Oi diaforetikoÐ autoÐ trìpoi di�taxhc ìlwn twn stoiqeÐwn enìc sunìlou lègontai metajèseic
tou sunìlou.

Apìdeixh. To na diat�xoume ta stoiqeÐa tou sunìlou sth seir� eÐnai to Ðdio pr�gma me to
na dialèxoume mia diatetagmènh n-�da apì aut�. Efarmìzoume loipìn to Je¸rhma 3.3.1 me
r = n.
�

Prìblhma 3.3.6. Gr�yte ìlec tic metajèseic tou sunìlou {A,B, C}.�
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Prìblhma 3.3.7. Me pìsouc trìpouc mporoÔn na diataqjoÔn ta yhfÐa 1,2,3,4,5? Me�

pìsouc ta yhfÐa 1,1,3,4,5?

Prìblhma 3.3.8. Dèka �toma for�ne kapèla pou gr�foun ep�nw to ìnom� touc. Ta�

pet�ne ston aèra gia na giort�soun kai ta kapèla katal goun kai p�li sta kef�lia

touc, anakatemèna. Poia h pijanìthta ìti ìloi ja forèsoun kai p�li to kapèlo touc.

('Oloi oi trìpoi na prosgeiwjoÔn ta kapèla sta kef�lia jewroÔntai isopÐjanoi.)

3.3.2 Mh diatetagmènec epilogèc. SunduasmoÐ

Pìsa uposÔnola tou sunìlou [n] ( , en gènei, enìc sunìlou me n stoiqeÐa) up�rqoun me
mègejoc k?

Je¸rhma 3.3.2. An 0 ≤ k ≤ n tìte to sÔnolo [n] (  opoiod pote sÔnolo me n stoiqeÐa)
èqei (

n

k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
k!

uposÔnola megèjouc k (akoloujoÔme th sÔmbash ìti èna ginìmeno me 0 par�gontec isoÔtai
me 1, ètsi 0! = 1).

To sÔmbolo
(
n
k

)
profèretai: n an� k.

Apìdeixh. Autì pou zht�me na metr soume eÐnai to pl joc twn mh diatetagmènwn k-�dwn
me diaforetik� stoiqeÐa apì to [n]. Lègontac ìti jèloume na metr soume <<mh diatetagmènec>>
k-�dec ennoÔme ìti an dÔo k-�dec diafèroun mìno wc proc th seir� pou emfanÐzontai ta
stoiqeÐa touc, tìte autèc tic jewroÔme Ðdiec kai tic metr�me mÐa for�. An autì den Ðsque, an
dhl. diaforetik� diatetagmènec k-�dec jewroÔntan diaforetikèc, tìte thn ap�nthsh th dÐnei
to Je¸rhma 3.3.1, dhl. n(n− 1) · · · (n− k + 1).

ParathreÐste t¸ra ìti se k�je mh diatetagmènh k-�da me diaforetik� stoiqeÐa, se k�je
dhl. k-melèc uposÔnolo tou [n], antistoiqoÔn akrib¸c k! diatetagmènec k-�dec, mia kai me
tìsouc trìpouc mporoÔn na diataqjoÔn ta stoiqeÐa enìc k-meloÔc sunìlou (Pìrisma 3.3.1).
'Ara, ston arijmì n(n − 1) · · · (n − k + 1) k�je k-melèc uposÔnolo tou [n] èqei metrhjeÐ
akrib¸c k! forèc. Gia na broÔme sunep¸c to pl joc twn k-mel¸n uposunìlwn tou [n] arkeÐ
na diairèsoume autì ton arijmì me k!.
�

Pìrisma 3.3.2. An n, k fusikoÐ arijmoÐ, 0 ≤ k ≤ n, tìte a arijmìc

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
k!

eÐnai akèraioc.

Parat rhsh 3.3.2. EÐnai shmantikì na tonÐsoume ed¸ ìti h prohgoÔmenh apìdeixh dou-
leÔei akrib¸c epeid  k�je k-melèc sÔnolo eÐqe metrhjeÐ ton Ðdio arijmì for¸n sthn posìthta
n(n− 1) · · · (n− k + 1), kai �ra dikaioÔmastan na diairèsoume dia autì ton arijmì for¸n.

Prìblhma 3.3.9. Poia eÐnai ta dimel  uposÔnola tou [4] = {1, 2, 3, 4}.�
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Par�deigma 3.3.3. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume tèssereic diaforetikoÔc
diy fiouc akeraÐouc (de mac endiafèrei h seir� touc) oÔtwc ¸ste na qwrÐzontai autoÐ se dÔo
zeÔgh kai oi arijmoÐ k�je zeÔgouc na èqoun to Ðdio deÔtero (qamhlìtero) yhfÐo all� arijmoÐ
se diaforetik� zeÔgh na èqoun diaforetikì deÔtero yhfÐo? Gia par�deigma oi arijmoÐ 12, 22,
13, 43 ikanopoioÔn th zhtoÔmenh sunj kh an touc qwrÐsoume sta zeÔgh {12, 22} kai {13, 43}.

Gia na metr soume touc trìpouc skeftìmaste me poia diadikasÐa ja par�goume monos -
manta èna tètoio apotèlesma. ParathroÔme ìti sth deÔterh jèsh qrhsimopoioÔntai akrib¸c
dÔo yhfÐa, èna sto èna zeÔgoc kai èna gia to �llo. ApofasÐzoume loipìn k�je tetr�da
tètoiwn arijm¸n na th gr�foume wc ex c:

xa, ya, zb, wb (3.9)

ìpou isqÔei

a, b ∈ {0, . . . , 9}, x, y, z, w ∈ {1, . . . , 9}, a > b, x > y, z > w. (3.10)

Thn teleutaÐa aut  apaÐthsh (3.10) th b�zoume ¸ste k�je tetr�da apì autèc pou jèloume
na metr soume na gr�fetai me monadikì trìpo sth morf  (3.9). P�nta dhl. ìtan eÐnai na
gr�youme mia tetr�da k�tw gr�foume pr¸ta to zeug�ri ìpou to yhfÐo twn mon�dwn eÐnai to
megalÔtero, kai mèsa se k�je zeug�ri gr�foume pr¸ta autìn ton arijmì tou opoÐo to yhfÐo
twn dek�dwn eÐnai to megalÔtero.

Ta antikeÐmena dhl. pou jèloume na metr soume eÐnai se èna proc èna antistoiqÐa me tic
ex�dec

(a, b, x, y, z, w)

pou ikanopoioÔn thn (3.10). Gia na metr soume tic ex�dec autèc metr�me pr¸ta pìsec eÐnai
oi epilogèc mac gia to zeÔgoc a, b, pìsec gia to zeÔgoc x, y kai pìsec gia to zeÔgoc z, w.
Epeid , lìgw thc fÔshc thc sunj khc (3.10), autèc oi epilogèc eÐnai anex�rthtec metaxÔ touc
mporoÔme na tic pollaplasi�soume. All� gia na epilèxoume to zeÔgoc a, b ∈ {0, . . . , 9} me
a > b mporoÔme apl� na epilèxoume èna dimelèc uposÔnolo tou {0, . . . , 9} kai na onom�soume
a to megalÔtero stoiqeÐo tou kai b to mikrìtero. To pl joc epilog¸n mac dhl. eÐnai

(
10
2

)
kai, omoÐwc skeptìmenoi, blèpoume ìti gia to zeÔgoc x, y èqoume

(
9
2

)
epilogèc kai omoÐwc gia

to zeÔgoc z, w.
To telikì apotèlesma eÐnai loipìn (

10
2

)(
9
2

)2

.

Par�deigma 3.3.4. Apì mia sunhjismènh tr�poula me pìsouc trìpouc mporoÔme na epi-
lèxoume mia ex�da apì fÔlla upì ton periorismì ìti akrib¸c trÐa apì aut� eÐnai spaji� (♣)?
Oi ex�dec pou epilègoume eÐnai mh diatetagmènec.

Gia na apant soume brÐskoume mia diadikasÐa paragwg c tou tupikoÔ apotelèsmatoc.
AfoÔ loipìn prèpei trÐa apì aut� ta qarti� na eÐnai spaji� xekin�me dialègontac pr¸ta ap'
ìla aut� ta trÐa spaji�. Ta trÐa aut� fÔlla epilègontai qwrÐc kanèna periorismì apì ta 13
sunolik� spaji� thc tr�poulac. 'Ara oi dunatìthtec gi' aut  thn epilog  eÐnai

(
13
3

)
.

Sth sunèqeia epilègoume ta upìloipa trÐa fÔlla pou prèpei apl� na mhn eÐnai spaji�,
epilègontai dhl. apì ta 3×13 = 39 fÔlla pou den eÐnai spaji�, dÐnont�c mac

(
39
3

)
dunatìthtec.

Epeid  h pr¸th epilog  (twn spaji¸n) eÐnai anex�rthth apì th deÔterh to telikì apo-
tèlesma eÐnai (

13
3

)
·
(

39
3

)
.
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Par�deigma 3.3.5. EÐnai polÔ shmantikì na tonÐsoume ìti h aparÐjmhsh pou k�name sto
Par�deigma 3.3.4 eÐnai swst  epeid  h mèjodoc kataskeu c èqei tic akìloujec idiìthtec

• EÐnai tètoia ¸ste diaforetikèc epÐ mèrouc epilogèc (sth mèjodo kataskeu c pou pe-
rigr�yame oi epÐ mèrouc epilogèc  tan dÔo: pr¸ta h epilog  twn spaji¸n kai met� h
epilog  twn mh spaji¸n) odhgoÔn anagkastik� se diaforetikì apotèlesma, kai

• K�je dunatì apotèlesma eÐnai dunatì na kataskeuasteÐ me th mèjodì mac.

Oi dÔo autèc idiìthtec mazÐ exasfalÐzoun ìti up�rqei amfimonos manth4 antistoiqÐa an�mesa
se aut� pou kataskeu�zoume kai se aut� pou jèloume na metr soume, �ra mporoÔme apl� na
metr soume to pl joc twn antikeimènwn pou kataskeu�zoume.

Gia na tonÐsoume to pìso shmantikèc eÐnai autèc oi dÔo idiìthtec kai pìso prosektikoÐ
prèpei na eÐmaste se antÐstoiqa metr mata, ac parall�xoume lÐgo to er¸thma tou ParadeÐg-
matoc 3.3.4. Ac rwt soume to Ðdio me mình diafor� ìti t¸ra den apaitoÔme akrib¸c trÐa
fÔlla na eÐnai spaji� all� toul�qiston trÐa.

Ac broÔme mia diadikasÐa kataskeu c (sÔnjeth epilog ). AfoÔ opwsd pote jèloume
trÐa spaji� ac xekin soume epilègont�c ta. 'Eqoume p�li

(
13
3

)
dunatìthtec gi' aut  thn

epilog . Sto deÔtero st�dio mènei apl� na epilèxoume �lla trÐa fÔlla apì ta enapomènanta
49, afoÔ t¸ra de mac peir�zei na èqoume epiplèon spaji�. Sto deÔtero st�dio loipìn èqoume(
49
3

)
dunatìthtec. Ef' ìson ta dÔo st�dia epilog c eÐnai hmianex�rthta (prohgoumènwc  tan

anex�rthta) mporoÔme kai p�li na pollaplasi�soume kai paÐrnoume telikì apotèlesma(
13
3

)
·
(

49
3

)
.

LAJOS!
Kai o lìgoc eÐnai ìti mporoÔme na èqoume to Ðdio apotèlesma akìmh ki an h sÔnjeth

epilog  mac all�xei. Gia par�deigma, h kataskeu  mac mporeÐ sto pr¸to st�dio na mac d¸sei
1 ♣, 2 ♣, 3 ♣ kai sto deÔtero 4 ♣, 1 ♥ kai 2 ♥. MporeÐ epÐshc na mac d¸sei sto pr¸to
st�dio 1 ♣, 2 ♣, 4 ♣ kai sto deÔtero na mac d¸sei 3 ♣, 1 ♥ kai 2 ♥. H telik  ex�da eÐnai
stic dÔo autèc peript¸seic h Ðdia. 'Ara o arijmìc

(
13
3

)
·
(
49
3

)
pou upologÐsame prohgoumènwc

eÐnai austhr� (kai m�llon kat� polÔ) megalÔteroc thc pragmatikìthtac.
P¸c mporoÔme na diorj¸soume th mèjodì mac? Mia apl  ap�nthsh eÐnai ìti mporoÔme

na diaqwrÐsoume tic dunatèc ex�dec se tèssereic kathgorÐec: autèc pou èqoun akrib¸c 3,
akrib¸c 4, akrib¸c 5   akrib¸c 6 spaji�. MporoÔme eÔkola na metr soume tic ex�dec k�je
kathgorÐac, ousiastik� me th mèjodo tou ParadeÐgmatoc 3.3.4, kai sto tèloc na prosjèsoume
aut� ta tèssera noÔmera. 'Etsi to apotèlesma eÐnai(

13
3

)(
39
3

)
+

(
13
4

)(
39
2

)
+

(
13
5

)
39 +

(
13
6

)
ìpou o k�je prosjetèoc antiproswpeÔei kai mia kathgorÐa. (BebaiwjeÐte ìti katalabaÐnete
aut  thn antistoiqÐa.)

Par�deigma 3.3.6. An anaptÔxoume (gr�youme dhl. sth morf  a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+

anxn) to polu¸numo (1 + x)10 poioc eÐnai o suntelest c tou x4?
Ac skeftoÔme lÐgo p¸c upologÐzei kaneÐc to an�ptugma enìc ginomènou, gia aplìthta

tou (a+ b)2 = (a+ b)(a+ b) pou èqei dÔo mìno par�gontec kai ìqi 10 ìpwc autì pou zht�me.
To brÐskoume paÐrnontac k�je prosjetèo tou pr¸tou ajroÐsmatoc pollaplasiasmèno me

4 Dhl. èna proc èna kai epÐ.
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k�je prosjetèo tou deÔterou, kai ajroÐzoume ta apotelèsmata (autì lègetai epimeristik 
idiìthta). An loipìn rwt soume poiìc eÐnai o suntelest c tou ab sto an�ptugma, eÐnai sa
na rwt�me me pìsouc trìpouc mporeÐ na emfanisteÐ to ginìmeno ab k�nontac to an�ptugma
ìpwc parap�nw.

Lìgw antimetajatikìthtac tou pollaplasiasmoÔ autì mporeÐ na emfanisteÐ eÐte wc ab
eÐte wc ba. To ab emfanÐzetai akrib¸c mÐa for�, ìtan sundu�zoume sto an�ptugma to a apì
thn pr¸th parènjesh me to b apì th deÔterh. Den up�rqei �lloc trìpoc. OmoÐwc mÐa for�
emfanÐzetai kai to ba ìtan sundu�zetai to b apì thn pr¸th parènjesh me to a apì th deÔterh.
'Ara o suntelest c tou ab sto an�ptugma eÐnai 1 + 1 = 2. OmoÐwc ta a2 kai b2 mporoÔn to
kajèna na prokÔyoun me èna mìno trìpo. Gia to a2, p.q., prèpei na epilegeÐ to a kai apì thn
pr¸th kai apì th deÔterh parènjesh, omoÐwc kai gia to b2. Epibebai¸netai ètsi o gnwstìc
mac tÔpoc (a + b)2 = a2 + 2ab + b2.

An rwt soume gia to suntelest  tou a2b sto an�ptugma tou (a+ b)3 eÐnai sa na rwt�me
me pìsouc trìpouc mporoÔme na sundu�soume èna b me dÔo a apì tic treÐc parenjèseic (a+b)
pou up�rqoun sto ginìmeno. Autì mporeÐ na gÐnei me akrib¸c treÐc trìpouc mia kai arkeÐ na
poÔme apì poia parènjesh epilègoume na p�roume to b. Autì prosdiorÐzei ìti apì tic �llec
dÔo paÐrnoume apì èna a.

Epanerqìmaste t¸ra sto arqikì mac er¸thma kai rwt�me gia to suntelest  tou x4 sto
an�ptugma tou (1 + x)10. Sto an�ptugma autì oi prosjetèoi prokÔptoun me epilog , o
kajènac, enìc 1   enìc x apì k�je mÐa apì tic 10 parenjèseic. To x4 loipìn mporeÐ na
prokÔyei me tìsouc trìpouc ìsoi eÐnai oi trìpoi na epilèxoume tic 4 parenjèseic, apì tic
opoÐec ja p�roume ta x. 'Ara to apotèlesma eÐnai(

10
4

)
.

Prìblhma 3.3.10. Apì mia om�da 10 atìmwn, me pìsouc trìpouc mporeÐ na epilegeÐ�

èna trimelèc proedreÐo qwrÐc diakritoÔc rìlouc? 'Ena 5melèc proedreÐo me prìedro, anti-

prìedro kai 3 mèlh? (Upìdeixh: Gia to deÔtero er¸thma, epilèxte to proedreÐo epilègontac

pr¸ta ton prìedro, met� ton antiprìedro kai, tèloc, ta trÐa mèlh mazÐ.)

Prìblhma 3.3.11. Mè pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume, apì mia sunhjismènh�

tr�poula me 52 fÔlla (pou qwrÐzontai se 4 qr¸mata kai 13 eÐdh), pènte fÔlla apì ta

opoÐa 2 kìkkina (♦   ♥) kai 3 spaji�? De mac endiafèrei h seir� epilog c twn fÔllwn.

Prìblhma 3.3.12. An n �rtio gia poio k ∈ {0, 1, . . . , n} megistopoieÐtai h posìthta� (
n
k

)
? Ti gÐnetai an n perittìc?

Prìblhma 3.3.13. DeÐxte thn tautìthta�

n∑
k=0

(
n

k

)
=

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
= 2n,

gia k�je n ≥ 0.
Upìdeixh: ErmhneÔste thn posìthta 2n tou dexioÔ mèlouc wc to pl joc twn uposu-

nìlwn tou [n] kai prospajeÐste na ermhneÔsete omoÐwc kai to �jroisma sto aristerì

mèloc.
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Prìblhma 3.3.14. DeÐxte thn tautìthta� (
n

k

)
=

(
n

n− k

)
gia k�je n ≥ 0 kai 0 ≤ k ≤ n.

Prìblhma 3.3.15. An r, s, k eÐnai fusikoÐ arijmoÐ me r ≥ s deÐxte ìti o arijmìc s! eÐnai�

diairèthc tou

(k + 1)(k + 2) · · · (k + r).

Prìblhma 3.3.16. Se èna koutÐ up�rqoun 10 kìkkinoi kai 8 pr�sinoi b¸loi. B�zoume�

to qèri mac kai pi�noume 4 b¸louc. Poia h pijanìthta na eÐnai ìloi kìkkinoi?

Prìblhma 3.3.17. Bg�zoume 4 qarti� apì mia sunhjismènh tr�poula. Poia h�

pijanìthta na eÐnai dÔo maÔra kai dÔo kìkkina?

3.4 To Diwnumikì Je¸rhma

To Diwnumikì Je¸rhma (Je¸rhma 3.4.1) eÐnai èna isqurìtato ergaleÐo gia upologismoÔc
pou anafèrontai se posìthtec me diwnumikoÔc suntelestèc. EÐnai epÐshc h pr¸th sÔndesh
twn sunduastik¸n posot twn pou sunant�me me algebrikèc mejìdouc. Ja mac eÐnai polÔtimo
argìtera se upologismoÔc diafìrwn pijanojewrhtik¸n posot twn, gia par�deigma mèswn
tim¸n.

Je¸rhma 3.4.1. Gia k�je a, b ∈ R, kai akèraio n ≥ 0 isqÔei

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k. (3.11)

Apìdeixh. To aristerì mèloc eÐnai èna ginìmeno n paragìntwn Ðswn me (a + b). 'Otan
k�noume ìlec tic pr�xeic, ìtan dhl. efarmìsoume thn epimeristik  idiìthta, autì pou k�noume
eÐnai ìti sqhmatÐzoume ìla ta ginìmena pou mporoÔme na fti�xoume dialègontac èna prosjetèo
apì k�je par�gonta (deÐte kai Par�deigma 3.3.6) kai ta prosjètoume, mazeÔontac mazÐ Ðdia
mon¸numa.

EÐnai fanerì ìti, efìson oi prosjetèoi apì k�je par�deigma eÐnai a   b kai to pl joc
twn paragìntwn eÐnai n, ìla ta mon¸numa pou ja emfanistoÔn eÐnai thc morf c

akbn−k, (0 ≤ k ≤ n).

To mon¸numo autì emfanÐzetai opoted pote èqoume epilèxei to a apì akrib¸c k apì touc pa-
r�gontec. All� autì sumbaÐnei me akrib¸c tìsouc trìpouc ìsoi eÐnai oi trìpoi na epilegoÔn
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k par�gontec apì touc n, dhl.
(
n
k

)
, kai autì akrib¸c eÐnai to perieqìmeno tou jewr matoc.

�

Prìblhma 3.4.1. Poio eÐnai to an�ptugma tou (1 + x)5 se dun�meic tou x?�

To Diwnumikì Je¸rhma (Je¸rhma 3.4.1) èqei pollèc efarmogèc se upologismoÔc ajroi-
sm�twn.

Par�deigma 3.4.1. Jètontac a = b = 1 sthn (3.11) paÐrnoume thn tautìthta (deÐte kai
to Prìblhma 3.3.13)

2n =
n∑

k=0

(
n

k

)
.

Par�deigma 3.4.2. Jètontac a = 1, b = −1 sthn (3.11) kai qwrÐzontac touc arnhtikoÔc
apì touc jetikoÔc ìrouc paÐrnoume ìti gia k�je n to �jroisma twn diwnumik¸n suntelest¸n(
n
k

)
gia k �rtio eÐnai Ðso me to �jroisma gia k perittì∑

0≤k≤n

k perittì

(
n

k

)
=

∑
0≤k≤n

k �rtio

(
n

k

)
. (3.12)

Autì eÐnai fanerì ìtan to n eÐnai perittì, mia kai tìte oi diwnumikoÐ suntelestèc me �rtio k
brÐskontai se èna proc èna antistoiqÐa me touc suntelestèc me perittì k (afoÔ isqÔei p�nta(
n
k

)
=

(
n

n−k

)
�deÐte kai to Prìblhma 3.3.14), all� den eÐnai ex Ðsou eÔkolo gia �rtio k.

Par�deigma 3.4.3. Jètoume a = x, b = 1 sthn (3.11) kai paragwgÐzoume th sqèsh pou
prokÔptei wc proc x. PaÐrnoume ètsi

n(1 + x)n−1 =
n∑

k=1

k

(
n

k

)
xk−1.

Jètontac t¸ra x = 1 paÐrnoume th sqèsh

n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Prìblhma 3.4.2. UpologÐste to �jroisma
∑n

k=0 2k
(
n
k

)
.�

Prìblhma 3.4.3. UpologÐste to �jroisma
∑n

k=2 k(k − 1)
(
n
k

)
.�

Prìblhma 3.4.4. Jètontac a = x, b = 1/x kai 2n sth jèsh tou n sthn (3.11) deÐxte�

thn tautìthta (
2n

n

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)2

,

exet�zontac to suntelest  tou stajeroÔ ìrou.

Prìblhma 3.4.5. Poioc o suntelest c tou x3y5 sto an�ptugma tou (1 + x + y)12?�

Ekfr�ste thn ap�nths  sac me poluwnumikoÔc suntelestèc. (DeÐte thn §3.5.)

45



3.5 PoluwnumikoÐ suntelestèc

'Eqoume deÐ ìti an jèloume na epilèxoume k antikeÐmena apì n, qwrÐc epan�jesh, to pl joc
twn trìpwn na gÐnei autì eÐnai(

n

k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
k!

=
n!

k!(n− k)!
.

Ti gÐnetai an jèloume na epilèxoume, p�li qwrÐc epan�jesh, mia om�da stoiqeÐwn tou
{1, . . . , n} megèjouc k1, mia om�da megèjouc k2, klp, kai tèloc mia om�da megèjouc kr,
ìpou gia j = 1, . . . , r èqoume 0 ≤ kj ≤ n kai epiplèon isqÔei k1 + · · ·+ kr = n? Me pìsouc
trìpouc dhl. mporoÔme na diamerÐsoume to {1, . . . , n} se èna sÔnolo megèjouc k1, se èna
sÔnolo megèjouc k2 kai tèloc se èna sÔnolo megèjouc kr?

Je¸rhma 3.5.1. To pl joc trìpwn na diamerÐsoume èna sÔnolo me n stoiqeÐa se r sÔnola
me megèjh k1, . . . , kr, me k1 + · · · + kr = n, ìtan de mac endiafèrei h seir� twn stoiqeÐwn
mèsa sta sÔnola aut�, eÐnai (

n

k1, . . . , kr

)
=

n!
k1!k2! · · · kr!

. (3.13)

Apìdeixh. To pr¸to sÔnolo mporeÐ na epilegeÐ me(
n

k1

)
=

n!
k1!(n− k1)!

trìpouc. Met� apì thn epilog  tou pr¸tou sunìlou apomènoun n− k1 stoiqeÐa aqrhsimo-
poÐhta, �ra to deÔtero sÔnolo mporeÐ na epilegeÐ me(

n− k1

k2

)
=

(n− k1)!
k2!(n− k1 − k2)!

trìpouc. SuneqÐzonac kat' autìn ton trìpo paÐrnoume ìti h epilog  tou proteleutaÐou
sunìlou (me kr−1 stoiqeÐa) mporeÐ na gÐnei me(

n− k1 − · · · − kr−2

kr−1!(n− k1 − · · · − kr−1)!

)
trìpouc. EpÐshc, afoÔ èqoun epilegeÐ ta r−1 pr¸ta sÔnola den up�rqei plèon kami� epilog 
na gÐnei afou ta upìloipa kr stoiqeÐa pou apomènoun akìmh aqrhsimopoÐhta anagkastik� p�ne
sto teleutaÐo sÔnolo pou prèpei na epilèxoume.

'Etsi pollaplasi�zontac tic dunatìthtec epilog¸n mac gia ta pr¸ta r − 1 sÔnola, kai
k�nontac tic aplopoi seic paÐrnoume ton tÔpo (3.13).
�

To sÔmbolo (
n

k1, . . . , kr

)
onom�zetai poluwnumikìc suntelest c (kat' analogÐa me ta

(
n
k

)
pou onom�zontai diwnumikoÐ

suntelestèc). ParathreÐste epÐshc ìti(
n

k, n− k

)
=

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
.
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Parat rhsh 3.5.1. Prèpei na tonÐsoume ìti o poluwnumikìc suntelest c
(

n
k1,...,kr

)
me-

tr�ei to pl joc twn trìpwn na diamerÐsoume ta stoiqeÐa tou [n] se sÔnola megèjouc
k1, . . . , kr. Ta perieqìmena twn sunìlwn, ìpwc p�nta, den eÐnai diatetagmèna, ìmwc ta sÔnola
ta Ðdia eÐnai.

'Enac m�llon pio xek�jaroc trìpoc eÐnai na poÔme ìti èqoume r arijmhmèna kouti�, qwrÐc
eswterik  dom , megèjouc k1, . . . , kr kai moir�zoume ta stoiqeÐa tou [n] se aut�. O sunte-
lest c

(
n

k1,...,kr

)
metr�ei me pìsouc trìpouc mporeÐ na gÐnei autì.

Parat rhsh 3.5.2. O poluwnumikìc suntelest c
(

n
k1,...,kr

)
den all�zei an ta k1, . . . , kr

antikatastajoÔn apì mia met�jes  touc (an all�xei dhl. apl¸c h seir� touc).

Prìblhma 3.5.1. 'Eqoume 10 arijmhmènec mp�lec kai trÐa kouti� me qwrhtikìthtec 5,�

3 kai 2 mp�lec. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na b�loume tic mp�lec sta kouti�? (Den

up�rqei eswterik  seir� sta kouti�.)

Prìblhma 3.5.2. BreÐte to suntelest  tou x2y3z5 sto an�ptugma tou (x + y + z)10.�

3.6 DiamerÐseic kai sunduasmoÐ me epan�jesh

Ac sumbolÐsoume me P (n, r) to pl joc twn trìpwn me touc opoÐouc mporoÔme na gr�youme
ton fusikì arijmì n wc �jroisma r mh arnhtik¸n akeraÐwn x1, . . . , xr:

n = x1 + · · ·+ xr.

Gia par�deigma, an n = 3 kai r = 2 oi trìpoi autoÐ eÐnai oi

3 = 3 + 0 = 2 + 1 = 1 + 2 = 0 + 3 (3.14)

kai �ra P (3, 2) = 4. H seir� twn prosjetèwn x1, . . . , xr èqei shmasÐa. Thn posìthta P (n, r)
thn onom�zoume pl joc diamerÐsewn tou n se r komm�tia. ParathreÐste ìti den apaitoÔme
to r na eÐnai ≤ n afoÔ to mègejoc twn kommati¸n mporeÐ na eÐnai kai 0.

Je¸rhma 3.6.1. An n ≥ 0 kai r ≥ 0 tìte isqÔei

P (n, r) =
(

n + r − 1
n

)
=

(
n + r − 1

r − 1

)
. (3.15)

Apìdeixh. Parist�noume ton arijmì n sa n mp�lec sth seir� kai thn tuqoÔsa diamèrish
tou n, dhl. ton tuqìnta trìpo na gr�youme n = x1 + · · · + xr, san èna qwrismì aut c thc
seir�c apì mp�lec me r − 1 toiq¸mata (deÐte Sq ma 5).

x1 = 3

x2 = 0

x3 = 2 x4 = 1 x5 = 2 x6 = 1 x7 = 2

x8 = x9 = x10 = 0

Sq ma 5. QwrÐzontac n = 11 mp�lec se r = 10 om�dec me 9 endi�mesa toiq¸mata
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H tim  tou x1 brÐsketai an metr soume pìsec mp�lec up�rqoun apì to −∞ èwc to pr¸to
toÐqwma, to x2 an metr soume tic mp�lec apì to pr¸to èwc to deÔtero toÐqwma, klp. Tèloc
to xr brÐsketai an metr soume tic mp�lec apì to teleutaÐo (up' arijmìn r − 1) toÐqwma èwc
to +∞.

'Ara, gia na metr soume to pl joc twn diamerÐsewn P (n, r) arkeÐ na metr soume pìsa
diaforetik� sq mata san kai autì tou Sq matoc 5 up�rqoun, afoÔ eÐnai fanerì ìti se k�je
tètoio sq ma antistoiqeÐ kai mia diaforetik  diamèrish, kai antÐstrofa.

Me poia diadikasÐa mporoÔme loipìn na kataskeu�soume monos manta èna tètoio sq ma?
to k�noume wc ex c: b�zoume pr¸ta sth seir� n + r− 1 antikeÐmena kai katìpin onom�zoume
ta n apì aut� mp�lec kai ta upìloipa r − 1 toiq¸mata. Autì mporeÐ na gÐnei akrib¸c me(
n+r−1

n

)
trìpouc. H deÔterh isìthta mèsa sto sumpèrasma tou Jewr matoc 3.6.1 eÐnai apl 

sunèpeia thc tautìthtac
(
a
b

)
=

(
a

a−b

)
(deÐte to Prìblhma 3.3.14).

�
Gia par�deigma sÔmfwna me to Je¸rhma 3.6.1 isqÔei P (3, 2) =

(
3+2−1

3

)
=

(
4
3

)
= 4 to

opoÐo sumfwneÐ me thn (3.14).

Prìblhma 3.6.1. BreÐte ìlec tic diamerÐseic tou 4 se 3 komm�tia.�

Pèra apì th shmasÐa pou èqei to Ðdio to prìblhma tou na metr soume to pl joc twn
diamerÐsewn tou n se r komm�tia, to er¸thma apokt� megalÔterh shmasÐa giatÐ eÐnai ènac
isodÔnamoc trìpoc tou na rwt soume to ex c:

Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume k apì n stoiqeÐa ìtan k�je
stoiqeÐo apì ta n mporeÐ na epilegeÐ èna aperiìristo arijmì apì forèc, kai ìtan
de mac endiafèrei h seir� twn epilegèntwn stoiqeÐwn?

'Enac isodÔnamoc trìpoc na jèsoume to Ðdio er¸thma eÐnai o akìloujoc. 'Eqoume èna s�ko
pou èqei mèsa n mp�lec. Oi mp�lec fèroun h k�je mia ton arijmì thc. Epanalamb�noume k
forèc thn pr�xh:

PaÐrnoume mia mp�la apì to s�ko kai gr�foume s' èna qartÐ ton arijmì thc.
'Epeita epanatopojetoÔme th mp�la sto s�ko.

Sto tèloc parathroÔme touc k arijmoÔc pou gr�yame, qwrÐc na mac enadiafèrei h seir�
touc. Pìsa eÐnai ta dunat� diaforetik� apotelèsmata? Apì aut  thn enallaktik  perigraf 
prokÔptei kai to ìnoma sunduasmoÐ n stoiqeÐwn an� k me epan�jesh. To pl joc aut¸n twn
sunduasm¸n sumbolÐzetai me

〈
n
k

〉
.

Par�deigma 3.6.1. Oi sunduasmoÐ tou sunìlou {A,B} an� 3 me epan�jesh eÐnai oi

AAA,AAB, ABB,BBB.

Gia par�deigma, o sunduasmìc ABB jewreÐtai Ðdioc me ton BAB mia kai ta stoiqeÐa diafèroun
mìno sth seir� emf�nishc.

Prìblhma 3.6.2. DeÐxte ìti gia k�je n isqÔei
〈

n
1

〉
= n. EpÐshc ìti, gia n ≥ 2, isqÔei� 〈

n
2

〉
= n +

(
n
2

)
.

Sto tèloc aut c thc diadikasÐac epilog c k stoiqeÐwn me epan�jesh èqoume sta qèria
mac k arijmoÔc, ìqi kat' an�gkh diaforetikoÔc metaxÔ touc, k�je ènac apì touc opoÐouc
an kei sto sÔnolo {1, . . . , n}. 'Estw xi, i = 1, . . . , n, to pl joc aut¸n twn arijm¸n pou
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eÐnai Ðsoi me i. Epeid  de mac endiafèrei h seir� pou emfanÐzetai k�je èna apì ta noÔmera
pou epilègoume, all� mìno to pìsec forèc emfanÐzetai, gÐnetai fanerì ìti

x1 + · · ·+ xn = k (3.16)

kai ìti k�je diaforetikì apotèlesma thc epilog c me epan�jesh antistoiqeÐ kai se mia dia-
foretik  n-�da x1, . . . , xn pou ikanopoieÐ thn (3.16). 'Eqoume ètsi apodeÐxei to akìloujo.

Je¸rhma 3.6.2. Ta dunat� apotelèsmata epilog c k antikeimènwn apì n me epan�jesh
eÐnai Ðsa to pl joc me tic dunatèc diamerÐseic tou k se n komm�tia. 'Eqoume dhlad 〈n

k

〉
=

(
n + k − 1

k

)
.

Prìblhma 3.6.3. An epilèxoume k antikeÐmena apì n me epan�jesh kai den agno soume�

th seir� twn epilog¸n (p.q., an epilègoume 3 antikeÐmena apì ta A, B me epan�jesh, ta

apotelèsmata AAB kai ABA jewroÔntai t¸ra diaforetik�), pìsec diaforetikèc epilogèc

up�rqoun?

Upìdeixh: Autì to er¸thma eÐnai shmantik� eukolìtero apì to Je¸rhma 3.6.2.

Par�deigma 3.6.2. (AlusÐdec DNA kat� Gamow) Mia alusÐda DNA eÐnai mia pepera-
smènh seir� apì qhmikèc b�seic. Oi b�seic autèc eÐnai gnwstèc me ta sÔmbola A, C, G kai
T. 'Ena aminoxÔ eÐnai mia alusÐda DNA kai eÐnai gnwstì ìti up�rqoun akrib¸c 20 aminoxèa.
An upojèsoume ìti ìla ta aminoxèa eÐnai alusÐdec me to Ðdio m koc, tìte eÔkola blèpoume
ìti to m koc autì de mporeÐ na eÐnai 1   2. Pr�gmati up�rqoun akrib¸c 4 alusÐdec m kouc
1 (oi A, C, G kai T) kai 42 = 16 alusÐdec m kouc 2 (autì giatÐ mia tètoia alusÐda orÐzetai
apì dÔo epilogèc me 4 dunatìthtec gia thn k�je mÐa). Apì thn �llh meri� oi alusÐdec DNA
m kouc 3 eÐnai to pl joc 43 = 64, eÐnai dhl. perissìterec apì 20.

To 1954 o Gamow prìteine ìti dÔo alusÐdec DNA kwdikopoioÔn to Ðdio aminoxÔ an kai
mìno an perièqoun tic Ðdiec b�seic anexart twc seir�c. Oi alusÐdec dhl. ACC kai CAC, an
kai diaforetikèc, kwdikopoioÔn to Ðdio aminoxÔ. An h upìjesh tou Gamow eÐnai swst  pìsa
diaforetik� aminoxèa kwdikopoioÔntai me alusÐdec DNA m kouc 3? Me lÐgh skèyh blèpoume
ìti to pl joc twn diaforetik¸n aminoxèwn eÐnai to Ðdio me to pl joc twn diaforetik¸n
sunduasm¸n twn tess�rwn gramm�twn A, C, G kai T an� trÐa, me epan�jesh. O arijmìc
autìc eÐnai dhl. 〈

4
3

〉
=

(
4 + 3− 1

3

)
=

(
6
3

)
=

6 · 5 · 4
3!

= 20,

sumfwneÐ dhl. h upìjesh tou Gamow me to peiramatik� diapistwmèno gegonìc ìti up�rqoun
akrib¸c 20 aminoxèa. 'Omwc, gia �llouc lìgouc, h upìjesh tou Gamow èqei apodeiqjeÐ ìti
den isqÔei.

Prìblhma 3.6.4. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojet soume n ìmoiec mp�lec�

se k kouti� pou eÐnai arijmhmèna me touc arijmoÔc 1 èwc k?

Par�deigma 3.6.3. (H katanom  Bose-Einstein sth statistik  mhqanik ) Sth statisti-
k  mhqanik  exet�zoume èna sÔsthma apì t swm�tia k�je èna apì ta opoÐa mporeÐ na brÐsketai
se p diaforetikèc katast�seic, p.q. se p diaforetik� energeiak� epÐpeda. Mia kat�stash
tou sust matoc eÐnai perigr�youme se poia kat�stash eÐnai to k�je swm�tio. 'Otan ta sw-
m�tia eÐnai Ðdia metaxÔ touc upojètoume sun jwc ìti den èqei shmasÐa poia apì ta t swm�tia

49

http://en.wikipedia.org/wiki/George_Gamow
http://en.wikipedia.org/wiki/George_Gamow
http://en.wikipedia.org/wiki/George_Gamow
http://en.wikipedia.org/wiki/George_Gamow
http://en.wikipedia.org/wiki/George_Gamow
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bose.html
http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1921/einstein-bio.html


eÐnai sto k�je energeiakì epÐpedo all� mìno pìsa. An k�noume thn upìjesh ìti ìlec au-
tèc oi katast�seic eÐnai ex Ðsou pijanèc lème ìti to sÔsthm� mac akoloujeÐ thn katanom 
Bose-Einstein.

Sto montèlo Bose-Einstein pìsec diaforetikèc katast�seic tou sust matoc up�rqoun?
An jèsoume xi, i = 1, . . . , p, na eÐnai to pl joc twn swmatÐwn sto energeiakì epÐpedo i,
tìte prèpei apl� na dialèxoume touc mh arnhtikoÔc akeraÐouc xi ¸ste na èqoun �jroisma t.
Dhlad  to pl joc katast�sewn tou sust matoc eÐnai Ðso me to pl joc twn diamerÐsewn tou
t se p komm�tia, dhl. (

t + p− 1
t

)
.

K�je mia apì autèc tic katast�seic èqei sunep¸c pijanìthta emf�nishc Ðsh me ton antÐstrofo
autoÔ tou arijmoÔ.

Prìblhma 3.6.5. Sthn katanom  Fermi-Dirac upojètoume ìti ta t swm�tia eÐnai ìla�

ìmoia kai ìti de mporoÔn dÔo swm�tia na brÐskontai sto Ðdio energeiakì epÐpedo (up�r-

qoun p energeiak� epÐpeda). An t ≤ p pìsec diaforetikèc katast�seic tou sust matoc

swmatÐwn up�rqoun?
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Kef�laio 4

TuqaÐec metablhtèc kai mèsh tim 

4.1 TuqaÐec metablhtèc kai h katanom  touc

Par�deigma 4.1.1. Ac upojèsoume ìti rÐqnoume dÔo forèc èna sunhjismèno z�ri, kai
sumbolÐzoume me X1 to apotèlesma thc 1hc rÐyhc (X1 ∈ {1, . . . , 6}) kai X2 to apotèlesma
thc 2hc rÐyhc. OrÐzoume akìmh X = X1 + X2 na eÐnai to �jroisma twn dÔo rÐyewn. Oi
posìthtec X, X1, X2 en gènei all�zoun k�je for� pou pragmatopoieÐtai to peÐrama. Tètoiec
posìthtec, twn opoÐwn h tim  exart�tai apì thn èkbash k�poiou peir�matoc, tic onom�zoume
tuqaÐec metablhtèc.

Orismìc 4.1.1. An Ω eÐnai deigmatikìc q¸roc enìc peir�matoc onom�zoume tuqaÐa meta-
blht  (TM) p�nw sto Ω k�je sun�rthsh p�nw sto Ω. An X : Ω → R   X : Ω → Z ja
onom�zoume eidikìtera thn TM X arijmhtik  TM en¸ an X : Ω → Rd   X : Ω → Zd ja
onom�zoume thn X poludi�stath   dianusmatik  TM.

An X : Ω → T kai to sÔnolo tim¸n T eÐnai peperasmèno   arijm simo1 tìte h TM X
onom�zetai diakrit .

Parat rhsh 4.1.1. EÔkola blèpei kaneÐc 2 ìti an X1, . . . , Xn eÐnai diakritèc TM kai
λ1, . . . , λn ∈ R tìte h TM Z = λ1X1 + · · · + λnXn eÐnai epÐshc diakrit . 'Etsi mporoÔme
eleÔjera na mil�me gia peperasmènouc grammikoÔ sunduasmoÔc diakrit¸n TM gnwrÐzontac
ek twn protèrwn ìti ki autoÐ eÐnai diakritèc TM.

K�ti tètoio den isqÔei gia �peirouc grammikoÔc sunduasmoÔc apì TM. Gia par�deigma,
an Xj , j = 1, 2, . . ., eÐnai TM tètoiec ¸ste h Xj èqei sÔnolo tim¸n to

{
0, 2−j

}
, tìte h TM

Z =
∑∞

j=1 Xj orÐzetai qwrÐc prìblhma afoÔ h seir� p�nta sugklÐnei, ìti timèc kai na èqoun
ta Xj , all� mporeÐ en dun�mei (gia par�deigma ìtan ìlec oi Xj eÐnai anex�rthtec � deÐte
parak�tw ton Orismì 4.1.4 gia ton orismì thc anexarthsÐac TM) na p�rei opoiond pote
pragmatikì arijmì tou diast matoc (0, 1) wc tim . Pr�gmati, an x ∈ (0, 1) tìte, gr�fontac
ton x sto duadikì tou an�ptugma x =

∑∞
j=1 xj2−j , me xj ∈ {0, 1}, blèpoume ìti eÐnai dunatì

na èqoume Z = x ft�nei na p�roun oi Xj tic kat�llhlec timèc.

1 Arijm simo onom�zetai èna sÔnolo A an up�rqei epÐ sun�rthsh f : N → A apì to sÔnolo twn fusik¸n

arijm¸n epÐ tou A. Me �lla lìgia, to A eÐnai arijm simo an mporoÔme na broÔme mia akoloujÐa a1, a2, . . .
pou perièqei ìla ta stoiqeÐa tou.

EÐnai profanèc ìti k�je peperasmèno sÔnolo eÐnai arijm simo. EpÐshc arijm sima sÔnola eÐnai oi fusikoÐ

arijmoÐ N, oi akèraioi Z, oi rhtoÐ Q, kartesian� ginìmena A × B, ìpou ta A kai B eÐnai arijm sima, kai

�peirec en¸seic tou tÔpou
S∞

j=1 Aj , ìpou ta Aj eÐnai arijm sima.

SÔnola pou den eÐnai arijm sima eÐnai p.q. to R   èna di�sthma (a, b), a < b. Autì to teleutaÐo den eÐnai

profanèc kai jèlei apìdeixh, thn opoÐa de ja d¸soume ed¸.
2Qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti kartesian� ginìmena arijmhsÐmwn sunìlwn me peperasmènouc to pl -

joc par�gontec eÐnai epÐshc arijm sima
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Par�deigma 4.1.2. Sto Par�deigma 4.1.1 oi TM pou orÐsame eÐnai ìlec arijmhtikèc kai
diakritèc. H TM Z = (X1, X2) èqei sÔnolo tim¸n to {1, . . . , 6}2 kai eÐnai dianusmatik  TM.

Par�deigma 4.1.3. Ac upojèsoume ìti parathroÔme mia kataigÐda kai katagr�foume th
qronik  stigm  pou ja pèsei h pr¸th astrap . H TM aut  (qrìnoc) eÐnai mia arijmhtik 
all� ìqi diakrit  TM afoÔ to sÔnolo tim¸n eÐnai to di�sthma [0,∞).

Par�deigma 4.1.4. RÐqnoume èna nìmisma (pou fèrnei kor¸na me pijanìthta p ∈ (0, 1))
�peirec forèc kai èstw X h pr¸th for� pou èrqetai kor¸na. Aut  h TM èqei to {1, 2, . . .}
ws sÔnolo tim¸n kai eÐnai �ra diakrit , arijmhtik  TM.

Parat rhsh 4.1.2. An èqoume mia TM pou paÐrnei timèc se èna mh arijmhtikì sÔnolo,
p.q. mia TM pou paÐrnei timèc K   G (to apotèlesma thc rÐyhc enìc nomÐsmatoc), ja kwdiko-
poioÔme sun jwc tic timèc autèc me fusikoÔc arijmoÔc, gia par�deigma 1 antÐ K kai 0 antÐ
G, ¸ste na jewroÔme ìti oi TM autèc paÐrnoun arijmhtikèc timèc.

Se merikèc peript¸seic ìmwc autì eÐnai arket� afÔsiko. Gia par�deigma an èqoume mia
TM pou paÐrnei rhtèc timèc, mporoÔme fusik� na k�noume aut  thn kwdikopoÐhsh pou se
k�je rhtì antistoiqeÐ èna akèraio, ìmwc aut  h diadikasÐa stereÐtai fusikìthtac kai, kat�
kanìna, den prìkeitai na prosfèrei tÐpota sthn an�lush.

P�nw sto deigmatikì q¸ro Ω up�rqei orismènh h katanom  pijanìthtac (deÐte Orismì
2.2.2), mia sun�rthsh dhl. p : Ω → [0, 1], t.¸. h tim  p(ω) mac dhl¸nei pìso pijanì eÐnai to
apotèlesma ω ìtan ektelesjeÐ to peÐrama. An t¸ra X : Ω → T (T èna opoiod pote sÔnolo
tim¸n) eÐnai mia TM X me timèc sto T , mporoÔme tìte na jewr soume èna nèo peÐrama me
apotèlesma X(ω). EkteloÔme dhl. to prohgoÔmeno peÐrama (autì me deigmatikì q¸ro Ω),
mac dÐnei autì k�poio apotèlesma ω ∈ Ω, kai anafèroume wc apotèlesma tou nèou mac
peir�matoc to X(ω) ∈ T . To nèo autì peÐrama èqei to T wc deigmatikì q¸ro kai mia nèa
katanom  pijanìthtac p : T → [0, 1] pou orÐzetai apì

p(t) = P [ω : X(ω) = t].

Oi pijanojewrhtikèc erwt seic loipìn pou aforoÔn thn TM X loipìn mporoÔn na meleth-
joÔn p�nw se autìn ton neì deigmatikì q¸ro T , sÔnolo tim¸n thc X. 'Eqei epikrat sei
ìmwc suqn� na mhn anaferìmaste sto nèo autì deigmatikì q¸ro kai na melet�me tètoia
erwt mata p�nw ston paliì deigmatikì q¸ro Ω. O kuriìteroc lìgoc gi' autì eÐnai ìti polÔ
suqn� melet�me parap�nw apì mia TM kai m�lista se sunduasmì, opìte an perioristeÐ ka-
neÐc sto deigmatikì q¸ro T gia mia apì tic TM autèc, pr�xh pou p�nta sunep�getai <<q�simo
plhroforÐac>>, de mporeÐ na melet sei tic �llec.

Orismìc 4.1.2. An X eÐnai mia diakrit  TM me sÔnolo tim¸n T tìte onom�zoume puknìthta
pijanìthtac thc X th sun�rthsh fX : T → [0, 1] pou dÐdetai apì ton tÔpo

fX(t) = P [X = t].

Gia mia opoiad pote (diakrit    ìqi) TM X me timèc sto R orÐzoume th sun�rthsh
katanom c thc X wc th sun�rthsh FX : R → [0, 1] pou dÐdetai apì ton tÔpo

FX(x) = P [X ≤ x].

Parat rhsh 4.1.3. H sun�rthsh katanom c FX eÐnai mia aÔxousa sun�rthsh (ìqi kat'
an�gkh gn sia aÔxousa) tètoia ¸ste limk→−∞ FX(k) = 0 kai limk→∞ FX(k) = 1.
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EÐnai epÐshc profanèc ìti an X ∈ Z tìte gia k�je n ∈ Z èqoume

FX(n) =
n∑

k=−∞
fX(k). (4.1)

Tèloc,
∑∞

n=−∞ fX(n) = 1.

Parat rhsh 4.1.4. H sun�rthsh katanom c thc X orÐzetai gia k�je pragmatikì x akìma
ki an eÐnai gnwstì ek twn protèrwn ìti h X paÐrnei mìno akèraiec timèc. Se aut  bèbaia thn
perÐptwsh isqÔei FX(x) = FX(bxc) opìte arkeÐ na melet sei kaneÐc thn FX gia akèraiec
mìno timèc thc metablht c.

Orismìc 4.1.3. DÔo TM X kai Y lègontai isìnomec an èqoun thn Ðdia sun�rthsh kata-
nom c.

Parat rhsh 4.1.5. DÔo TM X kai Y eÐnai Ðsec an kai mìno an X(ω) = Y (ω) gia k�je
ω ∈ Ω. Dhl. gia k�je èkbash tou peir�matoc oi X kai Y èqoun thn Ðdia tim . Aut  eÐnai polÔ
isqur  ènnoia. AntÐjeta, dÔo TM eÐnai isìnomec an èqoun apl� (an prìkeitai gia diakritèc
metablhtèc) thn Ðdia puknìthta. Gia par�deigma, an krat�me dÔo Ðdia z�ria sta qèria mac kai
onom�soume X to apotèlesma tou pr¸tou kai Y tou deÔterou, tìte oi X kai Y eÐnai fusik�
isìnomec all� den eÐnai Ðsec afoÔ se k�poia peir�mata ja emfanÐsoun diaforetikèc timèc.

Par�deigma 4.1.5. An X ∈ {K,G} eÐnai to apotèlesma thc rÐyhc enìc zarioÔ pou fèrnei
kor¸na me pijanìthta p ∈ (0, 1) tìte h puknìthta pijanìthtac thc X eÐnai h sun�rthsh
fX : {K,G} → [0, 1] pou dÐnetai apì tic timèc fX(K) = p, fX(G) = 1− p.

Par�deigma 4.1.6. An X ∈ Z eÐnai to apotèlesma thc rÐyhc enìc zarioÔ tìte

fX(n) =
{

1/6 n ∈ {1, . . . , 6}
0 alli¸c

,

kai eÔkola blèpoume ìti FX(n) isoÔtai me 0 gia n ≤ 0, FX(n) = 1 gia n ≥ 6 kai FX(n) = n/6
gia n ∈ {1, 2, . . . , 6}.

Par�deigma 4.1.7. An X ∈ Z eÐnai to apotèlesma thc rÐyhc enìc zarioÔ kai Y = X2

tìte

fY (n) =
{

1/6 n ∈
{
1, 22, . . . , 62

}
0 alli¸c

.

EpÐshc FY (n) isoÔtai me 0 gia n ≤ 0, FY (n) = 1 gia n ≥ 36 kai FY (n) = b
√

nc/6 gia
n ∈ {1, 2, . . . , 36}.

Par�deigma 4.1.8. An A eÐnai èna opoiod pote endeqìmeno h TM X(ω) = 1 (ω ∈ A)
onom�zetai deÐktria TM tou endeqomènou A kai paÐrnei tim  1 an isqÔei to A, 0 alli¸c. H
puknìthta pijanìthtac thc A paÐrnei thn tim  P [A] ston arijmì 1, 1− P [A] ston arijmì 0,
kai 0 pantoÔ alloÔ.

Prìblhma 4.1.1. H sun�rthsh Ω → R pou eÐnai Ðsh me c pantoÔ onom�zetai stajer �

TM me tim  c. Poia h puknìthta pijanìtht�c thc kai poia h sun�rthsh katanom c thc?

Par�deigma 4.1.9. Lème ìti h TM X eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto (peperasmèno)
sÔnolo T an h posìthta P [X = t] den exart�tai apì to t ∈ T . Autì shmaÐnei ìti h puknìthta
pijanìthtac eÐnai Ðsh me 1/|T | se k�je stoiqeÐo tou T .
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Prìblhma 4.1.2. An X eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto [n] kai Y = 2X perigr�yte�

tic sunart seic fY kai FY .

Prìblhma 4.1.3. H TM X ∈ Z èqei puknìthta pijanìthtac fX . Gr�yte apì èna�

�jroisma tim¸n thc fX pou na dÐnei thn pijanìthta twn parak�tw endeqomènwn:

1. {X ≤ 0}

2. {X�rtio}

3. {|X| ≤ 100}.

Prìblhma 4.1.4. An Y = −X + b, b stajer�, d¸ste èna tÔpo gia tic fY , FY , mèsw�

twn fX , FX .

Par�deigma 4.1.10. 'Ena nìmisma fèrnei kor¸na me pijanìthta p ∈ (0, 1). To rÐqnoume
�peirec forèc kai èstw X h rÐyh kat� thn opoÐa emfanÐzetai h pr¸th kor¸na. EÐnai fanerì
ìti X ∈ {1, 2, . . .} ∪ {∞}, afoÔ mporeÐ kat� th di�rkei tou peir�matoc na mhn emfanisteÐ
potè kor¸na.3 Ac eÐnai Xi = 1 an to nìmisma fèrei kor¸na sthn i-ost  rÐyh kai Xi = 0 an
fèrei gr�mmata. 'Eqoume, gia n = 1, 2, . . .,

fX(n) = P [X = n] = P [X1 = 0, X2 = 0, . . . , Xn−1 = 0, Xn = 1],

kai, lìgw thc anexarthsÐac twn endeqomènwn {X1 = 0}, . . . , {Xn−1 = 0}, {Xn = 1},

fX(n) = P [X1 = 0] · · · P [Xn−1 = 0] · P [Xn = 1] = p(1− p)n−1, (4.2)

kai gia k�je n ≤ 0 èqoume profan¸c fX(n) = 0. Tèloc epeid  {X = ∞} ⊆
{X1 = 0, . . . , Xk = 0} gia k�je k ≥ 1, kai epeid  h pijanìthta tou deÔterou endeqomènou
isoÔtai me (1− p)k, kai �ra sugklÐnei sto 0 me to k, èpetai ìti

fX(∞) = P [X = ∞] = 0.

'Eqoume loipìn prosdiorÐsei pl rwc thn puknìthta thc X.
H X den eÐnai arijmhtik  TM afoÔ paÐrnei kai thn tim ∞, opìte den orÐzetai h sun�rthsh

katanom c. 'Omwc, mporeÐ kaneÐc na melet sei thn TM

Y = X · 1 (X peperasmènh) =
{

X an X peperasmènh
0 alli¸c

,

3 To ìti qrhsimopoi same to sÔmbolo ∞ gia na dhl¸soume ìti den èrqetai potè kor¸na kat� k�poia

ektèlesh tou peir�matoc prìkeitai apl� gia mia sÔmbash kai den èqei tÐpote na k�nei me tic idiìthtec

megèjouc pou dÐdei kaneÐc sun jwc sto sÔmbolo ∞, p.q. ìti eÐnai megalÔtero apì k�je fusikì arijmì. Ja

mporoÔsame dhl. ex Ðsou kal� na dÐdame tim  X = 0   X =<<POTE>> sthn perÐptwsh aut .
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pou eÐnai sqedìn sÐgoura Ðsh me thn X4 afoÔ P [X 6= Y ] = P [X = ∞] = 0. Gi' autì
efarmìzoume ton tÔpo (4.1). Gia n ≤ 0 èqoume fusik� FY (n) = 0. Gia n ≥ 0 èqoume

FY (n) =
n∑

k=−∞
fX(k)

=
n∑

k=1

p(1− p)k−1

= p

n−1∑
l=0

(1− p)l (allag  metablht c l = k − 1)

= p
1− (1− p)n

1− (1− p)
(peperasmènh gewm. seir�)

= 1− (1− p)n.

H puknìthta (4.2) onom�zetai gewmetrik  katanom  me par�metro p.

Par�deigma 4.1.11. Ac upojèsoume ìti X eÐnai èna tuqaÐo shmeÐo tou [0, 1], kai ìti to X
eÐnai omoiìmorfa katanemhmèno sto [0, 1]. Autì shmaÐnei ìti an A kai B eÐnai dÔo uposÔnola
tou [0, 1] me to Ðdio m koc tìte P [X ∈ A] = P [X ∈ B].

H arijmhtik  TM X den eÐnai diakrit , opìte den orÐzoume sun�rthsh puknìthtac pija-
nìthtac. 'Omwc h sun�rthsh katanom c thc X orÐzetai kai eÐnai polÔ eÔkolo na upologisteÐ,
afoÔ lìgw thc omoiìmorfhc katanom c èqoume P [X ∈ [0, x]] = x. An loipìn x ≤ 0 tìte
FX(x) = 0, an x ≥ 1 tìte FX(x) = 1 kai an 0 ≤ x ≤ 1 tìte FX(x) = x.

Par�deigma 4.1.12. RÐqnoume N forèc èna nìmisma pou fèrnei kor¸na me pijanìthta
p ∈ (0, 1) kai èstw X to pl joc twn for¸n pou to nìmisma èrqetai kor¸na. Profan¸c
X ∈ {0, . . . , N}. Gia na upologÐsoume to fX(k) = P [X = k], 0 ≤ k ≤ N , skeftìmaste wc
ex c. 'Estw B to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou [N ] megèjouc k, kai gia k�je B ∈ B
orÐzoume to endeqìmeno

EB = {to nìmisma fèrnei kor¸na th qronik  stigm  t an kai mìno an t ∈ B}.

EÐnai fanerì ìti ta EB, B ∈ B, apoteloÔn mia diamèrish tou endeqomènou {X = k}. EpÐshc
gia k�je B ∈ B h pijanìthta tou EB isoÔtai me pk(1 − p)N−k afoÔ to EB isqÔei an kai
mìno an to nìmisma fèrei kor¸na se k�je mia apì tic k qronikèc stigmèc pou an koun sto
B kai gr�mmata se k�je mia apì tic upìloipec N − k qronikèc stigmèc, kai ta endeqìmena
aut� eÐnai anex�rthta. Tèloc |EB| =

(
N
k

)
opìte

fX(k) =
(

N

k

)
pk(1− p)N−k, (0 ≤ k ≤ N). (4.3)

H sun�rthsh katanom c FX(k) isoÔtai me 0 an k < 0 kai me 1 an k > N . Gia 0 ≤ k ≤ N
dÐdetai apì ton tÔpo

FX(k) =
k∑

l=0

(
N

l

)
pl(1− p)N−l,

kai den up�rqei genik� k�poia aploÔsteush tou tÔpou autoÔ.
H puknìthta (4.3) onom�zetai diwnumik  katanom  me paramètrouc p kai N .
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Prìblhma 4.1.5. 'Eqoume n paÐktec pou rÐqnoun apì èna tÐmio nìmisma o kajènac.�

'Osoi apì autoÔc fèroun kor¸na xanarÐqnoun to nìmism� touc kai èstw X o arijmìc

aut¸n pou xanafèrnoun kor¸na. Na brejeÐ h puknìthta pijanìthtac thc TM X.

Par�deigma 4.1.13. An λ > 0 eÐnai mia par�metroc, h puknìthta

f(n) = e−λ λn

n!
1 (n ≥ 0) (4.4)

onom�zetai katanom  Poisson me par�metro λ. Gia na epibebai¸soume ìti h (4.4) eÐnai ìntwc
mia puknìthta arkeÐ na epikalestoÔme ton tÔpo

ex =
∑
n≥0

xn

n!
,

pou isqÔei gia k�je x ∈ R.

Prìblhma 4.1.6. H X akoloujeÐ gewmetrik  katanom  me par�metro p. BreÐte thn�

puknìthta thc X2.

Prìblhma 4.1.7. H X akoloujeÐ gewmetrik  katanom  me par�metro p kai C eÐnai�

stajer�. OrÐzoume Y = X1 (X ≤ C) + C1 (X > C). Na brejeÐ h puknìthta thc Y .

Orismìc 4.1.4. 'Estw X1, . . . , Xn diakritèc TM p�nw se èna deigmatikì q¸ro Ω. Autèc
lègontai anex�rthtec TM an gia k�je x1, . . . , xn isqÔei

P [X1 = x1, . . . , Xn = xn] = P [X1 = x1] · · · P [Xn = xn].

'Ena �peiro sÔnolo apì TM p�nw ston Ðdio deigmatikì q¸ro lègetai anex�rthto an k�je
peperasmèno uposÔnolo eÐnai anex�rthto.

Parat rhsh 4.1.6. An h Xi paÐrnei timèc sto sÔnolo Ti tìte h dianusmatik  TM
(X1, . . . , Xn) paÐrnei timèc sto T1 × · · · × Tn. H anexarthsÐa twn Xi mporeÐ isodÔnama
na grafeÐ wc

f(X1,...,Xn)(t1, . . . , tn) = fX1(t1) · · · fXn(tn).

Prìblhma 4.1.8. DeÐxte ìti an oi diakritèc TM X kai Y eÐnai anex�rthtec tìte gia�

opoiad pote sÔnola A kai B isqÔei P [X ∈ A, Y ∈ B] = P [X ∈ A] P [Y ∈ B].

Prìblhma 4.1.9. DeÐxte ìti an oi X kai Y eÐnai anex�rthtec tìte kai oi f(X), g(Y )�

eÐnai anex�rthtec, ìpou f kai g eÐnai tuqoÔsec sunart seic.

Prìblhma 4.1.10. Oi X kai Y eÐnai anex�rthtec kai isìnomec kai P [X = 1] =�

4 'Oson afor� tic pijanojewrhtikèc touc idiìthtec dÔo TM pou eÐnai Ðsec sqedìn sÐgoura eÐnai ousiastik�

h Ðdia TM kai tic jewroÔme mÐa.
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P [X = −1] = 1/2. OrÐzoume Z = XY . DeÐxte ìti oi X, Y, Z eÐnai anex�rthtec an� dÔo

all� ìqi anex�rthtec.

Prìblhma 4.1.11. Oi X kai Y eÐnai anex�rthtec kai isìnomec kai P [X = k] = 2−k,�

k = 1, 2, . . .. UpologÐste tic posìthtec

1. P [min {X, Y } ≤ n],

2. P [Y > X],

3. P [X = Y ],

4. P [X ≥ kY ], gia dosmèno jetikì akèraio k,

5. P [X diaireÐ thn Y ],

6. P [X = rY ], gia dosmèno jetikì rhtì r.

Prìblhma 4.1.12. An f kai g eÐnai sunart seic Z → R me F =
∑∞

n=−∞ |f(n)| < ∞�

kai G =
∑∞

n=−∞ |g(n)| < ∞ deÐxte ìti to �jroisma

f ∗ g(n) =
∞∑

k=−∞
f(k)g(n− k) =

∞∑
k=−∞

f(n− k)g(k)

sugklÐnei gia k�je n ∈ Z kai ìti

∞∑
n=−∞

|f ∗ g(n)| ≤ F ·G.

An f, g ≥ 0 tìte f ∗ g ≥ 0 kai h parap�nw anisìthta isqÔei wc isìthta.

Orismìc 4.1.5. 'Estw f, g : Z → R sunart seic pou ikanopoioÔn
∑∞

n=−∞ |f(n)| < ∞ kai
omoÐwc gia thn g. H sun�rthsh f ∗ g pou orÐzetai sto Prìblhma 4.1.12 onom�zetai sunèlixh
twn f kai g.

Prìblhma 4.1.13. DeÐxte ìti f ∗ g = g ∗ f kai f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h, ìtan ìlec�

oi sunelÐxeic orÐzontai.

Parat rhsh 4.1.7. Qrhsimopoi¸ntac to Prìblhma 4.1.12 blèpoume ìti an f kai g eÐnai
puknìthtec pijanìthtac, an dhl. up�rqoun TM X kai Y tètoiec ¸ste f = fX kai g = fY ,
 , isodÔnama, an gia k�je mia apì tic f kai g isqÔoun ta

1. f(n) ≥ 0, gia k�je n ∈ Z,

2.
∑∞

n=−∞ f(n) = 1,

tìte kai h sunèlixh f ∗ g epÐshc eÐnai puknìthta pijanìthtac.
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Je¸rhma 4.1.1. An X kai Y eÐnai anex�rthtec TM me akèraiec timèc tìte

fX+Y (n) = fX ∗ fY (n),

gia k�je n ∈ Z.

Apìdeixh.

fX+Y (n) = P [X + Y = n]

=
∞∑

k=−∞
P [X + Y = n | Y = k] P [Y = k] (apì Je¸rhma 2.3.1)

=
∞∑

k=−∞
P [X = n− k] P [Y = k]

=
∞∑

k=−∞
fX(n− k)fY (k)

= fX ∗ fY (n).

�

Par�deigma 4.1.14. 'Estw X, Y anex�rthtec kai omoiìmorfec sto {0, . . . ,m}. Poia h
puknìthta pijanìthtac thc Z = X + Y ?

0 1 2 m

1/(m + 1)

Sq ma 6. H puknìthta thc omoiìmorfhc katanom c sto {0, . . . ,m}

Prèpei fusik� na upologÐsoume th sunèlixh fX ∗ fY   fX ∗ fX , afoÔ oi X kai Y eÐnai
isìnomec (èqoun dhl. thn Ðdia katanom ). To ìti h X eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto
{0, . . . ,m} shmaÐnei akrib¸c ìti

fX(n) =
1

m + 1
1 (0 ≤ n ≤ m) .

'Eqoume loipìn

fZ(n) =
∑

k

fX(k)fX(n− k)

=
1

(m + 1)2
∑

k

1 (0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ n− k ≤ m)

=
1

(m + 1)2
∑

k

1 (0 ≤ k ≤ m, n−m ≤ k ≤ n)

=
1

(m + 1)2
∑

k

1 (max {0, n−m} ≤ k ≤ min {m,n})
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Parathr¸ntac ìti
|{k : A ≤ k ≤ B}| = (B −A + 1)1 (A ≤ B) ,

paÐrnoume

fZ(n) =
1

(m + 1)2
(min {m,n} −max {0, n−m}+ 1)1 (max {0, n−m} ≤ min {m,n}) .

Gia na broÔme èna pio katanohtì tÔpo gia thn fZ(n) qwrÐzoume tic peript¸seic n < 0,
0 ≤ n ≤ m, m < n ≤ 2m kai 2m < n. Gia k�je mia apì autèc mporoÔme na upologÐsoume
tic timèc twn max {0, n−m},min {m,n}, kai katal goume sto apotèlesma

fZ(n) =


0 n < 0

n+1
(m+1)2

0 ≤ n ≤ m
2m−n+1
(m+1)2

m < n ≤ 2m

0 2m < n

0 1 m 2m

Sq ma 7. H puknìthta thc X + Y

Prìblhma 4.1.14. Na brejeÐ h fY (n) mèsw thc fX(n) an Y = X + t, ìpou t ènac�

stajerìc akèraioc.

4.2 Mèsh tim  miac TM

Orismìc 4.2.1. An X eÐnai mia TM me akèraiec timèc tìte orÐzoume th mèsh tim  thc X
mèsw tou tÔpou

E [X] =
∞∑

n=−∞
nfX(n), (4.5)

an h seir� sugklÐnei apìluta, an èqoume dhlad 

∞∑
n=−∞

|n|fX(n) < ∞. (4.6)

Genikìtera, an X : Ω → T ⊆ R eÐnai opoiad pote diakrit  TM, me T arijm simo, tìte h
mèsh tim c thc orÐzetai apì ton tÔpo

E [X] =
∑
t∈T

t · P [X = t], (4.7)

kai p�li mìno ìtan ∑
t∈T

|t| · P [X = t] < ∞, (4.8)
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Parat rhsh 4.2.1. EÐnai profanèc ìti o genikìteroc orismìc (4.7) sumpÐptei me ton
eidikìtero, gia thn perÐptwsh akèraiac TM, orismì (4.5).

EÐnai epÐshc fanerì ìti an ta endeqìmena As, s ∈ S, me arijm simo sÔnolo deikt¸n S,
apoteloÔn diamèrish tou deigmatikoÔ q¸rou Ω kai èqoun thn idiìthta ìti h TM X eÐnai
stajer  se k�je As me tim  cs tìte

E [X] =
∑
s∈S

cs P [As].

Parat rhsh 4.2.2. An h TM X paÐrnei peperasmènec mìno timèc tìte h mèsh tim  thc
up�rqei afoÔ h seir� (4.5) den eÐnai par� èna peperasmèno �jroisma. Gia par�deigma, an X
eÐnai to apotèlesma enìc sunhjismènou zarioÔ, tìte fX(n) = 1

61 (1 ≤ n ≤ 6) kai

E [X] =
1
6
1 +

1
6
2 + · · ·+ 1

6
6 = 3.5.

Genikìtera, an h TM X eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto {0, . . . ,m} tìte E [X] = m/2.

Parat rhsh 4.2.3. O lìgoc pou apaitoÔme na isqÔei h (4.6)   (4.8) gia na mil soume
gia th seir� (4.5)   (4.7) eÐnai ìti an den isqÔei h (4.6)   (4.8) tìte to �jroisma thc seir�c
(4.5)   (4.7) exart�tai apì thn oriak  diadikasÐa me thn opoÐa to orÐzoume,  , me �lla lìgia,
apì th seir� me thn opoÐa ajroÐzoume touc ìrouc thc (4.5)   thc (4.7).

An h TM X eÐnai p�nta mh arnhtik  kai h seir� (4.6)   (4.8) apoklÐnoun (isoÔntai me
+∞), tìte ja jewroÔme E [X] = ∞.

Prìblhma 4.2.1. An A ⊆ Ω eÐnai èna endeqìmeno kai X(ω) = 1 (ω ∈ A) upologÐste th�

E [X].

Prìblhma 4.2.2. An h X akoloujeÐ katanom  Poisson (deÐte (4.4)) me par�metro λ�

deÐxte ìti E [X] = λ.

Prìblhma 4.2.3. DeÐxte ìti an h stajer� C > 0 oristeÐ kat�llhla tìte h sun�rthsh�

f(n) = C
n2 1 (n ≥ 1) eÐnai puknìthta pijanìthtac kai ìti opoiad pote TM me puknìthta

fX ≡ f den èqei mèsh tim  E [X].

Prìblhma 4.2.4. An h puknìthta thc X eÐnai summetrik  wc prìc to shmeÐo x ∈ R,�

an dhl. isqÔei

f(n) = f(2x− n),∀n ∈ Z,

tìte, an up�rqei h E [X] èqoume E [X] = x.

Par�deigma 4.2.1. An T ∈ {1, 2, . . .} eÐnai o qrìnoc emf�nishc thc pr¸thc kor¸nac
se mia �peirh akoloujÐa rÐyewc enìc nomÐsmatoc pou èrqetai kor¸na me pijanìthta p, h
puknìthta thc T dÐnetai apì ton tÔpo

fT (n) = p(1− p)n−11 (n ≥ 1) ,
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opìte

E [T ] =
∞∑

n=1

p(1− p)n−1n.

PragwgÐzontac th seir�
∑∞

n=0 xn = (1− x)−1 kat� ìrouc paÐrnoume

∞∑
n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2
.

Efarmìzontac autì ton tÔpo gia x = 1− p paÐrnoume

E [T ] = p
1
p2

=
1
p
.

O mèsoc qrìnoc emf�nishc dhl. thc pr¸thc kor¸nac eÐnai antistrìfwc an�logoc thc pija-
nìthtac emf�nishc kor¸nac se mia rÐyh tou nomÐsmatoc.

H pio shmantik  idiìthta thc mèshc tim c eÐnai h grammikìtht� thc. EÐnai skìpimo na
tonisteÐ ed¸ pwc, antÐjeta me to Je¸rhma 4.2.3 parak�tw, to Je¸rhma 4.2.1 den apaiteÐ
anexarthsÐa twn TM. EkeÐ ègkeitai kai h meg�lh qrhsimìtht� tou.

Je¸rhma 4.2.1. An oi diakritèc TM X kai Y èqoun mèsh tim  kai λ, µ ∈ R eÐnai stajerèc,
tìte h TM Z = λX + µY èqei mèsh tim  kai E [Z] = λE [X] + µE [Y ].

Apìdeixh. 'Estw X : Ω → T1 kai Y : Ω → T2, ìpou ta sÔnola T1, T2 eÐnai arijm sima.
OrÐzoume ta endeqìmena

At = {X = s}, (s ∈ T1),

Bt = {Y = t} (t ∈ T2),

kai
Cs,t = {X = s, Y = t}, (s ∈ T1, t ∈ T2).

'Eqoume

E [X] =
∑
s∈T1

s P [As] =
∑
s∈T1

s
∑
t∈T2

P [Cs,t],

kai
E [Y ] =

∑
t∈T2

s P [Bt] =
∑
t∈T2

t
∑
s∈T1

P [Cs,t],

opìte
λE [X] + µE [Y ] =

∑
s∈T1,t∈T2

P [Cs,t](λs + µt) = E [Z] ,

afoÔ ta endeqìmena Cs,t, s ∈ T1, t ∈ T2, apoteloÔn diamèrish tou Ω sta opoÐa h TM Z eÐnai
stajer  (deÐte Parat rhsh 4.2.1).
�

Par�deigma 4.2.2. Sto Par�deigma 4.1.14 mporoÔme na upologÐsoume th E [X + Y ] qw-
rÐc na qrhsimopoi soume kajìlou th sun�rthsh puknìthtac thc X+Y pou upologÐsame ekeÐ.
Gia thn X èqoume apì to Prìblhma 4.2.4 ìti E [X] = m/2 afoÔ h omoiìmorfh katanom  sto
{0, . . . ,m} eÐnai summetrik  gÔrw apì to shmeÐo m/2. Tèloc E [X + Y ] = E [X] + E [Y ] =
2E [X] = 2m

2 = m.
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Par�deigma 4.2.3. 'Estw ìti h X akoloujeÐ th diwnumik  katanom  (deÐte Par�deigma
4.1.12) me paramètrouc p kai N , ìti èqoume dhlad 

fX(k) =
(

N

k

)
pk(1− p)N − k1 (0 ≤ k ≤ N) .

H X mporeÐ na ulopoihjeÐ wc to pl joc twn korwn¸n se N anex�rthtec rÐyeic
enìc nomÐsmatoc pou fèreni kor¸na me pijanìthta p. 'Ara, an sumbolÐsoume Xj =
1 (fèrnoume kor¸na sth j rÐyh) èqoume

X = X1 + · · ·+ XN ,

'Ara E [X] = E [X1] + · · ·+ E [XN ] = NE [X1] = Np.

Par�deigma 4.2.4. S' èna dwm�tio mpaÐnoun N �toma kai af noun ta kapèla touc ston
proj�lamo, ìpou ìmwc paÐzoun k�poia paidi� kai anakateÔoun ta kapèla. FeÔgontac ta N
�toma paÐrnoun apì èna kapèlo sthn tÔqh. Poioc eÐnai o mèsoc arijmìc twn atìmwn pou
paÐrnoun to dikì touc kapèlo?

H TM pou mac endiafèrei eÐnai h X, o arijmìc twn atìmwn, pou paÐrnoun to dikì touc
kapèlo. Ac eÐnai Xj , j = 1, . . . , N , oi TM Xj = 1 (to �tomo j paÐrnei to dikì tou kapèlo).
(Oi TM Xj den eÐnai anex�rthtec. GiatÐ?) EÐnai fanerì ìti

X = X1 + X2 + · · ·+ XN .

'Ara, apì to Je¸rhma 4.2.1 èqoume E [X] =
∑N

j=1 E [Xj ]. EpÐshc, lìgw thc sum-
metrÐac, èqoume ìti oi Xj eÐnai isìnomec, �ra E [X] = NE [X1]. Tèloc E [X1] =
P [o 1 paÐrnei to kapèlo tou] = 1/n, epÐshc lìgw thc summetrÐac. 'Ara E [X] = 1. EÐnai
entupwsiakì ìti to E [X] den exart�tai apì to N .

To <<sp�simo>> thc TM X san �jroisma �llwn aploustèrwn, kai m�lista deiktri¸n, TM
eÐnai èna polÔ qr simo ergaleÐo sth lÔsh problhm�twn.

To parak�tw eÐnai exairetik� qr simo se upologismoÔc.

Je¸rhma 4.2.2. An X eÐnai mia diakrit  TM (ìqi anagkastik� arijmhtik ) kai f mia
arijmhtik  sun�rthsh orismènh sto pedÐo tim¸n T thc X tìte h TM f(X) èqei mèsh tim 
an ∑

t∈T

|f(t)|P [X = t] < ∞,

kai aut  tìte isoÔtai me

E [f(X)] =
∑
t∈T

f(t) P [X = t].

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh an efarmìsoume thn Parat rhsh 4.2.1 sth diamèrish
Ω =

⋃
t∈T {X = t}.

�

Parat rhsh 4.2.4. Met� to Je¸rhma 4.2.2 eÐnai fanerì pwc h sunj kec (4.6) kai (4.8)
den eÐnai tÐpote �llo apì th sunj kh E [|X|] < ∞ (h mèsh tim  miac mh arnhtik c TM up�rqei
p�nta kai eÐnai peperasmènoc arijmìc   +∞).

Prìblhma 4.2.5. 'Otan agor�zete èna sugkekrimèno proðìn up�rqei p�nta mèsa�

sth suskeuasÐa èna paiqnÐdi-èkplhxh. Up�rqoun c diaforetik� tètoia paiqnÐdia pou
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mporeÐ na breÐte mèsa sth suskeuasÐa kai ìla aut� ta paiqnÐdia eÐnai ex Ðsou pijanì na

emfanistoÔn. Agor�zete èna tètoio proðìn k�je mèra. Poioc eÐnai o mèsoc arijmìc hmer¸n

pou pern�ei apì tìte pou ja breÐte to j-ostì nèo paiqnÐdi mèqri na breÐte to (j + 1)-ostì
nèo paiqnÐdi? Poioc eÐnai o mèsoc arijmìc hmer¸n pou pern�ei èwc ìtou breÐte kai ta c
diaforetik� paiqnÐdia?

Je¸rhma 4.2.3. An oi TM X kai Y eÐnai anex�rthtec kai èqoun mèsec timèc tìte kai h
XY èqei mèsh tim  kai E [XY ] = E [X] E [Y ].

Apìdeixh. 'Estw X : Ω → T1 kai Y : Ω → T2, ìpou ta sÔnola T1, T2 eÐnai arijm sima.
'Opwc kai sthn apìdeixh tou Jewr matoc 4.2.1 orÐzoume ta endeqìmena

Cs,t = {X = s, Y = t}, (s ∈ T1, t ∈ T2).

'Eqoume

E [|XY |] =
∑

s∈T1,t∈T2

|st|P [Cs,t]

=
∑

s∈T1,t∈T2

|st|P [X = s] P [Y = t] apì anexarthsÐa twn X, Y

=
∑
s∈T1

|s|P [X = s] ·
∑
t∈T2

|t|P [Y = t]

= E [|X|] E [|Y |] < ∞,

opìte èqoume deÐxei ìti h XY èqei mèsh tim . OmoÐwc

E [XY ] =
∑

s∈T1,t∈T2

st P [Cs,t]

=
∑

s∈T1,t∈T2

st P [X = s] P [Y = t] apì anexarthsÐa twn X, Y

=
∑
s∈T1

s P [X = s] ·
∑
t∈T2

t P [Y = t]

= E [X] E [Y ] .

�

Parat rhsh 4.2.5. OmoÐwc prokÔptei ìti an oi X1, . . . , XN eÐnai èna anex�rthto sÔnolo
apì TM tìte E [X1 · · ·XN ] = E [X1] · · ·E [XN ].

Parat rhsh 4.2.6. H sunj kh <<X, Y anex�rthtec>> de mporeÐ na paraleifjeÐ sto Je¸-
rhma 4.2.3. Ac eÐnai, gia par�deigma, A kai B dÔo xèna metaxÔ touc endeqìmena me jetik 
pijanìthta to kajèna, kai X = 1A, Y = 1B oi antÐstoiqec deÐktriec TM (deÐte to Par�-
deigma 4.1.8). 'Eqoume tìte XY = 1A∩B = 1∅ �ra E [XY ] = 0 en¸ E [X] = P [A] > 0 kai
E [Y ] = P [B] > 0.

Par�deigma 4.2.5. 'Ena swm�tio ekteleÐ èna <<tuqaÐo perÐpato>> wc ex c: th qronik 
stigm  0 brÐsketai sth jèsh 0 tou �xona twn akeraÐwn arijm¸n. Se k�je akèraia qronik 
stigm  rÐqnei èna tÐmio nìmisma kai an èrjei kor¸na metakineÐtai mia mon�da arister�, al-
li¸c p�ei mia mon�da dexi�. An loipìn gr�youme Xj gia th metakÐnhsh tou swmatÐou kat�
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th qronik  stigm  j èqoume Xj ∈ {−1,+1} kai P [Xj = −1] = P [Xj = +1] = 1/2, �ra
E [Xj ] = 1

2(−1) + 1
21 = 0. H jèsh tou swmatidÐou th qronik  stigm  n, èstw Sn, mporeÐ na

grafeÐ wc
Sn = X1 + · · ·+ Xn,

opìte, apì th grammikìthta thc mèshc tim c èqoume epÐshc E [Sn] = 0 gia k�je n.
Ac upologÐsoume tèloc th <<mèsh tetragwnik  apìstash>> tou swmatidÐou apì to 0 th

qronik  stigm  n. Aut  eÐnai h posìthta
√

E [S2
n] kai èqoume

S2
n = (X1 + · · ·+ Xn)2 =

n∑
j=1

X2
j + 2

∑
i<j

XiXj ,

ìpou to deÔtero �jroisma eÐnai gia ìlouc touc deÐktec i, j = 1, . . . , n, me i < j. Epeid 
Xi kai Xj eÐnai anex�rthtec an i 6= j kai E [Xi] = 0 èqoume ìti oi mèsec timèc ìlwn twn

prosjetèwn sto deÔtero �jroisma eÐnai 0. Tèloc èqoume E
[
X2

j

]
= 1 afoÔ X2

j = 1 p�nta.

'Ara E
[
S2

n

]
= n kai h mèsh tetragwnik  apìstash apì to 0 eÐnai

√
n.

Prìblhma 4.2.6. 'Eqoume n paÐktec pou rÐqnoun apì èna z�ri o kajènac. An X eÐnai�

to pl joc twn zeug¸n pou fèrnoun ton Ðdio arijmì na brejeÐ h E [X].

Prìblhma 4.2.7. 'Eqoume n zeug�ria kai apì aut� ta 2n �toma èna tuqaÐo uposÔnolo�

megèjouc m pejaÐnei. Na brejeÐ o mèsoc arijm¸n twn zeugari¸n pou èqoun apomeÐnei.

Prìblhma 4.2.8. 'Eqoume dÔo kouti� pou sthn arq  perièqoun n kìkkinouc b¸louc�

to pr¸to kai n mple b¸louc to deÔtero. Se k�je qronik  stigm  b�zoume apì èna qèri

se k�je koutÐ, pi�noume apì èna b¸lo kai touc enal�ssoume. Na brejeÐ o mèsoc arijmìc

kìkkinwn b¸lwn sto pr¸to koutÐ met� apì k tètoiec enallagèc.

Upìdeixh: 'Enac kìkkinoc b¸loc eÐnai sto pr¸to koutÐ met� apì k b mata an kai mìno

an èqei epilegeÐ gia enallag  èna �rtio arijmì for¸n.

4.3 Diaspor� miac TM kai anisìthtec apìklishc

Orismìc 4.3.1. An X eÐnai mia TM me mèsh tim  µ = E [X] tìte h diaspor� thc X eÐnai
h posìthta Var [X] = σ2(X) = E

[
(X − µ)2

]
. OrÐzoume epÐshc thn tupik  apìklish thc X

wc thn posìthta σ(X) =
√

Var [X].

Parat rhsh 4.3.1. Apì ton Orismì 4.3.1 gÐnetai fanerì ìti h diaspor� kai h tupik 
apìklish miac TM metroÔn to pìso pijanì eÐnai na apoklÐnei h TM X apì th mèsh tim  thc.

Parat rhsh 4.3.2. Epeid  h TM (X − µ)2 ≥ 0 h diaspor� thc X up�rqei p�nta kai
eÐnai peperasmènoc mh arnhtikìc arijmìc   +∞, upì thn proôpìjesh mìno ìti h X èqei mèsh
tim , dhl. E [|X|] < ∞.

Prìblhma 4.3.1. An h TM èqei E
[
X2

]
< ∞ tìte èqoume anagkastik� kai E [|X|] < ∞.�

Upìdeixh: Gr�yte X = Y + Z, ìpou Y = X1 (|X| ≤ 1) kai Z = X − Y . DeÐxte ìti

E [|Y |] < ∞ kai E [|Z|] < ∞.
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Prìblhma 4.3.2. An E
[
X2

]
< ∞ tìte isqÔei Var [X] = E

[
X2

]
− E [X]2.�

Prìblhma 4.3.3. DeÐxte ìti an c eÐnai stajer� tìte Var [X − c] = Var [X] =�

Var [−X].

Prìblhma 4.3.4. DeÐxte ìti an Var [X] = 0 tìte X = E [X] sqedìn sÐgoura.�

Par�deigma 4.3.1. An h X eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto {0, . . . ,m} tìte

E
[
X2

]
=

m∑
k=0

1
m + 1

k2 =
1
6
m(2m + 1)

qrhsimopoi¸ntac to apotèlesma tou Probl matoc 1.1.1. EpÐshc E [X] = m/2 afoÔ h puk-
nìthta thc X eÐnai summetrik  gÔrw apì to m/2. Opìte, qrhsimopoi¸ntac ton tÔpo tou
Probl matoc 4.3.2 èqoume

Var [X] =
1
6
m(2m + 1)− m2

4
=

m(m + 2)
12

.

Je¸rhma 4.3.1. An oi TM X1, . . . , Xn eÐnai anex�rthtec an� dÔo kai èqoun mèsh tim 
tìte

Var [X1 + · · ·+ Xn] = Var [X1] + · · ·+ Var [Xn] .

Apìdeixh. Ac eÐnai µj = E [Xj ], j = 1, . . . , n. H mèsh tim  thc S = X1 + · · ·+Xn up�rqei
kai isoÔtai me µ = µ1 + · · ·+ µn, opìte

Var [S] = E
[
(S − µ)2

]
= E

 n∑
j=1

(Xj − µj)

2
= E

 n∑
j=1

(Xj − µj)2 + 2
∑
i<j

(Xi − µi)(Xj − µj)


=

n∑
j=1

Var [Xj ] + 2
∑
i<j

E [(Xi − µi)(Xj − µj)] .

H apìdeixh telei¸nei me thn parat rhsh ìti E [(Xi − µi)(Xj − µj)] = 0 an i 6= j, afoÔ oi
TM Xi − µi kai Xj − µj eÐnai anex�rthtec kai èqoun mèsh tim  0.
�

Par�deigma 4.3.2. 'Estw ìti h X akoloujeÐ th diwnumik  katanom  (deÐte Par�deigma
4.1.12) me paramètrouc p kai N . H X mporeÐ na ulopoihjeÐ wc to pl joc twn korwn¸n
se N anex�rthtec rÐyeic enìc nomÐsmatoc pou fèreni kor¸na me pijanìthta p. 'Ara, an
sumbolÐsoume Xj = 1 (fèrnoume kor¸na sth j rÐyh) èqoume

X = X1 + · · ·+ XN ,

'Ara Var [X] = Var [X1]+ · · ·+Var [XN ] = NVar [X1] = Np(1−p), afoÔ eÔkola blèpoume
ìti Var [X1] = p(1− p).
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Je¸rhma 4.3.2. (Anisìthta Markov) An X ≥ 0 èqei mèsh tim  µ ∈ R tìte

P [X ≥ λµ] ≤ 1
λ

.

Apìdeixh. OrÐzoume to endeqìmeno A = {X ≥ λµ}. An T eÐnai to sÔnolo tim¸n thc X
tìte, apì ton orismì thc E [X], èqoume

µ =
∑
t∈T

t P [X = t]

=
∑

t∈T,t<λµ

t P [X = t] +
∑

t∈T,t≥λµ

t P [X = t]

≥
∑

t∈T,t≥λµ

t P [X = t]

≥
∑

t∈T,t≥λµ

λµ P [X = t]

= λµ P [A].

H anisìthta prokÔptei afoÔ diarèsoume dia tou λµ.
�

Pìrisma 4.3.1. (Anisìthta Chebyshev) An h X èqei peperasmènh diaspor� σ2 kai
mèsh tim  µ tìte

P [|X − µ| ≥ λσ] ≤ 1
λ2

.

Apìdeixh. OrÐzoume th mh-arnhtik  TM Y = (X − µ)2 me E [Y ] = σ2 kai efarmìzoume
se aut  thn anisìthta tou Markov(Je¸rhma 4.3.2). PaÐrnoume

P [|X − µ| ≥ λσ] = P
[
Y ≥ λ2σ2

]
≤ 1

λ2
.

�

Prìblhma 4.3.5. 'Estw g : [0,∞) → [0,∞) mia austhr� aÔxousa sun�rthsh kai X�

mia TM tètoia ¸ste E [g(|X|)] < ∞. DeÐxte ìti

P [|X| ≥ λ] ≤ E [g(|X|)]
g(λ)

.

Prìblhma 4.3.6. (AkoloujoÔme to sumbolismì kai orologÐa tou ParadeÐgmatoc�

4.2.5.) QrhsimopoieÐste thn anisìthta tou Chebyshevgia na breÐte èna �nw fr�gma gia

thn P [|Sn| > n/10].

Prìblhma 4.3.7. 'Estw X mia TM pou akoloujeÐ th gewmetrik  katanom  (4.2) me�

par�metro p = 1/2. BreÐte �nw fr�gmata gia thn posìthta P [X ≥ 10] qrhsimopoi¸ntac
thn anisìthta Markovkai thn anisìthta tou Chebyshevkai sugkrÐnetè ta metaxÔ touc kaj¸c

kai me thn akrib  tim  gi' aut  thn posìthta.

66

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Markov.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Chebyshev.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Markov.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Chebyshev.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Markov.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Chebyshev.html


4.4 Genn triec sunart seic

Orismìc 4.4.1. An X eÐnai mia TM pou paÐrnei timèc sto sÔnolo N = {0, 1, 2, . . .} tìte h
genn tria sun�rthsh thc X eÐnai h sun�rthsh

ΦX(t) = E
[
tX

]
=

∞∑
n=0

fX(n)tn, (|t| ≤ 1).

Parat rhsh 4.4.1. ApodeiknÔetai ìti h �peirh seir� ston orismì 4.4.1 sugklÐnei gia ìla
ta t me |t| ≤ 1.

Par�deigma 4.4.1. An X = c sqedìn sÐgoura tìte ΦX(t) = tc.

Par�deigma 4.4.2. An h X akoloujeÐ gewmetrik  katanom  (4.2) me par�metro p tìte

ΦX(t) =
∞∑

n=1

tnp(1− p)n−1

=
p

1− p

∞∑
n=1

(t(1− p))n

=
p

1− p

(
1

1− t(1− p)
− 1

)
=

pt

1− (1− p)t
.

Par�deigma 4.4.3. An h X akoloujeÐ th diwnumik  katanom  (4.3) me paramètrouc N
kai p, tìte

ΦX(t) =
N∑

n=0

tn
(

N

n

)
pn(1− p)N−n

=
N∑

n=0

(
N

n

)
(tp)n(1− p)N−n

= (1− p + pt)N (me efarmog  tou diwnmikoÔ Jewr matoc 3.4.1.)

Par�deigma 4.4.4. An h X akoloujeÐ katanom  Poisson (4.4) me par�metro λ > 0 tìte

ΦX(t) =
∞∑

n=0

tne−λ λn

n!
== e−λ

∞∑
n=0

(tλ)n

n!
= e−λetλ = eλ(1−t).

Je¸rhma 4.4.1. An X1, . . . , Xr eÐnai anex�rthtec TM kai Y = X1 + · · ·+ Xr tìte

ΦY (t) = ΦX1(t) · · ·ΦXr(t).

Apìdeixh. ΦY (t) = E
[
tY

]
= E

[
tX1 · tX2 · · · tXr

]
. Oi TM tX1 , . . . , tXr eÐnai ki autèc

anex�rthtec �ra ΦY (t) = E
[
tX1

]
· · ·E

[
tXr

]
= ΦX1(t) · · ·ΦXr(t).

�
To epìmeno polÔ shmantikì je¸rhma to deqìmaste qwrÐc apìdeixh.

Je¸rhma 4.4.2. An dÔo TM X kai Y (pou paÐrnoun timèc sto N) èqoun thn Ðdia genn tria
sun�rthsh tìte eÐnai isìnomec.
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Qrhsimopoi¸ntac ta Jewr mata 4.4.1 kai 4.4.2 mporoÔme eÔkola na deÐxoume to akìlou-
jo.

Je¸rhma 4.4.3. (a) An oi X1, . . . , Xr eÐnai anex�rthtec kai h Xi akoloujeÐ th diwnumik 
katanom  me paramètrouc Ni kai p tìte h Y = X1 + · · · + Xr akoloujeÐ th diwnumik 
katanom  me paramètrouc N1 + · · ·+ Nr kai p.
(b) An oi X1, . . . , Xr eÐnai anex�rthtec kai h Xi akoloujeÐ th katanom  Poisson me par�metro
λi > 0 tìte h Y = X1 + · · ·+Xr akoloujeÐ th katanom  Poisson me par�metro λ1 + · · ·+λr.

Apìdeixh. (a) 'Eqoume ΦXi(t) = (1− p + pt)Ni kai apì thn anexarthsÐa èqoume

ΦY (t) = ΦX1(t) · · ·ΦXr(t) = (1− p + pt)N1+···+Nr .

All� kai h diwnumik  katanom  me paramètrouc N1 + · · ·+ Nr kai p èqei thn Ðdia genn tria
sun�rthsh, �ra (Je¸rhma 4.4.2) aut  eÐnai h katanom  thc Y .

(b) 'Eqoume ΦXi(t) = eλi(1−t) kai apì thn anexarthsÐa èqoume

ΦY (t) = ΦX1(t) · · ·ΦXr(t) = e(λ1+···+λr)(1−t).

All� kai h katanom  Poisson me par�metro λ1 + · · ·+ λr èqei thn Ðdia genn tria sun�rthsh,
�ra (Je¸rhma 4.4.2) aut  eÐnai h katanom  thc Y .
�

Prìblhma 4.4.1. UpologÐste th genn tria sun�rthsh thc omoiìmorfhc katanom c�

sto {a, . . . , b}, 0 ≤ a < b.

Prìblhma 4.4.2. An h TM X èqei genn tria sun�rthsh th ΦX(t) poia eÐnai h puknì-�

thta miac TM pou èqei genn tria sun�rthsh th ΦX(t2)?
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