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1. Το ϑεώρηµα κατηγορίας του Baire

Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου λέγεται πουθενά πυκνό αν
(
A
)◦

= ∅. ΄Ενα σύνολο λέγεται
1ης κατηγορίας αν είναι αριθµήσιµη ένωση πουθενά πυκνών συνόλων.

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και Gn ⊂ X µια ακολουθία ανοιχτών και πυκνών συνόλων.

Τότε η τοµή A :=
∞⋂

n=1

Gn είναι πυκνό σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω D τυχόντας ανοιχτός δίσκος. Αρκεί να δείξουµε ότι A ∩ D , ∅. Αφού τα Gn είναι ανοιχτά
και πυκνά, µπορούµε να επιλέξουµε επαγωγικά µια ακολουθία ανοιχτών δίσκων Dn τέτοια ώστε

D1 ⊂ D, Dn+1 ⊂ Dn, Dn ⊂ Gn, diam(Dn) <
1
n
.

Τότε

B :=
∞⋂

n=1

Dn ⊂ A και B ⊂ D.

Εποµένως αρκεί να δείξουµε ότι B , ∅. Επιλέγουµε xn ∈ Dn. Τότε η xn είναι Cauchy διότι για n ≥ m έχουµε

ρ(xn, xm) ≤ diam(Dm) <
1
m
.

Αφού ο X είναι πλήρης, έχουµε ότι xn → x για κάποιο x. Αλλά xm ∈ Dn για κάθε m ≥ n άρα x ∈ Dn για κάθε
n. ΄Οµως Dn+1 ⊂ Dn, συνεπώς x ∈ B. �

Θεώρηµα (Baire). ΄Ενας πλήρης µετρικός χώρος δεν είναι 1ης κατηγορίας.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο X είναι πλήρης και ότι X =

∞⋃
n=1

An, όπου τα An είναι πουθενά πυκνά. Τότε
∞⋂

n=1

(
An

){
= ∅

και τα
(
An

){
είναι ανοιχτά και πυκνά, άτοπο από το προηγούµενο ϑεώρηµα. �

Παράδειγµα. Το Q είναι 1ης κατηγορίας, το R είναι πλήρης χώρος, άρα Q , R. ΄Αλλη µια απόδειξη ότι
υπάρχουν άρρητοι αριθµοί.

Παράδειγµα. Αν f j : R → R, j ∈ J, είναι µια οικογένεια κατά σηµείο ϕραγµένων συνεχών συναρτήσεων,
τότε υπάρχει ένα διάστηµα πάνω στο οποίο οι f j είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες. Πράγµατι έχουµε ότι

R =

∞⋃
n=1

⋂
j∈J

{x : | f j(x)| ≤ n} =

∞⋃
n=1

An.

Αφού οι f j είναι συνεχείς, τα An είναι κλειστά. Από το ϑεώρηµα του Baire, το R δεν είναι 1ης κατηγορίας,
άρα κάποιο από τα An έχει µη κενό εσωτερικό, εποµένως περιέχει ένα διάστηµα. Πάνω σ’αυτό το διάστηµα
οι f j είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες.
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2. Χώροι Banach

Ορισµός. ΄Ενας χώρος µε νόρµα είναι ένα Ϲευγάρι (X, ‖ · ‖), όπου X είναι ένας γραµµικός χώρος, και

‖ · ‖ : X → [0,∞)

µια απεικόνιση (η νόρµα) έτσι ώστε για κάθε x, y ∈ X, λ ∈ F, έχουµε :

(1) ‖x‖ = 0⇔ x = 0.
(2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖.
(3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

΄Ενας χώρος µε νόρµα είναι µετρικός χώρος µέσω της µετρικής ρ(x, y) = ‖x − y‖. Η πρόσθεση και ο
ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός είναι συνεχείς απεικονίσεις. Σύγκλιση ως προς τη νόρµα µιας ακολουθίας xn

σε κάποιο x σηµαίνει ‖xn − x‖ → 0.

Ορισµός. ΄Ενας πλήρης χώρος µε νόρµα λέγεται χώρος Banach.

Κάθε κλειστός (γραµµικός) υπόχωρος ενός χώρου Banach είναι χώρος Banach.

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Ο X είναι Banach αν και µόνο αν :
Για κάθε ακολουθία xn στον X έχουµε

∞∑
n=1

‖xn‖ < ∞ ⇒ η σειρά
∞∑

n=1

xn συγκλίνει (ως προς τη νόρµα).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο X είναι Banach και ότι
∞∑

n=1

‖xn‖ < ∞. Τότε για n > m έχουµε

∥∥∥∥∥∥∥
n∑

k=1

xk −

m∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

‖xk‖.

΄Αρα η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς είναι Cauchy, εποµένως η σειρά συγκλίνει.
Αντίστροφα, αν xn είναι µια ακολουθία Cauchy, τότε µπορούµε επαγωγικά να επιλέξουµε µια υπα-

κολουθία xkn τέτοια ώστε ‖xkn+1 − xkn‖ ≤ 2−n, άρα
∞∑

n=1

‖xkn+1 − xkn‖ < ∞. Εποµένως, από υπόθεση, η σειρά

∞∑
n=1

(xkn+1 − xkn ) συγκλίνει. Αλλά η σειρά αυτή είναι τηλεσκοπική: η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων

της είναι η ακολουθία xkn+1 − xk1 . ΄Αρα η xkn συγκλίνει. Συνεπώς και η xn συγκλίνει (αν µια ακολουθία
Cauchy έχει συγκλίνουσα υπακολουθία τότε συγκλίνει). �

Παράδειγµα. ΄Εστω C([−1, 1]) ο χώρος των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων στο [−1, 1] µε νόρµα

‖ f ‖1 =

∫ 1

−1
| f (x)| dx.

Τότε ο (C([−1, 1]), ‖ · ‖1) δεν είναι χώρος Banach διότι η ακολουθία

fn(x) =


0, −1 ≤ x ≤ 0
nx, 0 ≤ x ≤ 1/n
1, 1/n ≤ x ≤ 1

είναι Cauchy αλλά δεν συγκλίνει σε συνεχή συνάρτηση (αν συνέκλινε, το όριο της ϑα ήταν ταυτοτικά 0 στο
[−1, 0] και ταυτοτικά 1 στο (0, 1]).

Παράδειγµα (Ο χώρος των ϕραγµένων συνεχών συναρτήσεων). ΄Εστω X µετρικός χώρος. Θέτουµε

Cb(X) = { f : X → F | f συνεχής και ϕραγµένη} ,

‖ f ‖∞ = sup
x∈X
| f (x)|, f ∈ Cb(X).

Τότε ο (Cb(X), ‖ · ‖∞) είναι χώρος Banach. Πράγµατι, αν fn είναι µια ακολουθία Cauchy ως προς τη νόρµα,
τότε η fn είναι οµοιόµορφα Cauchy, άρα συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια ϕραγµένη συνεχή συνάρτηση f ,

εποµένως fn
‖·‖∞
−→ f .
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Παράδειγµα (Ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων που «µηδενίζονται στο άπειρο»). ΄Εστω X µετρικός χώρος.
Θέτουµε

C0(X) = { f : X → F | f συνεχής και για κάθε ε > 0, το σύνολο {x : | f (x)| ≥ ε} είναι συµπαγές} .

Τότε ο C0(X) είναι κλειστός υπόχωρος του (Cb(X), ‖ · ‖∞), άρα είναι χώρος Banach. Πράγµατι, το ότι ο C0(X)
αποτελείται από ϕραγµένες συναρτήσεις προκύπτει από το ότι µια συνεχής συνάρτηση είναι ϕραγµένη σ’ένα
συµπαγές σύνολο. Το ότι ο C0(X) είναι γραµµικός υπόχωρος προκύπτει από τις σχέσεις

{x : | f (x) + g(x)| ≥ ε} ⊂ {x : | f (x)| ≥ ε/2} ∪ {x : |g(x)| ≥ ε/2},

{x : |λ f (x)| ≥ ε} = {x : | f (x)| ≥ ε/|λ|} (λ , 0).
Τέλος, αν fn ∈ C0(X) µε fn → f , τότε για κάθε ε > 0, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε ‖ fn0 − f ‖∞ < ε/2. ΄Αρα

{x : | f (x)| ≥ ε} ⊂ {x : | fn0 (x)| ≥ ε/2}.

Συνεπώς f ∈ C0(X), το οποίο σηµαίνει ότι ο C0(X) είναι κλειστός.

Παράδειγµα (Ο χώρος όλων των µιγαδικών µέτρων σε µια σ-άλγεβρα). ΄Εστω X ένα σύνολο, και A µια
σ-άλγεβρα στο X. Θέτουµε

M(X,A ) = το σύνολο όλων των µιγαδικών µέτρων στην A

|µ|(A) = sup

 ∞∑
i=1

|µ(Ai)| : {Ai}
∞
i=1 µετρήσιµη διαµέριση του A

 για A ∈ A , µ ∈ M(X,A )

‖µ‖ = |µ|(X).
Τότε ο (M(X,A ), ‖ · ‖) είναι χώρος Banach. Αρκεί να δείξουµε ότι αν µn είναι µια ακολουθία µέτρων µε
∞∑

n=1

‖µn‖ < ∞, τότε η σειρά
∞∑

n=1

µn συγκλίνει ως προς τη νόρµα. Για κάθε A ∈ A έχουµε

∞∑
n=1

|µn(A)| ≤
∞∑

n=1

‖µn‖ < ∞,

άρα η σειρά
∞∑

n=1

µn (A) συγκλίνει απόλυτα. Θέτουµε λοιπόν µ(A) =

∞∑
n=1

µn(A). Θα δείξουµε ότι το µ είναι

µιγαδικό µέτρο και ότι
∞∑

n=1

µn = µ. ΄Εστω Ai µια ακολουθία ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων. Τότε

µ

 ∞⋃
i=1

Ai

 =

∞∑
n=1

∞∑
i=1

µn (Ai) =

∞∑
i=1

∞∑
n=1

µn (Ai) =

∞∑
i=1

µ (Ai) .

Στη διπλή σειρά µπορέσαµε να αλλάξουµε τη σειρά της άθροισης διότι
∞∑

n=1

∞∑
i=1

|µn(Ai)| ≤
∞∑

n=1

|µn|

 ∞⋃
i=1

Ai

 ≤ ∞∑
n=1

‖µn‖ < ∞.

΄Αρα το µ είναι µιγαδικό µέτρο. Τέλος για κάθε {Ai}
∞
i=1 µετρήσιµη διαµέριση του X έχουµε

∞∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣
 n∑

k=1

µk − µ

 (Ai)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

∞∑
i=1

|µk (Ai) | ≤
∞∑

k=n+1

‖µk‖ < ∞.

Παίρνοντας supremum ως προς όλες τις µετρήσιµες διαµερίσεις∥∥∥∥∥∥∥
n∑

k=1

µk − µ

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

k=n+1

‖µk‖ → 0

καθώς n→ ∞.

Παράδειγµα (Οι χώροι Lp, p ≥ 1). ΄Εστω (X,A , µ) χώρος ϑετικού µέτρου, και p ≥ 1. Θέτουµε

Lp(X,A , µ) =

{
f : X → F | f µετρήσιµη και

∫
| f |p < ∞

}

‖ f ‖p =

(∫
| f |p

)1/p

.
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Τότε ο (Lp(X,A , µ), ‖ · ‖p) είναι χώρος Banach (ταυτίζουµε συναρτήσεις που συµφωνούν σχεδόν παντού).

Πράγµατι, έστω fn µια ακολουθία στον Lp µε
∞∑

n=1

‖ fn‖p < ∞. Θέτουµε

g(x) =

∞∑
n=1

| fn(x)|.

Τότε από ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης και ανισότητα Minkowski παίρνουµε(∫
gp

)1/p

≤

∞∑
n=1

‖ fn‖p < ∞.

΄Αρα η g ανήκει στον Lp και εποµένως είναι σχεδόν παντού πεπερασµένη. Αυτό σηµαίνει ότι η σειρά
∞∑

n=1

fn(x)

συγκλίνει απόλυτα για σχεδόν όλα τα x. Θέτουµε λοιπόν f (x) =

∞∑
n=1

fn(x). Τότε f ∈ Lp και από ϑεώρηµα

κυριαρχηµένης σύγκλισης και ανισότητα Minkowski∥∥∥∥∥∥∥ f −
n∑

k=1

fk

∥∥∥∥∥∥∥
p

≤

∞∑
k=n+1

‖ fk‖p → 0

καθώς n→ ∞.
Ο χώρος Lp(Rn) (µέτρο Lebesgue) είναι διαχωρίσιµος διότι αν ϑέσουµε

R = {[a1, b1] × · · · × [an, bn] : a1 < b1, . . . , an < bn ϱητοί}

D = {χR : R ∈ R}

τότε το D είναι αριθµήσιµο και 〈D〉 = Lp(Rn).

Παράδειγµα (Ο χώρος L∞). ΄Εστω (X,A , µ) χώρος ϑετικού µέτρου. Θέτουµε

L∞(X,A , µ) = { f : X → F | f µετρήσιµη και ουσιωδώς ϕραγµένη}

‖ f ‖∞ = inf{M > 0 : µ({x : | f (x)| > M}) = 0}.
΄Οπως στο προηγούµενο παράδειγµα, ο L∞ είναι χώρος Banach. Σε αντίθεση µε το προηγούµενο παράδειγ-
µα, ο L∞(Rn) δεν είναι διαχωρίσιµος, διότι αν ϑέσουµε

R = {[a1, b1] × · · · × [an, bn] : a1 < b1, . . . , an < bn πραγµατικοί}

D = {χR : R ∈ R}

τότε το D είναι υπεραριθµήσιµο και τα στοιχεία του έχουν ανά δύο απόσταση 1.

Ειδικές περιπτώσεις των προηγούµενων χώρων είναι οι κλασικοί ακολουθιακοί χώροι :

• c0 =

{
x ∈ FN : lim

n
x(n) = 0

}
, ‖x‖∞ = sup

n
|x(n)|

(c0 = C0(N), όπου το N έχει τη διακριτή µετρική)

• `p =

x ∈ FN :
∞∑

n=1

|x(n)|p < ∞

 , ‖x‖p =

 ∞∑
n=1

|x(n)|p
1/p

(`p = Lp(N,P(N), µ), όπου το µ είναι το αριθµητικό µέτρο µ(A) = card(A))

• `∞ =

{
x ∈ FN : sup

n
|x(n)| < ∞

}
, ‖x‖∞ = sup

n
|x(n)|

(`∞ = L∞(N,P(N), µ), όπως πριν)
Οι χώροι c0 και `p, 1 ≤ p < ∞ είναι διαχωρίσιµοι διότι η γραµµική ϑήκη του συνόλου

{en : n ∈ N}, όπου en(k) = 0 αν n , k και en(n) = 1,

είναι πυκνή στους χώρους αυτούς. Αντίθετα, ο `∞ δεν είναι διαχωρίσιµος, διότι το σύνολο

{χA : A ⊂ N}

είναι υπεραριθµήσιµο και τα στοιχεία του έχουν ανά δύο απόσταση 1.
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3. Φραγµένοι γραµµικοί τελεστές

Ορισµός. ΄Εστω X, Y χώροι µε νόρµα. ΄Ενας γραµµικός τελεστής (τελεστής = απεικόνιση) T : X → Y λέγεται
ϕραγµένος αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε ‖T (x)‖ ≤ M‖x‖ για κάθε x ∈ X. Το infimum αυτών των M λέγεται
νόρµα του τελεστή και συµβολίζεται µε ‖T‖.

Παρατηρήσεις.

• Αν ο T είναι ϕραγµένος, τότε ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖·‖x‖ για κάθε x, διότι για ε > 0 αυθαίρετο, υπάρχει M > 0
τέτοιο ώστε M < ‖T‖+ ε και ‖T (x)‖ ≤ M‖x‖. Αλλά τότε ‖T (x)‖ < (‖T‖+ ε)‖x‖, άρα ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ · ‖x‖.

• Αν ο T είναι ϕραγµένος, τότε

‖T‖ = sup
‖x‖=1
‖T (x)‖ = sup

‖x‖≤1
‖T (x)‖.

Πράγµατι, αν M1 είναι το πρώτο supremum στην παραπάνω σχέση και M2 το δεύτερο, τότε προ-
ϕανώς M1 ≤ M2 ≤ ‖T‖. Τώρα, για x , 0 έχουµε∥∥∥∥∥∥T

(
x
‖x‖

)∥∥∥∥∥∥ ≤ M1,

άρα ‖T (x)‖ ≤ M1‖x‖. Εποµένως ‖T‖ ≤ M1.
• ΄Ενας τελεστής T είναι ϕραγµένος αν και µόνο είναι συνεχής. Πράγµατι, αν ο T είναι συνεχής,

τότε υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε ‖x‖ < δ⇒ ‖T (x)‖ < 1. Εποµένως για x , 0∥∥∥∥∥∥T
(
δx

2‖x‖

)∥∥∥∥∥∥ < 1.

΄Αρα ‖T (x)‖ < 2δ−1‖x‖ και έτσι ο τελεστής είναι ϕραγµένος.
Αντίστροφα, αν ο T είναι ϕραγµένος, τότε ‖T (x) − T (y)‖ ≤ ‖T‖ · ‖x − y‖ για κάθε x, y, άρα ο T είναι
(οµοιόµορφα) συνεχής.

Αν X, Y είναι χώροι µε νόρµα τότε ϑέτουµε

B(X,Y) = {T : X → Y | T ϕραγµένος γραµµικός τελεστής}.

Ο B(X,Y) είναι χώρος µε νόρµα διότι για T1,T2 ∈ B(X,Y), λ ∈ F

sup
‖x‖=1
‖T1(x) + T2(x)‖ ≤ ‖T1‖ + ‖T2‖,

sup
‖x‖=1
‖λT1(x)‖ = |λ| · ‖T1‖.

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα, Y χώρος Banach. Τότε ο B(X,Y) είναι χώρος Banach.

Απόδειξη. ΄Εστω µια ακολουθία ϕραγµένων τελεστών Tn τέτοια ώστε
∞∑

n=1

‖Tn‖ < ∞. Τότε για κάθε x ∈ X

έχουµε
∞∑

n=1

‖Tn(x)‖ ≤ ‖x‖
∞∑

n=1

‖Tn‖ < ∞.

Αφού ο Y είναι χώρος Banach, η σειρά
∞∑

n=1

Tn(x) συγκλίνει. Θέτουµε T (x) =

∞∑
n=1

Tn(x). Τότε ο T είναι

ϕραγµένος και T =

∞∑
n=1

Tn διότι για ‖x‖ ≤ 1 έχουµε

‖T (x)‖ ≤
∞∑

n=1

‖Tn‖

και ∥∥∥∥∥∥∥T −
n∑

k=1

Tk

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

k=n+1

‖Tk‖ → 0

καθώς n→ ∞. �

Παράδειγµα. Ο τελεστής T : (C1([0, 1]), ‖ · ‖∞)→ (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) µε T ( f ) = f ′ δεν είναι ϕραγµένος διότι η
ακολουθία fn(x) = e−nx είναι ϕραγµένη, αλλά η f ′n όχι.
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Παράδειγµα. ΄Εστω 1 < p < ∞ και q ο συζυγής εκθέτης (δηλ. p−1 + q−1 = 1). Σταθεροποιούµε g ∈ Lq και
ορίζουµε Tg : Lp → L1 µε Tg( f ) = f g. Τότε ο Tg είναι ϕραγµένος γραµµικός τελεστής και ‖Tg‖ = ‖g‖q.
Πράγµατι από την ανισότητα Hölder έχουµε ‖Tg( f )‖1 ≤ ‖g‖q‖ f ‖p για κάθε f ∈ Lp, άρα ‖Tg‖ ≤ ‖g‖q. ΄Εστω
τώρα f µια µετρήσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε |g| = gei f (i είναι η ϕανταστική µονάδα). Τότε ‖ei f |g|q−1‖p =

‖g‖q/p
q . ΄Αρα

‖g‖qq = ‖Tg(ei f |g|q−1)‖1 ≤ ‖Tg‖ · ‖ei f |g|q−1‖p = ‖Tg‖ · ‖g‖
q/p
q .

Εποµένως ‖Tg‖ ≥ ‖g‖q.

Ορισµός. ΄Εστω X, Y χώροι µε νόρµα και T : X → Y γραµµικός τελεστής.

• Αν ο T είναι ϕραγµένος, αντιστρέψιµος, µε ϕραγµένο αντίστροφο (ισοδύναµα, αν ο T είναι επί και
υπάρχουν M1,M2 > 0 έτσι ώστε M1‖x‖ ≤ ‖T (x)‖ ≤ M2‖x‖ για κάθε x ∈ X), τότε λέµε ότι ο T είναι
ισοµορφισµός και οι X, Y ισοµορφικοί (γράφουµε X ∼ Y ).

• Αν ‖T (x)‖ = ‖x‖ για κάθε x, τότε λέµε ότι ο T είναι ισοµετρία και ότι ο X εµφυτεύεται ισοµετρικά στον
Y (γράφουµε X ↪→ Y ).

• Αν ο T είναι ισοµετρία και επί, τότε λέµε ότι οι X και Y είναι ισοµετρικοί (γράφουµε X � Y ).

Ορισµός. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. ∆υο νόρµες ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 στον X λέγονται ισοδύναµες, αν η ταυτοτική
απεικόνιση

id : (X, ‖ · ‖1)→ (X, ‖ · ‖2)
είναι ισοµορφισµός. Ισοδύναµα, αν υπάρχουν M1,M2 > 0 έτσι ώστε M1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ M2‖x‖1 για κάθε x.

Παράδειγµα. M(N,P(N)) � `1, µέσω της ισοµετρίας T : M(N,P(N))→ `1, T (µ)(n) = µ({n}).

Παράδειγµα. L1(Rn) ↪→ M(Rn,B(Rn)) µέσω της ισοµετρίας

T ( f )(A) =

∫
A

f (x) dx, A ∈ B(Rn).

Η T δεν είναι επί (για παράδειγµα, ένα µέτρο Dirac δεν ανήκει στην εικόνα της T ).

9



4. Χώροι πεπερασµένης διάστασης

Θεώρηµα. ΄Εστω X γραµµικός χώρος πεπερασµένης διάστασης. Τότε όλες οι νόρµες στον X είναι ισοδύναµες.

Απόδειξη. ΄Εστω {e1, e2, . . . , en} µια αλγεβρική ϐάση του X. Τότε κάθε x ∈ X έχει µοναδική αναπαράσταση

x =

n∑
k=1

fk(x)ek, όπου fk(x) ∈ F. Ορίζουµε µια νόρµα ‖ · ‖2 στον X ως εξής

‖x‖2 =

 n∑
k=1

| fk(x)|2
1/2

.

Τότε (X, ‖ · ‖2) � Fn µέσω της ισοµετρίας x 7→ ( f1(x), . . . , fn(x)) (το Fn εννοείται ότι έχει τη συνηθισµένη
Ευκλείδεια νόρµα). ΄Εστω τώρα ‖ · ‖ µια τυχούσα νόρµα στον X. Θα δείξουµε ότι είναι ισοδύναµη µε την
‖ · ‖2. Παρατηρούµε ότι η µοναδιαία σφαίρα S ‖·‖2 (0, 1) = {y ∈ X : ‖y‖2 = 1} είναι ‖ · ‖2-συµπαγές σύνολο και
ϑεωρούµε τη συνάρτηση Φ : S ‖·‖2 (0, 1)→ R µε Φ(x) = ‖x‖. Τότε η Φ είναι ‖ · ‖2-συνεχής διότι

|Φ(x) − Φ(y)| ≤ ‖x − y‖ =

∥∥∥∥∥∥∥
n∑

k=1

fk(x − y)ek

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ max
1≤k≤n

‖ek‖

n∑
k=1

| fk(x − y)| ≤ max
1≤k≤n

‖ek‖
√

n

 n∑
k=1

| fk(x − y)|2
1/2

= max
1≤k≤n

‖ek‖
√

n‖x − y‖2.

Επίσης Φ(x) > 0 για κάθε x ∈ S ‖·‖2 (0, 1). Εποµένως λόγω συµπάγειας υπάρχουν A, B > 0 έτσι ώστε
A ≤ ‖x‖ ≤ B για κάθε x ∈ S ‖·‖2 (0, 1). ΄Αρα για κάθε x έχουµε A‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ B‖x‖2. �

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα πεπερασµένης διάστασης, (Y, ‖ · ‖′) τυχόντας χώρος µε νόρµα και
T : X → Y γραµµικός τελεστής. Τότε ο T είναι ϕραγµένος.

Απόδειξη. ΄Εστω {e1, . . . en} µια αλγεβρική ϐάση του X. ΄Οπως στην προηγούµενη απόδειξη, ορίζουµε

‖x‖1 =

n∑
k=1

| fk(x)|.

Οι ‖ · ‖ και ‖ · ‖1 είναι ισοδύναµες, άρα αρκεί να δείξουµε ότι ο T είναι ϕραγµένος ως προς την ‖ · ‖1. ΄Εχουµε

‖T (x)‖′ ≤
n∑

k=1

| fk(x)| · ‖T (ek)‖′ ≤ max
1≤k≤n

‖T (ek)‖′
n∑

k=1

| fk(x)| = max
1≤k≤n

‖T (ek)‖′‖x‖1.

�

Πορίσµατα.

• ΄Εστω X, Y χώροι µε νόρµα τέτοιοι ώστε dim X = dim Y < ∞. Τότε X ∼ Y.
• Κάθε χώρος µε νόρµα πεπερασµένης διάστασης είναι χώρος Banach.
• Κάθε υπόχωρος πεπερασµένης διάστασης ενός χώρου µε νόρµα είναι κλειστός.

Θεώρηµα. ΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος Banach. Τότε η διάσταση του X είναι υπεραριθµήσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπήρχε ακολουθία en ∈ X τέτοια ώστε X = 〈en : n ∈ N〉. Τότε X =

∞⋃
n=1

〈e1, . . . , en〉. Οι

υπόχωροι στην προηγούµενη ένωση είναι πεπερασµένης διάστασης, άρα είναι κλειστοί. Εποµένως, από το
ϑεώρηµα Baire, κάποιος από αυτούς έχει µη κενό εσωτερικό και συνεπώς ταυτίζεται µε ολόκληρο το χώρο.
Αυτό είναι άτοπο αφού υποθέσαµε ότι ο X είναι απειροδιάστατος. �

Θεώρηµα. ΄Ενας χώρος µε νόρµα X είναι τοπικά συµπαγής αν και µόνο αν έχει πεπερασµένη διάσταση.

Απόδειξη. Αν ο X έχει πεπερασµένη διάσταση τότε είναι ισοµορφικός µε τον Fn ο οποίος είναι τοπικά
συµπαγής. Αντίστροφα, αν ένας χώρος µε νόρµα είναι τοπικά συµπαγής, τότε κάθε κλειστό και ϕραγµένο
υποσύνολό του είναι συµπαγές, ιδιαίτερα η σφαίρα S (0, 1) είναι συµπαγής. ΄Εστω ότι ο X δεν είναι πεπε-
ϱασµένης διάστασης. Επιλέγουµε e1, µε ‖e1‖ = 1. Αφού ο X είναι απειροδιάστατος, υπάρχει x < 〈e1〉. Το
〈e1〉 είναι κλειστό, άρα δ := dist(x, 〈e1〉) > 0. Εποµένως υπάρχει y ∈ 〈e1〉 τέτοιο ώστε 0 < ‖x − y‖ < 2δ.
Θέτουµε e2 =

x − y
‖x − y‖

. Τότε ‖e2‖ = 1 και dist(e2, 〈e1〉) ≥ 1/2. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε µια

ακολουθία σηµείων en πάνω στη µοναδιαία σφαίρα τέτοια ώστε dist(en, 〈ek : k < n〉) ≥ 1/2. Εποµένως τα
σηµεία της ακολουθίας απέχουν ανά δύο απόσταση τουλάχιστο 1/2. ΄Αρα η ακολουθία δεν µπορεί να έχει
συγκλίνουσα υπακολουθία, άτοπο διότι η σφαίρα είναι συµπαγές σύνολο. �
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5. Ο χώρος πηλίκο

΄Εστω X γραµµικός χώρος και Y ⊂ X γραµµικός υπόχωρος. Θέτουµε

X/Y = {x + Y : x ∈ X}.

Το X/Y ονοµάζεται σύνολο πηλίκο και τα στοιχεία του σύµπλοκα. Το X/Y γίνεται γραµµικός χώρος µε
πράξεις

(x1 + Y) + (x2 + Y) = (x1 + x2) + Y, x1, x2 ∈ X,

λ(x + Y) = λx + Y, x ∈ X, λ ∈ F.

Το ουδέτερο στοιχείο είναι το σύµπλοκο Y. Η διάσταση του X/Y είναι η συνδιάσταση του Y. Αν επιπλέον ο
X είναι χώρος µε νόρµα και ο Y κλειστός υπόχωρος, τότε ορίζουµε

‖x + Y‖ = inf
y∈Y
‖x + y‖ = inf

y∈Y
‖x − y‖ = dist(x,Y).

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και Y ⊂ X κλειστός γραµµικός υπόχωρος. Τότε

(1) Ο (X/Y, ‖ · ‖) είναι χώρος µε νόρµα.
(2) Η ϕυσική απεικόνιση Q : X → X/Y µε Q(x) = x + Y είναι ϕραγµένος γραµµικός τελεστής.
(3) Αν ο X είναι χώρος Banach, τότε και ο X/Y είναι χώρος Banach.
(4) Αν ο Y και ο X/Y είναι χώροι Banach τότε και ο X είναι χώρος Banach.

Απόδειξη.

(1) Αν ‖x + Y‖ = 0 τότε dist(x,Y) = 0, άρα x ∈ Y αφού Y κλειστός. Εποµένως, x + Y = Y. Επίσης, για
x1, x2 ∈ X και λ ∈ F, λ , 0 έχουµε

‖(x1 + x2) + Y‖ = inf
y∈Y
‖x1 + x2 + y‖ ≤ ‖x1 + x2 + y1 + y2‖ ≤ ‖x1 + y1‖ + ‖x2 + y2‖,

για κάθε y1, y2 ∈ Y. Παίρνοντας inf ως προς y1 και y2 στην προηγούµενη σχέση, έχουµε την
τριγωνική ανισότητα. Τέλος

‖λ(x1 + Y)‖ = |λ| inf
y∈Y

∥∥∥∥∥x1 +
y
λ

∥∥∥∥∥ = |λ| inf
y∈Y
‖x1 + y‖ = |λ|‖x1 + Y‖.

(2) ‖Q(x)‖ = ‖x + Y‖ = inf
y∈Y
‖x + y‖ ≤ ‖x‖. ΄Αρα Q ϕραγµένος και µάλιστα ‖Q‖ ≤ 1.

(3) ΄Εστω xn+Y ∈ X/Y τέτοια ώστε
∞∑

n=1

‖xn + Y‖ < ∞. Επιλέγουµε yn ∈ Y τέτοια ώστε ‖xn+yn‖ < 2‖xn+Y‖.

Τότε
∞∑

n=1

‖xn + yn‖ < ∞. Αφού ο X είναι χώρος Banach, υπάρχει x ∈ X τέτοιο ώστε
∞∑

n=1

(xn + yn) = x.

Αφού η Q είναι συνεχής έχουµε

x + Y = Q(x) = Q

 ∞∑
n=1

(xn + yn)

 =

∞∑
n=1

Q(xn + yn) =

∞∑
n=1

(xn + yn + Y) =

∞∑
n=1

(xn + Y).

(4) ΄Εστω xn µια ακολουθία Cauchy στον X. Τότε η xn + Y είναι Cauchy στον X/Y άρα υπάρχει x + Y ∈
X/Y τέτοιο ώστε (xn +Y)− (x+Y)→ 0. Εποµένως υπάρχει υπακολουθία xkn µε ‖(xkn − x)+Y‖ < 1/n.
΄Αρα υπάρχουν yn ∈ Y µε ‖xkn + yn − x‖ < 1/n. Τότε η yn είναι Cauchy διότι

‖yn − ym‖ ≤ ‖xkn + yn − x‖ + ‖xkn − xkm‖ + ‖xxm + ym − x‖ ≤
1
n

+
1
m

+ ‖xkn − xkm‖.

Αφού ο Y είναι χώρος Banach, yn → y για κάποιο y ∈ Y. Αλλά xkn + yn − x → 0, άρα xkn → x − y.
∆ηλαδή η xn είναι Cauchy και έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, εποµένως συγκλίνει.

�

Παράδειγµα. Αν ο X είναι χώρος µε νόρµα, ο Y ⊂ X κλειστός υπόχωρος και ο Z ⊂ X υπόχωρος πε-
περασµένης διάστασης, τότε ο Y + Z είναι κλειστός. Πράγµατι, ο Q(Z) είναι υπόχωρος πεπερασµένης
διάστασης του X/Y, άρα κλειστός. Εποµένως η αντίστροφη εικόνα Q−1(Q(Z)) είναι κλειστό σύνολο. Αλλά
Q−1(Q(Z)) = Y + Z.

11



Παράδειγµα. Θέτουµε
A = {x ∈ `2 : ∀k ∈ N x(2k) = 0},

B = {x ∈ `2 : ∀k ∈ N x(2k − 1) = 0}.
Τότε A, B κλειστοί υπόχωροι, `2 = A ⊕ B και `2/A � B, `2/B � A, µέσω των ισοµετριών

b 7→ b + A, b ∈ B, και a 7→ a + B, a ∈ A

αντίστοιχα.
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6. Φραγµένα γραµµικά συναρτησοειδή - Ο δυϊκός χώρος

Αν ο X είναι γραµµικός χώρος, τότε µια γραµµική απεικόνιση Λ : X → F λέγεται γραµµικό συναρτη-
σοειδές. Ο πυρήνας ενός µη τετριµµένου συναρτησοειδούς έχει πάντα συνδιάσταση 1. Αν ο X είναι χώρος
µε νόρµα, ϑέτουµε X∗ = B(X,F). Ο X∗ λέγεται (τοπολογικός) δυϊκός του X και είναι πάντα χώρος Banach
αφού το F είναι χώρος Banach.

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και Λ : X → F µη τετριµµένο γραµµικό συναρτησοειδές. Τότε, Λ ∈ X∗

αν και µόνο αν ο πυρήνας kerΛ είναι κλειστός.

Απόδειξη. Αν Λ ∈ X∗ τότε ο kerΛ = Λ−1({0}) είναι κλειστό σύνολο σαν αντίστροφη εικόνα κλειστού συ-
νόλου. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, ορίζουµε τον τελεστή T : X/kerΛ → F µε T (x + kerΛ) = Λ(x) και
παρατηρούµε ότι το ακόλουθο διάγραµµα (όπου Q είναι η ϕυσική απεικόνιση)

X X/kerΛ

F

-Q

@
@
@
@R

Λ

?

T

είναι µεταθετικό, δηλαδή Λ = T ◦Q. Αλλά Q ϕραγµένος. Επίσης T ϕραγµένος διότι dim(X/kerΛ) = 1. ΄Αρα
T ϕραγµένος. �

Παράδειγµα. Αν ο X είναι απειροδιάστατος χώρος µε νόρµα, τότε υπάρχει γραµµικό συναρτησοειδές Λ

το οποίο δεν είναι ϕραγµένο. Πράγµατι, έστω en ∈ X µια ακολουθία από γραµµικά ανεξάρτητα στοιχεία.
Επεκτείνουµε το σύνολο {en : n ∈ N} σε µια αλγεβρική ϐάση του X, έστω {en : n ∈ N} ∪ { fi : i ∈ I}, και
ορίζουµε το Λ ως εξής :

Λ(en) = n‖en‖, Λ( fi) = 0.
Το Λ δεν είναι ϕραγµένο διότι

sup
‖x‖=1
|Λ(x)| ≥

∣∣∣∣∣∣Λ
(

en

‖en‖

)∣∣∣∣∣∣ = n

για κάθε n.

Παράδειγµα. (Fn)∗ ∼ Fn, διότι dimFn = dim(Fn)∗ = n < ∞.

Παράδειγµα (Το ϑεώρηµα αναπαράστασης του Riesz). ΄Εστω X τοπικά συµπαγής µετρικός χώρος τέτοιος
ώστε κάθε ανοιχτό σύνολο είναι αριθµήσιµη ένωση συµπαγών συνόλων. Τότε C0(X)∗ � M(X,B(X)) µέσω
της ισοµετρίας

T : M(X,B(X))→ C0(X)∗

T (µ)( f ) =

∫
f dµ.

Σαν ειδική περίπτωση έχουµε ότι c∗0 � `
1 µέσω της ισοµετρίας

T : `1 → c∗0

T (x)(y) =

∞∑
n=1

x(n)y(n).

Αυτό προκύπτει από το ότι c0 = C0(N) και το ότι M(N,P(N)) � `1, µέσω της ισοµετρίας

M(N,P(N)) 3 µ 7→ (µ({n}))∞n=1 ∈ `
1.

Παράδειγµα. ΄Εστω (X,A , µ) χώρος ϑετικού µέτρου και 1 < p < ∞. Τότε (Lp(X,A , µ))∗ � Lq(X,A , µ), µέσω
της ισοµετρίας

T : Lq(X,A , µ)→ (Lp(X,A , µ))∗

T (g) = Λg,

όπου Λg( f ) =

∫
f g και q ο συζυγής εκθέτης. Για απλότητα ϑα δώσουµε την απόδειξη στην περίπτωση όπου

µ(X) < ∞. Η T είναι καλά ορισµένη από την ανισότητα Hölder, η οποία επίσης µας δίνει ότι ‖T (g)‖ ≤ ‖g‖q.
Απ’την άλλη, για κατάλληλη πραγµατική συνάρτηση f έχουµε

‖g‖qq =

∫
|g|q =

∫
gei f |g|q−1 = |Λg(ei f |g|q−1)| ≤ ‖T (g)‖ · ‖ei f |g|q−1‖p = ‖T (g)‖ · ‖g‖q/p

q .
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Εποµένως ‖g‖q ≤ ‖T (g)‖, άρα η T είναι ισοµετρία. ∆είχνουµε τώρα ότι η T είναι επί, δηλαδή αν Λ ∈ (Lp)∗

τότε υπάρχει g ∈ Lq τέτοιο ώστε Λ = Λg. Θέτουµε ν(A) = Λ(χA) για κάθε A µετρήσιµο. Τότε το ν είναι µέτρο
διότι αν An είναι µια ακολουθία ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων, τότε

χ⋃∞
n=1 An =

∞∑
n=1

χAn

(ως προς την ‖ · ‖p), άρα

ν

 ∞⋃
n=1

An

 =

∞∑
n=1

Λ(An) =

∞∑
n=1

ν(An)

διότι η Λ είναι συνεχής. Επίσης το ν είναι απόλυτα συνεχές ως προς µ διότι αν µ(A) = 0 τότε χA = 0 (µε
την έννοια των Lp χώρων), άρα ν(A) = Λ(0) = 0. Εποµένως, από το ϑεώρηµα Radon-Nikodym, υπάρχει g
ολοκληρώσιµη τέτοια ώστε

ν(A) =

∫
A

g dµ.

Από αυτό συνεπάγεται ότι

Λ(s) =

∫
gs

για κάθε s απλή. ∆είχνουµε τώρα ότι g ∈ Lq. Σταθεροποιούµε M > 0, ϑέτουµε A = {|g| ≤ M} και γράφουµε
όπως πριν |g| = ei f g για κατάλληλη πραγµατική f . Τότε η συνάρτηση ei f |g|q−1χA ανήκει στον Lp εποµένως
για κάθε ε > 0, υπάρχει απλή συνάρτηση s µε ‖s − ei f |g|q−1χA‖p < ε. Τώρα έχουµε∫

A
|g|q ≤

∫
A
|g| · |ei f |g|q−1χA − s| +

∣∣∣∣∣∫ gsχA

∣∣∣∣∣ ≤ M(µ(X))1/q‖ei f |g|q−1χA − s‖p + |Λ(sχA)|

≤ M(µ(X))1/qε + ‖Λ‖ · ‖s‖p ≤ M(µ(X)1/qε + ‖Λ‖(‖ei f |g|q−1χA − s‖p + ‖ei f |g|q−1χA‖p)

≤ M(µ(X))1/qε + ‖Λ‖(ε + ‖ei f |g|q−1χA‖p).

Η προηγούµενη σχέση ισχύει για κάθε ε > 0, άρα∫
A
|g|q ≤ ‖Λ‖ · ‖ei f |g|q−1χA‖p = ‖Λ‖

(∫
A
|g|q

)1/p

.

Εποµένως (∫
{|g|≤M}

|g|q
)1/q

≤ ‖Λ‖

για κάθε M > 0, άρα g ∈ Lq. Συµπεραίνουµε ότι Λ(s) = Λg(s) για κάθε s απλή, άρα Λ = Λg, αφού Λ, Λg

συνεχείς και το σύνολο των απλών συναρτήσεων είναι πυκνό στον Lp.
Ειδική περίπτωση αυτού του αποτελέσµατος είναι το ότι (`p)∗ � `q µέσω της ισοµετρίας

T : `q → (`p)∗

T (x)(y) =

∞∑
n=1

x(n)y(n).

Παράδειγµα (Απόδειξη παρόµοια µε την προηγούµενη). ΄Εστω (X,A , µ) χώρος ϑετικού σ-πεπερασµένου
µέτρου. Τότε (L1(X,A , µ))∗ � L∞(X,A , µ), µέσω της ισοµετρίας

T : L∞(X,A , µ)→ (L1(X,A , µ))∗

T (g)( f ) =

∫
f g.

Ειδική περίπτωση: (`1)∗ � `∞ µέσω της ισοµετρίας

T : `∞ → (`1)∗

T (x)(y) =

∞∑
n=1

x(n)y(n).

Η υπόθεση ότι το µέτρο πρέπει να είναι σ-πεπερασµένο είναι απαραίτητη (σε αντίθεση µε το προηγούµενο
παράδειγµα, όπου το αποτέλεσµα ισχύει για αυθαίρετα µέτρα).
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7. Το ϑεώρηµα Hahn-Banach

Ορισµός. ΄Εστω X γραµµικός χώρος.

• Μια απεικόνιση q : X → R λέγεται υπογραµµικό συναρτησοειδές αν
(1) q(x + y) ≤ q(x) + q(y), για κάθε x, y ∈ X.
(2) q(λx) = λq(x) , για κάθε x ∈ X, λ ≥ 0.

• Μια απεικόνιση p : X → [0,∞) λέγεται ηµινόρµα αν
(1) p(x + y) ≤ p(x) + p(y), για κάθε x, y ∈ X.
(2) p(λx) = |λ|p(x) , για κάθε x ∈ X, λ ∈ F.

Μια νόρµα είναι ηµινόρµα και µια ηµινόρµα είναι υπογραµµικό συναρτησοειδές.

Θεώρηµα. ΄Εστω X ένας R-γραµµικός χώρος, q : X → R ένα υπογραµµικό συναρτησοειδές, και Y ⊂ X
ένας γραµµικός υπόχωρος µε dim(X/Y) = 1. Αν ϕ : Y → R είναι ένα γραµµικό συναρτησοειδές τέτοιο ώστε
ϕ(y) ≤ q(y) για κάθε y ∈ Y, τότε υπάρχει γραµµικό συναρτησοειδές F : X → R τέτοιο ώστε F|Y = ϕ και F ≤ q
(δηλαδή το ϕ έχει ϕραγµένη γραµµική επέκταση σ’ολόκληρο το χώρο).

Απόδειξη. Αφού ο Y έχει συνδιάσταση 1, υπάρχει x0 ∈ X τέτοιο ώστε

X = Y ⊕ 〈x0〉 = {y + tx0 : y ∈ Y, t ∈ R}.

Εποµένως για να προσδιορίσουµε το F αρκεί να προσδιορίσουµε το F(x0). Ας υποθέσουµε υπάρχει µια
τέτοια επέκταση F και ας ϑέσουµε a0 = F(x0). Θα ϐρούµε ποιές συνθήκες πρέπει να ικανοποιεί το a0 ώστε
F ≤ q και στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι αυτές οι συνθήκες όντως ικανοποιούνται από κάποιον αριθµό.

΄Εστω t > 0. Τότε για κάθε y1 ∈ Y έχουµε

F(y1 + tx0) = ϕ(y1) + ta0 ≤ q(y1 + tx0)

ισοδύναµα

a0 ≤ −ϕ
(y1

t

)
+ q

(
x0 +

y1

t

)
.

Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε y1 ∈ Y, άρα είναι ισοδύναµη µε

a0 ≤ −ϕ(y1) + q(x0 + y1), (*)

για κάθε y1 ∈ Y. Το ίδιο επιχείρηµα για t < 0 δίνει ότι

a0 ≥ ϕ(y2) − q(−x0 + y2), (**)

για κάθε y2 ∈ Y. ∆ηλαδή αν το a0 ικανοποιεί τις (∗) και (∗∗), τότε F ≤ q. Τώρα, για να υπάρχει τέτοιο a0 ϑα
πρέπει ϕ(y2) − q(−x0 + y2) ≤ −ϕ(y1) + q(x0 + y1) για κάθε y1, y2 ∈ Y. Αλλά αυτό ισχύει διότι

ϕ(y1) + ϕ(y2) = ϕ(y1 + y2) ≤ q(y1 + y2) ≤ q(x0 + y1) + q(−x0 + y2).

Συνεπώς αν επιλέξουµε a0 τέτοιο ώστε

sup
y∈Y

[ϕ(y) − q(−x0 + y)] ≤ a0 ≤ inf
y∈Y

[−ϕ(y) + q(x0 + y)]

τότε η F(y + tx0) = ϕ(y) + ta0 είναι η Ϲητούµενη επέκταση. �

Θεώρηµα. Το προηγούµενο ϑεώρηµα ισχύει για κάθε γραµµικό υπόχωρο Y ⊂ X.

Απόδειξη. Θέτουµε

A = {(Z, f ) | Y ⊂ Z ⊂ X γραµµ. υπόχωρος, f : Z → R γραµµ. συναρτησοειδές τέτοιο ώστε f |Y = ϕ, f ≤ q}.

Ορίζουµε µια µερική διάταξη ≤ στο A ως εξής : (Z1, f1) ≤ (Z2, f2) αν και µόνο αν Z1 ⊂ Z2 και f2|Z1 = f1. ΄Εστω
τώρα (Zi, fi)i∈I µια αλυσίδα στο A . Θέτουµε Z =

⋃
i∈I

Zi και ορίζουµε f : Z → R µε f (z) = fi(z) αν z ∈ Zi. Τότε

το (Z, f ) είναι άνω ϕράγµα της αλυσίδας στο A , άρα από το λήµµα του Zorn, το A έχει maximal στοιχείο,
έστω (Z0, f0). Αλλά Z0 = X διότι αν υπήρχε x0 < Z0, τότε, σύµφωνα µε το προηγούµενο ϑεώρηµα, ϑα υπήρχε
γραµµική επέκταση f̃0 του f0 στον υπόχωρο Z0⊕〈x0〉 τέτοια ώστε f̃0 ≤ q. ΄Αρα (Z0, f0) �

(
Z0 ⊕ 〈x0〉, f̃0

)
, άτοπο

γιατί το (Z0, f0) είναι maximal. Εποµένως η f0 : X → R είναι η Ϲητούµενη επέκταση. �

Θεώρηµα (Hahn-Banach). ΄Εστω X ένας F-γραµµικός χώρος µε νόρµα, Y ⊂ X γραµµικός υπόχωρος και p
µια ηµινόρµα στον X. Αν f : Y → F είναι ένα γραµµικό συναρτησοειδές τέτοιο ώστε | f | ≤ p, τότε το f έχει µια
γραµµική επέκταση F : X → F τέτοια ώστε |F| ≤ p.
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Απόδειξη.

(1) Αν F = R, τότε από το προηγούµενο ϑεώρηµα, το f έχει γραµµική επέκταση F : X → R µε F ≤ p.
Αλλά τότε −F(x) = F(−x) ≤ p(−x) = p(x), άρα |F| ≤ p.

(2) Αν F = C, τότε ϑέτουµε u = Re f και ϐλέπουµε το u σαν R-γραµµικό. ΄Ετσι, από το (1), το u έχει
R-γραµµική επέκταση U : X → R µε |U | ≤ p. Θέτουµε F(x) = U(x) − iU(ix). Τότε το F είναι
C-γραµµικό διότι F(ix) = iF(x). Επίσης το F επεκτείνει το f αφού για y ∈ Y έχουµε

F(y) = Re f (y) − iRe(i f (y)) = Re f (y) + iIm f (y) = f (y).

Τέλος για κάθε x υπάρχει θ τέτοιο ώστε

|F(x)| = eiθF(x) = F(eiθx) = U(eiθx) ≤ p(eiθx) = p(x).

�

Πορίσµατα.

(1) Αν ο X είναι χώρος µε νόρµα, Y ⊂ X γραµµικός υπόχωρος και y∗ ∈ Y∗, τότε υπάρχει x∗ ∈ X∗

τέτοιο ώστε x∗|Y = y∗ και ‖x∗‖ = ‖y∗‖. Αυτό προκύπτει από το προηγούµενο ϑεώρηµα αν ϑέσουµε
p(x) = ‖y∗‖ · ‖x‖.

(2) ΄Εστω X χώρος µε νόρµα, Y κλειστός γραµµικός υπόχωρος, και x0 < Y. Τότε υπάρχει x∗0 ∈ X∗

µε ‖x∗0‖ = 1 τέτοιο ώστε x∗0|Y = 0 και x∗(x0) = dist(x0,Y) =: d. Αυτό ϕαίνεται ως εξής : Θέτουµε
Z = Y ⊕ 〈xo〉 και ορίζουµε z∗ : Z → F µε z∗(y + λx0) = λd, y ∈ Y, λ ∈ F. Τότε

sup
‖z‖=1
|z∗(z)| = sup

z,0

|z∗(z)|
‖z‖

= sup
y∈Y, λ,0

|λ|d
‖y + λx0‖

= sup
y∈Y

d
‖y + x0‖

=
d

infy∈Y ‖y + x0‖
= 1.

΄Αρα z∗ ∈ Z∗ και ‖z∗‖ = 1. Από το πόρισµα (1) υπάρχει x∗0 ∈ X∗ µε ‖x∗0‖ = ‖z∗‖ = 1, x∗0|Y = z∗|Y = 0,
και x∗0(x0) = z∗(x0) = d.

(3) ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και x0 , 0. Τότε υπάρχει x∗0 ∈ X∗ µε ‖x∗0‖ = 1 τέτοιο ώστε x∗0(x0) = ‖x0‖.
Αυτό προκύπτει από το πόρισµα (2) µε Y = {0}.

(4) ΄Αµεση συνέπεια του (3) είναι ότι για κάθε x έχουµε

‖x‖ = sup
‖x∗‖=1

|x∗(x)|,

και µάλιστα το sup είναι max. Παρατηρήστε ότι η προηγούµενη σχέση προκύπτει από ένα µη
προφανές ϑεώρηµα, ενώ η «δυϊκή» σχέση

‖x∗‖ = sup
‖x‖=1
|x∗(x)|

είναι τετριµµένη συνέπεια του ορισµού της νόρµας ενός συναρτησοειδούς.

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Αν ο X∗ είναι διαχωρίσιµος, τότε και ο X είναι διαχωρίσιµος.

Απόδειξη. ΄Εστω {x∗n : n ∈ N} πυκνό υποσύνολο της µοναδιαίας σφαίρας του X∗. Για κάθε n επιλέγουµε
xn ∈ X στη µοναδιαία σφαίρα του X έτσι ώστε |x∗n(xn)| > 1/2 και ϑέτουµε Y = 〈xn : n ∈ N〉. Τότε Y = X,
διαφορετικά, από Hahn-Banach, ϑα υπήρχε x∗ ∈ X∗ µε νόρµα 1 τέτοιο ώστε x∗|Y = 0. Επιλέγουµε τώρα x∗n
µε ‖x∗n − x∗‖ < 1/2. Τότε 1/2 < |x∗n(xn)| = |(x∗n − x∗)(xn)| ≤ ‖x∗n − x∗‖ < 1/2, άτοπο. �

Το αντίστροφο δεν ισχύει. Ο `1 είναι διαχωρίσιµος, αλλά ο δυϊκός του είναι ισοµετρικός µε τον `∞ ο
οποίος δεν είναι διαχωρίσιµος.

Ορισµός. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Ο δυϊκός του X∗ λέγεται δεύτερος δυϊκός και συµβολίζεται µε X∗∗.
Ορίζουµε τώρα µια απεικόνιση J : X → X∗∗ µε J(x)(x∗) = x∗(x). Η J ονοµάζεται κανονική εµφύτευση και είναι
ισοµετρία διότι

‖J(x)‖ = sup
‖x∗‖=1

|J(x)(x∗)| = sup
‖x∗‖=1

|x∗(x)| = ‖x‖.

Αν επιπλέον η J είναι επί τότε ο X λέγεται αυτοπαθής (reflexive).

Η J µας επιτρέπει να δούµε τον X σαν υπόχωρο του X∗∗ (X ↪→ X∗∗) και να γράφουµε (καταχρηστικά)
x(x∗) (ϑεωρώντας το x συναρτησοειδές που δρα πάνω στον πρώτο δυϊκό, δηλαδή στοιχείο του δεύτερου
δυϊκού). Η έκφραση x(x∗) πάντα ϑα σηµαίνει J(x)(x∗).

Παράδειγµα. Ο c0 δεν είναι αυτοπαθής διότι είναι διαχωρίσιµος, ενώ ο c∗∗0 είναι ισοµετρικός µε τον `∞

ο οποίος δεν είναι διαχωρίσιµος. Οµοίως ο `1 δεν είναι αυτοπαθής διότι αν ήταν τότε ο (`1)∗∗ ϑα ήταν
διαχωρίσιµος, άρα και ο (`1)∗ � `∞ ϑα ήταν διαχωρίσιµος.
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Παράδειγµα. ΄Εστω 1 < p < ∞. Τότε ο `p είναι αυτοπαθής. Πράγµατι, ϑεωρούµε τις ισοµετρίες

S : `p → (`q)∗, S (x)(y) =

∞∑
n=1

x(n)y(n),

T : `q → (`p)∗, T (y)(x) =

∞∑
n=1

x(n)y(n),

R : (`q)∗ → (`p)∗∗, R(y∗) = y∗ ◦ T−1.

Οι τρεις αυτές απεικονίσεις είναι επί και το παρακάτω διάγραµµα µεταθετικό (δηλαδή J = R ◦ S ).

`p (`q)∗

(`p)∗∗

-S

@
@

@@R
J

?

R

Εποµένως η J είναι επί, άρα ο `p είναι αυτοπαθής.
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8. Ο δυϊκός ενός υπόχωρου και ο δυϊκός του χώρου πηλίκο

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα, και Y ⊂ X κλειστός γραµµικός υπόχωρος. Θέτουµε

Y⊥ = {x∗ ∈ X∗ : x∗|Y = 0}.

Τότε

(1) Y∗ � X∗/Y⊥.
(2) (X/Y)∗ � Y⊥.

Απόδειξη.

(1) Από ϑεώρηµα Hahn-Banach, για κάθε y∗ ∈ Y∗, υπάρχει επέκταση ly∗ ∈ X∗ (δηλαδή ly∗ |Y = y∗), µε
‖ly∗‖ = ‖y∗‖. Θεωρούµε την απεικόνιση

T : Y∗ → X∗/Y⊥, T (y∗) = ly∗ + Y⊥.

Η T είναι καλά ορισµένη διότι αν x∗1, x
∗
2 ∈ X∗ είναι δύο επεκτάσεις του y∗ τότε (x∗1 − x∗2)|Y = 0, άρα

x∗1 +Y⊥ = x∗2 +Y⊥. Προφανώς, η T είναι επί. Τέλος, η T είναι ισοµετρία. Πράγµατι, για κάθε y∗ ∈ Y∗

έχουµε ‖T (y∗)‖ = ‖ly∗ + Y⊥‖ ≤ ‖ly∗‖ = ‖y∗‖. Απ’την άλλη, για κάθε x∗0 ∈ Y⊥, έχουµε (ly∗ + x∗0)|Y = y∗,
άρα ‖y∗‖ ≤ ‖ly∗ + x∗0‖. Εποµένως ‖y∗‖ ≤ ‖ly∗ + Y⊥‖ = ‖T (y∗)‖.

(2) Θεωρούµε την απεικόνιση

S : (X/Y)∗ → Y⊥, S (Λ) = Λ ◦ Q,

όπου Q είναι η ϕυσική απεικόνιση Q : X → X/Y, Q(x) = x + Y.

X X/Y

F

-Q

@
@

@@R
S (Λ)=Λ◦Q

?

Λ

Η S είναι καλά ορισµένη διότι S (Λ)|Y = 0. Η S είναι επί γιατί αν x∗0 ∈ Y⊥, και ϑέσουµε

Λ0 : X/Y → F, Λ0(x + Y) = x∗0(x).

τότε Λ0 καλά ορισµένη, Λ0 ∈ (X/Y)∗, και S (Λ0) = x∗0. Τέλος, η S είναι ισοµετρία διότι για κάθε
Λ ∈ (X/Y)∗, έχουµε ‖S (Λ)‖ = ‖Λ ◦ Q‖ ≤ ‖Λ‖ · ‖Q‖ ≤ ‖Λ‖. Επίσης, για κάθε x + Y ∈ X/Y και κάθε
y ∈ Y έχουµε

|Λ(x + Y)| = |Λ(x + y + Y)| = |Λ(Q(x + y))| ≤ ‖S (Λ)‖ · ‖x + y‖.

Εποµένως, |Λ(x + Y)| ≤ ‖S (Λ)‖ · ‖x + Y‖. ΄Αρα, ‖Λ‖ ≤ ‖S (Λ)‖.
�
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9. Τα ϑεωρήµατα ανοιχτής απεικόνισης, κλειστού γραφήµατος και οµοιόµορφου ϕράγµατος

Θεώρηµα (Ανοιχτής απεικόνισης). ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y ϕραγµένος και επί γραµµικός
τελεστής. Τότε ο T είναι ανοιχτή απεικόνιση (στέλνει ανοιχτά σύνολα σε ανοιχτά σύνολα).

Απόδειξη. Ισχυριζόµαστε κατ’αρχάς ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε DY (0, δ) ⊂ T (DX(0, ε)).
Πράγµατι, για κάθε n ∈ N έχουµε

X =

∞⋃
k=1

kDX

(
0, ε2−n−1

)
,

εποµένως

Y =

∞⋃
k=1

kT
(
DX

(
0, ε2−n−1

))
.

Ο Y είναι χώρος Banach, άρα από το ϑεώρηµα Baire, υπάρχει kn τέτοιο ώστε[
knT

(
DX

(
0, ε2−n−1))]◦ , ∅,

άρα [
T

(
DX

(
0, ε2−n−1))]◦ , ∅.

συνεπώς υπάρχουν y0 ∈ Y και 0 < δn < 1/n τέτοια ώστε

DY (y0, δn) ⊂ T
(
DX

(
0, ε2−n−1)).

Τότε
DY (0, δn) ⊂ T (DX (0, ε2−n)).

Πράγµατι, αν y ∈ DY (0, δn) , τότε y + y0 ∈ T
(
DX

(
0, ε2−n−1)), άρα υπάρχει ακολουθία xi ∈ DX

(
0, ε2−n−1

)
τέτοια

ώστε T (xi) → y + y0. Επίσης, υπάρχει x′i ∈ DX

(
0, ε2−n−1

)
τέτοια ώστε T (x′i ) → y0. Εποµένως T (xi − x′i ) → y.

Αλλά xi − x′i ∈ DX
(
0, ε2−n), άρα y ∈ T (DX (0, ε2−n)).

Θα δείξουµε τώρα ότι DY (0, δ1) ⊂ T (DX(0, ε)), από το οποίο προκύπτει ο ισχυρισµός. ΄Εστω y ∈ DY (0, δ1).
Τότε υπάρχει x1 ∈ X µε ‖x1‖ < ε/2 τέτοιο ώστε ‖y − T (x1)‖ < δ2, άρα υπάρχει x2 ∈ X µε ‖x2‖ < ε/4 τέτοιο
ώστε ‖y − T (x1) − T (x2)‖ < δ3. Παίρνουµε έτσι µια ακολουθία σηµείων xn ∈ X µε ‖xn‖ < ε2−n και

‖y − T (x1 + · · · + xn)‖ < δn+1.

Αφού ο X είναι χώρος Banach, υπάρχει x ∈ X µε ‖x‖ < ε τέτοιο ώστε
∞∑

n=1

xn = x. Αλλά

‖y − T (x1 + · · · + xn)‖ → 0

καθώς n→ ∞, άρα y = T (x). Εποµένως y ∈ T (DX(0, ε)).
Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη, ϑα δείξουµε ότι αν το U ⊂ X είναι ανοιχτό, τότε το T (U) είναι

ανοιχτό. ΄Εστω y ∈ T (U), τότε υπάρχουν x ∈ U και ε > 0 τέτοια ώστε y = T (x) και DX(x, ε) ⊂ U. Εποµένως
T (DX(0, ε)) ⊂ −y + T (U). Αλλά από τα προηγούµενα, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε DY (0, δ) ⊂ T (DX(0, ε)). ΄Αρα
DY (y, δ) ⊂ T (U), συνεπώς το T (U) είναι ανοιχτό. �

Θεώρηµα (Αντίστροφης απεικόνισης). ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y 1-1 & επί ϕραγµένος
γραµµικός τελεστής. Τότε ο T είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Από ϑεώρηµα ανοιχτής απεικόνισης, ο T είναι ανοιχτή απεικόνιση, άρα ο T−1 είναι συνεχής. �

Ορισµός. Αν Xn είναι µια ακολουθία χώρων µε νόρµα και 1 ≤ p ≤ ∞, τότε ϑέτουµε⊕
p

Xn =

x ∈
∞∏

n=1

Xn :
∞∑

n=1

‖x(n)‖p < ∞

 , αν 1 ≤ p < ∞,

⊕
p

Xn =

x ∈
∞∏

n=1

Xn : sup
n
‖x(n)‖ < ∞

 , αν p = ∞.

Το
⊕

p Xn ονοµάζεται p-άθροισµα της ακολουθίας Xn. Για κάθε x ∈
⊕

p Xn ϑέτουµε

‖x‖p =

 ∞∑
n=1

‖x(n)‖p
1/p

, αν 1 ≤ p < ∞,
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‖x‖p = sup
n
‖x(n)‖, αν p = ∞.

Το p-άθροισµα γενικεύει τους `p χώρους (όπου Xn = F). Παρατηρήστε ότι το p-άθροισµα µιας ακολου-
ϑίας χώρων Banach είναι χώρος Banach.

Θεώρηµα (Κλειστού γραφήµατος). ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y γραµµικός τελεστής τέτοιος ώστε
το γράφηµα

Gr(T ) := {(x,T (x)) : x ∈ X}

είναι κλειστός υπόχωρος του X
⊕

1 Y. Τότε ο T είναι ϕραγµένος.

Απόδειξη. Ο X
⊕

1 Y είναι χώρος Banach, άρα το Gr(T ) είναι χώρος Banach. Θεωρούµε τις προβολές

P1 : Gr(T )→ X, P1(x,T (x)) = x,

P2 : Gr(T )→ Y, P2(x,T (x)) = T (x).

Οι P1, P2 είναι προφανώς συνεχείς. Επίσης, η P1 είναι 1-1 & επί, άρα από το ϑεώρηµα αντίστροφης
απεικόνισης, η P−1

1 είναι συνεχής. Αλλά T = P2 ◦ P−1
1 .

X Gr(T )

Y

-
P−1

1

@
@
@
@R

T
?

P2

Εποµένως η T είναι συνεχής. �

Η υπόθεση της πληρότητας στο ϑεώρηµα ανοιχτής απεικόνισης είναι απαραίτητη, όπως ϕαίνεται από
τα ακόλουθα παραδείγµατα.

Παράδειγµα. Θεωρούµε τον ταυτοτικό τελεστή

I : (C([0, 1]), ‖ · ‖∞)→ (C([0, 1]), ‖ · ‖1), I( f ) = f

(‖ · ‖∞ είναι η supremum νόρµα, και ‖ f ‖1 =
∫
| f |). Ο I είναι ϕραγµένος, 1-1 & επί αλλά δεν είναι ανοιχτή

απεικόνιση διότι τότε ϑα ήταν ισοµορφισµός, άτοπο αφού ο (C([0, 1]), ‖ · ‖1) δεν είναι χώρος Banach.

Παράδειγµα. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) ένας απειροδιάστατος, διαχωρίσιµος χώρος Banach, και {ei : i ∈ I } µια
αλγεβρική ϐάση του X µε ‖ei‖ = 1 για κάθε i. Αφού ο X είναι χώρος Banach, το I είναι υπεραριθµήσιµο.
Κάθε x ∈ X έχει µια µοναδική αναπαράσταση

x =
∑
i∈I

fi(x)ei, fi(x) ∈ F

(στο παραπάνω άθροισµα, το πολύ πεπερασµένοι το πλήθος όροι είναι µη µηδενικοί). Ορίζουµε µια άλλη
νόρµα ‖.‖1 στον X ως εξής :

‖x‖1 =
∑
i∈I

| fi(x)|.

Τότε η ταυτοτική απεικόνιση
I : (X, ‖ · ‖1)→ (X, ‖ · ‖), I(x) = x

είναι 1-1 & επί ϕραγµένος γραµµικός τελεστής, αλλά όχι ανοιχτή, διότι αν ήταν, ϑα είχαµε (X, ‖·‖1) ∼ (X, ‖·‖).
Αυτό είναι άτοπο, διότι ο (X, ‖·‖1) δεν είναι διαχωρίσιµος αφού η ϐάση είναι υπεραριθµήσιµη και τα στοιχεία
της έχουν απόσταση ανά δυο ίση µε 2.

Θεώρηµα (Αρχή οµοιόµορφου ϕράγµατος). ΄Εστω X χώρος Banach, Y χώρος µε νόρµα, και Ti : X → Y,
i ∈ I, µια οικογένεια ϕραγµένων γραµµικών τελεστών τέτοια ώστε για κάθε x ∈ X έχουµε

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ < ∞.

Τότε υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε

sup
i∈I
‖Ti‖ ≤ M.

20



Απόδειξη. Από την υπόθεση συνεπάγεται ότι

X =

∞⋃
n=1

⋂
i∈I

{x ∈ X : ‖Ti(x)‖ ≤ n} =:
∞⋃

n=1

An.

Τα σύνολα An είναι κλειστά διότι οι Ti είναι ϕραγµένοι, άρα από το ϑεώρηµα Baire, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε
A◦n0

, ∅. Εποµένως, υπάρχουν x0 ∈ X και δ > 0 τέτοια ώστε D(x0, δ) ⊂ An0 . ΄Εστω τώρα x ∈ X µε ‖x‖ = 1.
Τότε

‖Ti(x)‖ ≤
2
δ

(∥∥∥∥∥Ti

(
x0 +

δ

2
x
)∥∥∥∥∥ + ‖Ti(x0)‖

)
≤

4n0

δ
,

για κάθε i. ΄Αρα

sup
i∈I
‖Ti‖ ≤

4n0

δ
.

�

Θεώρηµα (Banach-Steinhaus). ΄Εστω X χώρος Banach, Y χώρος µε νόρµα, και Tn : X → Y µια ακο-
λουθία ϕραγµένων γραµµικών τελεστών τέτοια ώστε για κάθε x ∈ X το lim Tn(x) υπάρχει. Τότε ο τελεστής
T (x) := lim Tn(x) είναι ϕραγµένος. ∆ηλαδή, το κατά σηµείο όριο µιας ακολουθίας ϕραγµένων τελεστών είναι
ϕραγµένος τελεστής.

Απόδειξη. Η ακολουθία Tn(x) είναι ϕραγµένη για κάθε x (αφού συγκλίνει). Από την αρχή οµοιόµορφου
ϕράγµατος, υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε sup

n
‖Tn‖ ≤ M. Αλλά τότε

‖T (x)‖ = lim
n
‖Tn(x)‖ ≤ M‖x‖,

για κάθε x. �
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10. Στοιχεία γενικής τοπολογίας

Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός χώρος είναι ένα Ϲευγάρι (X,T ), όπου X είναι ένα σύνολο και T µια οικογένεια
υποσυνόλων του X τέτοια ώστε :

• ∅, X ∈ T .
• Η T είναι κλειστή ως προς τις ενώσεις : αν Gi ∈ T , i ∈ I, για οποιοδήποτε σύνολο δεικτών I, τότε⋃

i∈I

Gi ∈ T .

• Η T είναι κλειστή ως προς τις πεπερασµένες τοµές : αν G1, . . . ,Gn ∈ T , τότε
n⋂

k=1

Gk ∈ T .

Η T ονοµάζεται τοπολογία, και τα στοιχεία της ανοιχτά σύνολα. Ο X λέγεται χώρος Hausdorff, αν για κάθε
x, y ∈ X µε x , y, υπάρχουν U,V ⊂ X ανοιχτά τέτοια ώστε x ∈ U, y ∈ V και U ∩ V = ∅.

Παράδειγµα. Αν ο X είναι ένας µετρικός χώρος, τότε η οικογένεια των ανοιχτών (ως προς τη µετρική !)
υποσυνόλων του X είναι µια τοπολογία. ΄Ενας τοπολογικός χώρος λέγεται µετρικοποιήσιµος αν η τοπολογία
του επάγεται από κάποια µετρική.

Παράδειγµα. Αν X είναι ένα σύνολο, τότε οι οικογένειες {∅, X} και P(X) είναι τοπολογίες (τετριµµένη και
διακριτή αντίστοιχα).

Παράδειγµα. Αν X είναι ένα άπειρο σύνολο, τότε η οικογένεια {A ⊂ X : card(X \A) < ∞} είναι µια τοπολογία
(η οποία δεν είναι Hausdorff διότι κάθε δυο µη κενά ανοιχτά σύνολα τέµνονται).

Ορισµός. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος. Μια οικογένεια B ⊂ T λέγεται ϐάση για την τοπολογία, αν
κάθε ανοιχτό σύνολο είναι ένωση συνόλων της B.

Παράδειγµα. Σ’ένα µετρικό χώρο, η οικογένεια όλων των ανοιχτών δίσκων είναι µια ϐάση για την τοπολογία
που επάγει η µετρική.

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, και x ∈ X.

• ΄Ενα σύνολο N ⊂ X λέγεται περιοχή του x αν υπάρχει G ανοιχτό τέτοιο ώστε x ∈ G ⊂ N. Η οικογένεια
όλων των περιοχών του x ονοµάζεται σύστηµα περιοχών του x.

• Μια υποοικογένεια B του συστήµατος περιοχών του x λέγεται ϐάση περιοχών του x, αν για κάθε
περιοχή N του x υπάρχει B ∈ B τέτοιο ώστε B ⊂ N.

Παράδειγµα. Σ’ένα µετρικό χώρο η οικογένεια {D(x, 1/n) : n ∈ N} είναι µια ϐάση περιοχών του x.

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, και A ⊂ X.

• Το A λέγεται κλειστό, αν το συµπλήρωµά του είναι ανοιχτό.
• Το A λέγεται συµπαγές, αν κάθε ανοιχτή κάλυψη του A έχει πεπερασµένη υποκάλυψη.
• Θέτουµε A = clA =

⋂
{F : A ⊂ F, F κλειστό} (κλειστότητα του A).

• Θέτουµε A◦ = intA =
⋃
{G : G ⊂ A, G ανοιχτό} (εσωτερικό του A).

Ορισµός. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι, f : X → Y µια συνάρτηση, και x ∈ X. Η f λέγεται συνεχής στο
x, αν για κάθε περιοχή V ⊂ Y του f (x) υπάρχει περιοχή U ⊂ X του x τέτοια ώστε f (U) ⊂ V. Αν η f
είναι αντιστρέψιµη, συνεχής σ’ολόκληρο το X, και η f −1 είναι συνεχής σ’ολόκληρο το Y, τότε η f λέγεται
οµοιοµορφισµός.

Θυµίζουµε ότι ένα κατευθυνόµενο σύνολο είναι ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο (Λ,≤) τέτοιο ώστε για
κάθε a, b ∈ Λ υπάρχει c ∈ Λ µε a ≤ c και b ≤ c. Αν τώρα το X είναι κάποιο σύνολο, τότε µια συνάρτηση
x : Λ → X ονοµάζεται δίκτυο στο X. ΄Οπως και στην περίπτωση των ακολουθιών (των οποίων γενίκευση
αποτελούν τα δίκτυα) χρησιµοποιούµε το συµβολισµό xλ αντί x(λ) (για λ ∈ Λ).

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, (xλ)λ∈Λ δίκτυο στο X, και x ∈ X. Λέµε ότι το xλ συγκλίνει στο x (xλ → x,
lim
λ∈Λ

xλ = x), αν για κάθε περιοχή N του x, υπάρχει λ0 ∈ Λ τέτοιο ώστε xλ ∈ N για κάθε λ ≥ λ0.

Παρατηρήστε ότι σ’ένα χώρο Hausdorff το όριο ενός δικτύου είναι µοναδικό. Τα δίκτυα παίζουν στους
τοπολογικούς χώρους τον ϱόλο που παίζουν οι ακολουθίες στους µετρικούς χώρους. Για παράδειγµα, αν το
A είναι υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου και x κάποιο σηµείο, τότε x ∈ A αν και µόνο αν υπάρχει δίκτυο
σηµείων του A το οποίο συγκλίνει στο x. Οµοίως, µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x αν και µόνο αν για
κάθε δίκτυο xλ µε xλ → x, έχουµε f (xλ)→ f (x).
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΄Εστω τώρα Xi, i ∈ I, µια οικογένεια τοπολογικών χώρων, και έστω

X =
∏
i∈I

Xi

το καρτεσιανό τους γινόµενο. Η µικρότερη τοπολογία στο X ως προς την οποία οι προβολές

πi : X → Xi, πi(x) = x(i)

είναι συνεχείς συναρτήσεις, ονοµάζεται τοπολογία γινόµενο. Αν το (xλ)λ∈Λ είναι ένα δίκτυο στο X και x ∈ X,
τότε xλ → x αν και µόνο αν πi(xλ) → πi(x) για κάθε i ∈ I (δηλαδή το δίκτυο συγκλίνει αν και µόνο αν
συγκλίνει κατά συντεταγµένη). Μια ϐάση για την τοπολογία γινόµενο είναι όλα τα σύνολα της µορφής

n⋂
k=1

π−1
ik

(
Gik

)
,

όπου n = 1, 2, . . . , και Gik ⊂ Xik ανοιχτό. Ισοδύναµα, µια ϐάση αποτελείται από όλα τα «ορθογώνια»∏
i∈I

Gi,

όπου Gi = Xi για όλα εκτός από το πολύ πεπερασµένα το πλήθος i1, . . . , in για τα οποία το Gik είναι κάποιο
ανοιχτό υποσύνολο του Xik .

Παράδειγµα. ΄Εστω fn, f : R → R έτσι ώστε fn → f κατά σηµείο. Τότε, αν ταυτίσουµε τις συναρτήσεις
από το R στο R µε τα σηµεία του χώρου RR, έχουµε ότι fn → f ως προς την τοπολογία γινόµενο.
Παρατηρήστε ότι ο RR δεν είναι µετρικοποιήσιµος διότι κανένα σηµείο του δεν έχει αριθµήσιµη ϐάση
περιοχών. ΄Ετσι έχουµε ένα παράδειγµα «ϕυσιολογικής» σύγκλισης η οποία δεν µπορεί να περιγραφεί µέσω
κάποιας µετρικής.

Θεώρηµα. Το καρτεσιανό γινόµενο χώρων Hausdorff είναι χώρος Hausdorff.

Θεώρηµα. Το καρτεσιανό γινόµενο µιας αριθµήσιµης οικογένειας µετρικοποιήσιµων χώρων είναι µετρικοποι-
ήσιµος χώρος.

Θεώρηµα (Tychonoff ). Το καρτεσιανό γινόµενο συµπαγών χώρων είναι συµπαγής χώρος.
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11. Τοπολογικοί διανυσµατικοί χώροι και τοπικά κυρτοί χώροι

Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός διανυσµατικός χώρος ή TVS (Topological Vector Space) είναι ένας γραµµικός
χώρος X µε µια τοπολογία τέτοια ώστε το {0} είναι κλειστό, και οι πράξεις της πρόσθεσης

X × X 3 (x, y) 7→ x + y ∈ X

και του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού
F × X 3 (λ, x) 7→ λx ∈ X

είναι συνεχείς (τα X × X και F × X έχουν την τοπολογία γινόµενο).

Παρατήρηση. Για κάθε x0 ∈ X και λ0 ∈ F µε λ0 , 0, οι απεικονίσεις

Tx0 : X → X, Tx0 (x) = x0 + x

και
Mλ0 : X → X, Mλ0 (x) = λ0x

είναι οµοιοµορφισµοί.

Παρατήρηση. Το N είναι περιοχή του 0 αν και µόνο αν το x + N είναι περιοχή του x. ∆ηλαδή οι περιοχές
οποιουδήποτε σηµείου καθορίζονται από τις περιοχές του µηδενός. Επίσης, το N είναι περιοχή του 0 αν και
µόνο αν το λN είναι περιοχή του 0 για κάθε µη µηδενικό ϐαθµωτό λ. Τέλος, κάθε µονοσύνολο είναι κλειστό.
(΄Ολα αυτά προκύπτουν από το ότι οι απεικονίσεις της προηγούµενης παρατήρησης είναι οµοιοµορφισµοί.)

Παρατήρηση. ΄Ενας TVS X είναι χώρος Hausdorff. Πράγµατι, έστω x, y ∈ X µε x , y. Τότε το {x − y} είναι
κλειστό και 0 < {x− y}, άρα υπάρχει V περιοχή του 0 τέτοια ώστε x− y < V. Από τη συνέχεια της πρόσθεσης,
υπάρχει U περιοχή του 0 τέτοια ώστε U + U ⊂ V. Εποµένως (x − U) ∩ (y + U) = ∅.

Παράδειγµα. ΄Εστω X γραµµικός χώρος και P µια οικογένεια ηµινορµών στο X τέτοια ώστε⋂
p∈P

{x : p(x) = 0} = {0}.

Για κάθε x ∈ X, ε > 0, p1, . . . , pn ∈P, n ∈ N, ϑέτουµε

Vx,p1,...,pn,ε =

n⋂
i=1

{y : pi(x − y) < ε}.

Η P καθορίζει µια τοπολογία στο X ως εξής : Για κάθε x ∈ X, µια ϐάση περιοχών για το x είναι η οικογένεια

Bx =
{
Vx,p1,...,pn,ε : ε > 0, p1, . . . , pn ∈P , n ∈ N

}
.

∆ηλαδή, ορίζουµε ένα σύνολο G ⊂ X να είναι ανοιχτό αν και µονο αν για κάθε x ∈ G υπάρχει V ∈ Bx τέτοιο
ώστε V ⊂ G. Με αυτήν την τοπολογία, ο X είναι TVS. Πράγµατι, κατ’αρχάς παρατηρούµε ότι ένα δίκτυο zγ
στο X συγκλίνει σε κάποιο z ∈ X αν και µόνο αν p(zγ − z)→ 0 για κάθε p ∈P. Εποµένως, αν (xα, yα) είναι
ένα δίκτυο στο X × X µε (xα, yα)→ (x, y) και (λβ,wβ) είναι ένα δίκτυο στο F × X µε (λβ,wβ)→ (λ,w), τότε η
συνέχεια της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού προκύπτει από τις ανισότητες

p((xα + yα) − (x + y)) ≤ p(xα − x) + p(yα − y),

και
p(λβwβ − λw) ≤ |λβ − λ|p(wβ) + |λ|p(wβ − w).

Τέλος, αν x < {0}, τότε υπάρχει ηµινόρµα p ∈P τέτοια ώστε p(x) > 0. ΄Αρα υπάρχει ε > 0 µε

0 < {y : p(x − y) < ε}.

Εποµένως το {0} είναι κλειστό.

Ορισµός. ΄Ενας τοπικά κυρτός χώρος ή LCS (Locally Convex Space) είναι ένας TVS η τοπολογία του οποίου
καθορίζεται από µια οικογένεια ηµινορµών ακριβώς όπως στο προηγούµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα. ΄Εστω X µετρικός χώρος. Θεωρούµε τον γραµµικό χώρο C(X) όλων των συνεχών συναρτήσεων
από το X στο F. Για κάθε K ⊂ X συµπαγές, και f ∈ C(X) ϑέτουµε

pK( f ) = sup
x∈K
| f (x)| = ‖ f |K‖∞.

Τότε η τοπολογία που καθορίζει η οικογένεια ηµινορµών {pK : K ⊂ X συµπαγές} κάνει τον C(X) LCS.
Παρατηρήστε ότι ένα δίκτυο fξ συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση f ως προς την τοπολογία αυτή, αν και
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µόνο αν fξ → f οµοιόµορφα σε κάθε συµπαγές υποσύνολο του X (αυτό ∆ΕΝ σηµαίνει ότι η σύγκλιση είναι
οµοιόµορφη σ’ολόκληρο το X).

Παράδειγµα. ΄Εστω Ω ⊂ C ανοιχτό. Θεωρούµε τον γραµµικό χώρο H(Ω) όλων των αναλυτικών συναρτήσεων
στο Ω. Η τοπολογία που καθορίζει η οικογένεια ηµινορµών του προηγούµενου παραδείγµατος κάνει τον
H(Ω) LCS.

Παράδειγµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Για κάθε x ∈ X, x∗ ∈ X∗ ϑέτουµε px∗ (x) = |x∗(x)|. Η τοπολογία που
καθορίζει στον X η οικογένεια ηµινορµών {px∗ : x∗ ∈ X∗} ονοµάζεται ασθενής τοπολογία (w-τοπολογία) και
κάνει τον X LCS. Πρέπει να ελέγξουµε ότι⋂

x∗∈X∗
{x : |x∗(x)| = 0} = {0}.

Αυτό προκύπτει άµεσα από το ϑεώρηµα Hahn-Banach: αν x0 , 0 τότε υπάρχει x∗0 ∈ X∗ µε x∗0(x0) , 0, άρα
το x0 δεν ανήκει στην παραπάνω τοµή.

Παρατηρήστε ότι ένα δίκτυο xδ συγκλίνει ασθενώς σε κάποιο x (xδ
w
→ x) αν και µόνο αν x∗(xδ)→ x∗(x) για

κάθε x∗ ∈ X∗. Η w-τοπολογία είναι ασθενέστερη (δηλ. µικρότερη) από την ‖ · ‖-τοπολογία (τη συνηθισµένη
τοπολογία που επάγει η νόρµα στον X), αφού, προφανώς, οι ασθενείς περιοχές

n⋂
k=1

{x : |x∗k(x)| < ε}, ε > 0, x∗1, . . . , x
∗
n ∈ X∗, n ∈ N,

είναι ‖ · ‖-ανοιχτά σύνολα. ΄Ετσι, αν ένα δίκτυο συγκλίνει ως προς τη νόρµα, τότε συγκλίνει ασθενώς.

Παράδειγµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Για κάθε x ∈ X, x∗ ∈ X∗ ϑέτουµε px(x∗) = |x∗(x)|. Η τοπολογία που
καθορίζει στον X∗ η οικογένεια ηµινορµών {px : x ∈ X} ονοµάζεται ασθενής-∗ τοπολογία (w∗-τοπολογία) και
κάνει τον X∗ LCS (σε αντίθεση µε το προηγούµενο παράδειγµα, το ότι⋂

x∈X

{x∗ : |x∗(x)| = 0} = {0},

είναι τετριµµένο).
Σε ό,τι αφορά τη σύγκλιση δικτύων έχουµε

x∗θ
w∗
→ x∗ ⇔ x∗θ(x)→ x∗(x), για κάθε x ∈ X.

Παρατηρήστε ότι στον X∗ έχουµε τρεις τοπολογίες : την συνηθισµένη τοπολογία που επάγει η νόρµα, την
w-τοπολογία του προηγούµενου παραδείγµατος (η οποία επάγεται από τον X∗∗), και την w∗-τοπολογία που
επάγεται από τον X. Κάθε µια είναι ασθενέστερη από την προηγούµενη όπως ϕαίνεται από την ακόλουθη
σειρά συνεπαγωγών:

x∗ξ
‖·‖
−→ x∗ ⇒ x∗ξ

w
−→ x∗ ⇒ x∗ξ

w∗
−→ x∗.

Η δεύτερη συνεπαγωγή προκύπτει µέσω της κανονικής εµφύτευσης J : X → X∗∗. Αν x∗ξ → x∗ ασθενώς, τότε
x∗∗(x∗ξ) → x∗∗(x) για κάθε x∗∗ ∈ X∗∗. Ιδιαίτερα J(x)(x∗ξ) → J(x)(x∗) για κάθε x ∈ X. ΄Αρα x∗ξ(x) → x∗(x) για
κάθε x ∈ X, εποµένως x∗ξ → x∗ ασθενώς-∗.

Ορισµός. ΄Εστω X γραµµικός χώρος και A ⊂ X.

• Το A λέγεται κυρτό, αν για κάθε x, y ∈ A, και κάθε t ∈ [0, 1], έχουµε (1 − t)x + ty ∈ A.
• Η κυρτή ϑήκη του A είναι το µικρότερο κυρτό υπερσύνολο του A:

coA =
⋂
{C ⊂ X : A ⊂ C, C κυρτό}.

• Αν επιπλέον ο X είναι TVS, τότε η κλειστή κυρτή ϑήκη του A είναι το µικρότερο κυρτό και κλειστό
υπερσύνολο του A:

coA =
⋂
{C ⊂ X : A ⊂ C, C κυρτό & κλειστό}.

Θεώρηµα. ΄Εστω X TVS, και A ⊂ X.

(1) Αν το A είναι κυρτό, τότε τα A και A◦ είναι κυρτά.
(2) coA = coA.

Απόδειξη.
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(1) Για 0 < t < 1 έχουµε

(1 − t)A + tA = (1 − t)A + tA ⊂ (1 − t)A + tA ⊂ A.

΄Αρα, A κυρτό. Επίσης, (1 − t)A◦ + tA◦ ⊂ A. Αλλά (1 − t)A◦ + tA◦ ανοιχτό, εποµένως

(1 − t)A◦ + tA◦ ⊂ A◦.

Συνεπώς A◦ κυρτό.
(2) coA ⊂ coA, άρα coA ⊂ coA. Αλλά, από το (1), το coA είναι κλειστό και κυρτό υπερσύνολο του A,

εποµένως coA ⊃ coA
�

Ορισµός. ΄Εστω X γραµµικός χώρος, και A ⊂ X.

• Το A λέγεται απορροφούν (absorbing), αν για κάθε x ∈ X, υπάρχει t > 0 τέτοιο ώστε tx ∈ A.
• Το A λέγεται ιορροπηµένο (balanced), αν για κάθε x ∈ A και κάθε λ ∈ F µε |λ| ≤ 1, έχουµε λx ∈ A.
• Αν επιπλέον ο X είναι TVS, το A λέγεται ϕραγµένο, αν για κάθε περιοχή U του 0, υπάρχει ε > 0

τέτοιο ώστε εA ⊂ U.

Παρατηρήσεις. ΄Εστω X TVS. Τότε :
(1) Αν A ⊂ X ισορροπηµένο, τότε A ισορροπηµένο. Αν επιπλέον 0 ∈ A◦, τότε A◦ ισορροπηµένο.
(2) Αν V περιοχή του µηδενός, τότε υπάρχει µια ισορροπηµένη περιοχή U του µηδενός τέτοια ώστε

U ⊂ V. Πράγµατι, από τη συνέχεια του πολλαπλασιασµού στο (0, 0) ∈ F × X, υπάρχει δ > 0 και
µια περιοχή W του 0 ώστε για κάθε λ ∈ F µε |λ| < δ έχουµε λW ⊂ V. Θέτουµε

U =
⋃
|λ|<δ

λW.

(3) Αν V κυρτή περιοχή του 0, τότε υπάρχει κυρτή και ισορροπηµένη περιοχή U του 0 τέτοια ώστε
U ⊂ V. Πράγµατι, από το (2), υπάρχει ισορροπηµένη περιοχή W του 0 µε W ⊂ V. Θέτουµε
U = (coW)◦.

Ορισµός. ΄Εστω X γραµµικός χώρος και A ⊂ X απορροφούν. Για κάθε x ∈ X ϑέτουµε

pA(x) = inf{t > 0 : x ∈ tA}.

Το pA είναι καλά ορισµένο διότι το A είναι απορροφούν, και ονοµάζεται συναρτησοειδές Minkowski.

Θεώρηµα. ΄Εστω X γραµµικός χώρος και A ⊂ X κυρτό και απορροφούν.

(1) Το pA είναι υπογραµµικό.
(2) {x : pA(x) < 1} ⊂ A ⊂ {x : pA(x) ≤ 1}.
(3) Αν επιπλέον το A είναι ισορροπηµένο, τότε το pA είναι ηµινόρµα.

Απόδειξη.

(1) ΄Εστω x, y ∈ X. Τότε για κάθε t1, t2 > 0 µε x ∈ t1A και y ∈ t2A έχουµε

x + y ∈ t1A + t2A = (t1 + t2)
(

t1
t1 + t2

A +
t2

t1 + t2
A
)
⊂ (t1 + t2)A.

Εποµένως pA(x + y) ≤ t1 + t2, άρα pA(x + y) ≤ pA(x) + pA(y). Η ϑετική οµογένεια του pA (pA(sx) =

spA(x), για s ≥ 0) είναι προφανής.
(2) Αν x ∈ A τότε pA(x) ≤ 1 από τον ορισµό του pA. Αν pA(x) < 1, τότε υπάρχει 0 < t < 1 τέτοιο ώστε

x ∈ tA ⊂ tA + (1 − t)A ⊂ A.
(3) Για κάθε λ ∈ F, µε λ , 0, έχουµε

pA(λx) = inf{t > 0 : λx ∈ tA} = inf
{

t > 0 : x ∈
t
|λ|

|λ|

λ
A
}

= inf
{

t > 0 : x ∈
t
|λ|

A
}

= |λ|pA(x).

�

Θεώρηµα. ΄Εστω X TVS και U ⊂ X ανοιχτό και κυρτό µε 0 ∈ U. Τότε :

(1) Το U είναι απορροφούν, εποµένως το pU ορίζεται.
(2) U = {x : pU(x) < 1}.

Απόδειξη.

(1) ΄Εστω x ∈ X. Από τη συνέχεια του πολλαπλασιασµού στο (0, x), υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε δx ∈ U.
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(2) ΄Εστω x ∈ U. Από τη συνέχεια του πολλαπλασιασµού στο (1, x), υπάρχει δ > 1 τέτοιο ώστε δx ∈ U.
΄Αρα x ∈ δ−1U, εποµένως pU(x) ≤ δ−1 < 1.

�

Θεώρηµα. ΄Εστω X TVS. Ο X είναι LCS αν και µόνο αν το 0 έχει µια ϐάση περιοχών που αποτελείται από
ανοιχτά και κυρτά σύνολα.

Απόδειξη. Η κατεύθυνση (⇒) είναι προφανής. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, έστω T η τοπολογία του X.
Από υπόθεση, το 0 έχει µια ϐάση περιοχών που αποτελείται από ανοιχτά και κυρτά σύνολα. Τότε το 0 έχει
µια ϐάση περιοχών B που αποτελείται από ανοιχτά, κυρτά και ισορροπηµένα σύνολα (από την παρατήρηση
(3) παραπάνω). ΄Αρα για κάθε U ∈ B, το συναρτησοειδές Minkowski pU είναι ηµινόρµα. Παρατηρούµε ότι
η τοπολογία που καθορίζει η οικογένεια {pU : U ∈ B} ταυτίζεται µε την T διότι U = {x : pU(x) < 1} για
κάθε U ∈ B (κάθε περιοχή του 0 ως προς τη µια τοπολογία είναι περιοχή του 0 ως προς την άλλη). Τέλος⋂

U∈B

{x : pU(x) = 0} ⊂
⋂

U∈B

{x : pU(x) < 1} =
⋂

U∈B

U = {0}

διότι η T είναι Hausdorff. Εποµένως ο X είναι LCS. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X LCS. Ο X είναι µετρικοποιήσιµος αν και µόνο αν η τοπολογία του καθορίζεται από µια
αριθµήσιµη οικογένεια ηµινορµών.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η τοπολογία T του X καθορίζεται από την οικογένεια ηµινορµών {pn : n ∈ N} µε
∞⋂

n=1

{x : pn(x) = 0} = {0}.

Ορίζουµε µια µετρική d στο X ως εξής

d(x, y) =

∞∑
n=1

1
2n

pn(x − y)
1 + pn(x − y)

.

΄Εστω Td η τοπολογία που επάγει η d. Η d είναι αναλλοίωτη στις µεταθέσεις, εποµένως για να συγκρίνουµε
τις δυο τοπολογίες, αρκεί να συγκρίνουµε περιοχές του 0. ΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε n0 τέτοιο ώστε

∞∑
n=n0+1

1
2n <

ε

2
.

Τότε
n0⋂

n=1

{
x : pn(x) <

ε

2n0

}
⊂ Dd(0, ε),

άρα Td ⊂ T . Επίσης, για κάθε n έχουµε

Dd

(
0,

ε

2n(1 + ε)

)
⊂ {x : pn(x) < ε},

άρα T ⊂ Td.
Αντίστροφα, έστω ότι η T καθορίζεται από µια οκογένεια ηµινορµών P. Υποθέτουµε ότι η T επάγεται

από κάποια µετρική ρ. Τότε για κάθε n υπάρχουν ηµινόρµες pn
1, . . . , pn

kn
∈P και εn > 0 έτσι ώστε

kn⋂
i=1

{x : pn
i (x) < εn} ⊂ Dρ(0, 1/n).

Θέτουµε Q = {pn
i : i = 1, . . . , kn, n ∈ N}. Τότε η τοπολογία που καθορίζει η Q ταυτίζεται µε την T . �

Παράδειγµα. ΄Εστω Ω ⊂ C ανοιχτό, και H(Ω) ο χώρος των αναλυτικών συναρτήσεων στο Ω µε την τοπολογία
που καθορίζεται από την οικογένεια ηµινορµών {pK : K ⊂ Ω συµπαγές}, όπου pK( f ) = ‖ f |K‖∞. Τότε ο H(Ω)
είναι µετρικοποιήσιµος. Πράγµατι, για κάθε n ∈ N ϑέτουµε

Kn = {z ∈ Ω : |z| ≤ n & dist(z,C \Ω) ≥ 1/n},

και παρατηρούµε ότι η τοπολογία του H(Ω) καθορίζεται από την οικογένεια {pKn : n ∈ N}.

Θεώρηµα. ΄Εστω X LCS. Η τοπολογία του X επάγεται από νόρµα αν και µόνο αν ο X έχει ένα µη κενό, ανοιχτό
και ϕραγµένο σύνολο.
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Απόδειξη. Η µια κατεύθυνση είναι προφανής. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, έστω U ⊂ X µη κενό, ανοιχτό
και ϕραγµένο. Μπορούµε να υποθέσουµε (κάνοντας µια µετάθεση) ότι 0 ∈ U. Αφού ο X είναι LCS, υπάρχει
V ανοιχτό, κυρτό και ισορροπηµένο, τέτοιο ώστε 0 ∈ V ⊂ U. ΄Εστω pV το συναρτησοειδές Minkowski.
Ισχυριζόµαστε ότι το pV είναι νόρµα και επάγει την τοπολογία του X. Πράγµατι, έστω x , 0. Τότε υπάρχουν
περιοχές W0 και Wx του 0 και του x αντίστοιχα, τέτοιες ώστε W0 ∩ Wx = ∅. Αφού U ϕραγµένο, υπάρχει
ε0 > 0 τέτοιο ώστε W0 ⊃ ε0U ⊃ ε0V. Αλλά ε0V = ε0{y : pV (y) < 1} = {y : pV (y) < ε0}. ΄Αρα pV (x) ≥ ε0, δηλαδή
το pV είναι νόρµα. Τώρα, αφού εV = {x : pV (x) < ε}, η τοπολογία που επάγει η νόρµα είναι µικρότερη από
ή ίση µε την τοπολογία του X. Απ’την άλλη, έστω ε > 0 και p µια από τις ηµινόρµες που καθορίζουν την
τοπολογία του X. Το {x : p(x) < ε} είναι περιοχή του 0, και το U είναι ϕραγµένο. ΄Αρα υπάρχει δ > 0 τέτοιο
ώστε

{x : p(x) < ε} ⊃ δU ⊃ δV = {x : pV (x) < δ}.
Εποµένως, η τοπολογία του X είναι µικρότερη από ή ίση µε την τοπολογία που επάγει η νόρµα. �
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12. Ο δυϊκός ενός TVS - Η γεωµετρική µορφή του ϑεωρήµατος Hahn-Banach

Ορισµός. ΄Εστω X TVS. Το σύνολο όλων των συνεχών γραµµικών συναρτησοειδών στον X ονοµάζεται δυϊκός
χώρος και συµβολίζεται µε X∗.

Θεώρηµα. ΄Εστω X TVS, και Λ : X → F µη µηδενικό γραµµικό συναρτησοειδές. Τα ακόλουθα είναι ισοδύνα-
µα:

(1) Λ συνεχές.
(2) kerΛ κλειστός.
(3) kerΛ όχι πυκνός.
(4) Λ ϕραγµένο (µε τη συνηθισµένη έννοια) σε κάποια περιοχή του 0.

Απόδειξη. (1)⇒ (2)⇒ (3) προφανείς.

(3) ⇒ (4). Από την υπόθεση συνεπάγεται ότι υπάρχουν x0 ∈ X και U ισορροπηµένη περιοχή του 0 τέτοια
ώστε (x0 + U) ∩ kerΛ = ∅. Το Λ(U) είναι ισορροπηµένο υποσύνολο του F, άρα είτε Λ(U) ϕραγµένο, είτε
Λ(U) = F. Αλλά αν Λ(U) = F, τότε υπάρχει x ∈ U τέτοιο ώστε Λ(x) = −Λ(x0), εποµένως Λ(x0 + x) = 0,
δηλαδή x0 + x ∈ kerΛ, άτοπο.

(4) ⇒ (1). Αφού το Λ είναι γραµµική απεικόνιση, αρκεί να δείξουµε ότι είναι συνεχές στο 0. Από
υπόθεση, υπάρχουν M > 0 και U περιοχή του 0, τέτοια ώστε Λ(U) ⊂ D(0,M). ΄Αρα για κάθε ε > 0
έχουµε Λ(εM−1U) ⊂ D(0, ε). Εποµένως Λ συνεχές στο 0. �

Παράδειγµα (Ο χώρος του Schwartz και ο χώρος των κατανοµών). Για κάθε πολυδείκτη α = (α1, . . . , αn) ∈
Zn

+, ϕ ∈ C∞(Rn) και x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ϑέτουµε

|α| = α1 + · · · + αn,

xα = xα1
1 · · · x

αn
n ,

Dαϕ =
∂|α|ϕ

∂α1 x1 · · · ∂αn xn
,

S =

{
ϕ ∈ C∞(Rn) : sup

x
|xαDβϕ(x)| < ∞, για κάθε α, β ∈ Zn

+

}
.

Ο S λέγεται χώρος του Schwartz και γίνεται (µετρικοποιήσιµος) LCS µέσω της οικογένειας ηµινορµών
{pα,β : α, β ∈ Zn

+}, όπου
pα,β(ϕ) = sup

x
|xαDβϕ(x)|.

Ο δυϊκός S ∗ λέγεται χώρος των κατανοµών. Κάθε f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, επάγει µια κατανοµή Λ f (ϕ) =
∫

fϕ,
ϕ ∈ S . Οµοίως, κάθε µιγαδικό µέτρο Borel µ επάγει µια κατανοµή Λµ(ϕ) =

∫
ϕ dµ. Αν f ∈ Lp, και α ∈ Zn

+,
τότε η (ασθενής) παράγωγος της f (ή η παράγωγος µε την έννοια των κατανοµών - distributional derivative)
είναι η κατανοµή

Λα
f (ϕ) = (−1)|α|

∫
Rn

f (x)Dαϕ(x) dx = (−1)|α|Λ f (Dαϕ).

Για παράδειγµα, αν ψ ∈ S , τότε Λα
ψ(ϕ) = ΛDαψ(ϕ), δηλαδή στην περίπτωση αυτή, η παράγωγος µε την

έννοια των κατανοµών «συµφωνεί» µε τη συνηθισµένη παράγωγο (είναι η κατανοµή που επάγεται από τη
συνηθισµένη παράγωγο). Αν τώρα h : R → R είναι η συνάρτηση Heaviside h(x) = 0 για x < 0, h(x) = 1
για x ≥ 0, τότε Λ

(1)
h (ϕ) = φ(0) = Λδ0 (ϕ), όπου δ0 είναι το µέτρο Dirac στο 0. Εποµένως, µε την έννοια των

κατανοµών, η παράγωγος της (µη παραγωγίσιµης µε τη συνηθισµένη έννοια) συνάρτησης h είναι ένα µέτρο.
Γενικότερα, αν Λ ∈ (S )∗, τότε ορίζουµε την παράγωγο Λα ∈ (S )∗ µέσω της σχέσης

Λα(ϕ) = (−1)|α|Λ(Dαϕ).

Σε αντίθεση µε την περίπτωση των χώρων µε νόρµα, δεν είναι αλήθεια ότι ο δυϊκός ενός αυθαίρετου
TVS είναι πάντα µη τετριµµένος, όπως ϕαίνεται από το ακόλουθο:

Παράδειγµα (Οι χώροι Lp, 0 < p < 1). ΄Εστω 0 < p < 1, και f : [0, 1]→ F Lebesgue µετρήσιµη. Θέτουµε

ρ( f ) =

∫
| f |p, Lp = { f | ρ( f ) < ∞}, d( f , g) = ρ( f − g).

Τότε ο (Lp, d) είναι µετρικός χώρος, τέτοιος ώστε η πρόσθεση και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός είναι
συνεχείς. ΄Αρα ο (Lp, d) είναι TVS. Θα δείξουµε κατ’αρχάς ότι ο Lp δεν έχει µη τετριµµένα ανοιχτά και
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κυρτά σύνολα. ΄Εστω λοιπόν G ⊂ X µη κενό, ανοιχτό και κυρτό. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι 0 ∈ G. Τότε
υπάρχει r > 0 µε D(0, r) ⊂ G. ΄Εστω τώρα f ∈ Lp. Επιλέγουµε n ∈ N τέτοιο ώστε np−1ρ( f ) < r. Από τη
συνέχεια του ολοκληρώµατος υπάρχει διαµέριση 0 = t0 < · · · < tn = 1 τέτοια ώστε∫ ti

ti−1

| f |p =
ρ( f )

n
, i = 1, . . . , n.

Θέτουµε gi = n fχ[ti−1,ti). Τότε ρ(gi) = np−1ρ( f ) < r, εποµένως gi ∈ D(0, r) ⊂ G. Αλλά το G είναι κυρτό, άρα

f =
g1 + · · · + gn

n
∈ G.

Συνεπώς G = Lp. Τώρα, έστω Λ ∈ (Lp)∗. Τότε για κάθε n ∈ N, το σύνολο Λ−1(DF(0, 1/n)) είναι µη κενό,
ανοιχτό και κυρτό, άρα ταυτίζεται µε ολόκληρο τον χώρο. Εποµένως

kerΛ = Λ−1({0}) =

∞⋂
n=1

Λ−1(DF(0, 1/n)) = Lp.

Συνεπώς (Lp)∗ = {0}.

Αν όµως ο χώρος είναι τοπικά κυρτός, τότε ο δυϊκός του είναι πάντα µη τετριµµένος :

Θεώρηµα (Η γεωµετρική µορφή του ϑεωρήµατος Hahn-Banach). ΄Εστω X TVS και A, B ⊂ X µη κενά, κυρτά
και ξένα. Τότε :

(1) Αν το A είναι ανοιχτό, τότε υπάρχουν Λ ∈ X∗, και λ0 ∈ R, τέτοια ώστε

ReΛ(a) < λ0 ≤ ReΛ(b),

για κάθε a ∈ A, b ∈ B.
(2) Αν ο X είναι LCS, το A συµπαγές, και το B κλειστό, τότε υπάρχουν Λ ∈ X∗, λ1, λ2 ∈ R τέτοια ώστε

ReΛ(a) < λ1 < λ2 < ReΛ(b),

για κάθε a ∈ A, b ∈ B.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο X είναι επί του R.
(1) Σταθεροποιούµε a0 ∈ A, b0 ∈ B και ϑέτουµε x0 = b0 − a0, U = x0 + A − B. Τότε το U είναι ανοιχτή

και κυρτή περιοχή του 0, εποµένως το συναρτησοειδές Minkowski pU είναι υπογραµµικό, και
U = {x : pU(x) < 1}. Ιδιαίτερα pU(x0) ≥ 1, αφού x0 < U. Ορίζουµε τώρα f : 〈x0〉 → R µε f (tx0) = t.
Τότε :
• Για t ≥ 0 έχουµε f (tx0) = t ≤ tpU(x0) = pU(tx0).
• Για t < 0 έχουµε f (tx0) = t < pU(tx0).

΄Αρα f ≤ pU στο 〈x0〉. Εποµένως, από Hahn-Banach, η f έχει γραµµική επέκταση Λ : X → R,
τέτοια ώστε Λ ≤ pU . Τώρα, για κάθε x ∈ U έχουµε Λ(x) ≤ pU(x) < 1. Επίσης

Λ(−x) = −Λ(x) > −pU(x) > −1.

΄Αρα |Λ(x)| < 1 για κάθε x ∈ U ∩ (−U). ∆ηλαδή το Λ είναι ϕραγµένο στην περιοχή U ∩ (−U) του 0,
συνεπώς Λ ∈ X∗. Τέλος, για κάθε a ∈ A, b ∈ B έχουµε

Λ(a) − Λ(b) + 1 = Λ(a) − Λ(b) + Λ(x0) = Λ(a − b + x0) ≤ pU(a − b + x0) < 1,

εποµένως Λ(a) < Λ(b). Αλλά το Λ(A) είναι ανοιχτό και κυρτό υποσύνολο του R, άρα είναι ένα
ανοιχτό διάστηµα, έστω I1. Οµοίως το Λ(B) είναι κάποιο διάστηµα, έστω I2. Αφού κάθε στοιχείο
του I1 είναι µικρότερο από κάθε στοιχείο του I2, αν ϑέσουµε λ0 να είναι το αριστερό άκρο του I2,
ϑα πάρουµε

Λ(a) < λ0 ≤ Λ(b),

για κάθε a ∈ A, b ∈ B.
(2) Αφού ο X είναι τοπικά κυρτός, το A συµπαγές, το B κλειστό, και A ∩ B = ∅, υπάρχει V ανοιχτή

και κυρτή περιοχή του 0, τέτοια ώστε (A + V) ∩ B = ∅.
[Απόδειξη : Για κάθε x ∈ A υπάρχει περιοχή Ux του 0,τέτοια ώστε (x + Ux) ∩ B = ∅. Από

τοπική κυρτότητα και συνέχεια της πρόσθεσης στο (0, 0), υπάρχει Vx ανοιχτή και κυρτή περιοχή
του 0, τέτοια ώστε Vx + Vx ⊂ Ux. Η {x + Vx}x∈A είναι ανοιχτή κάλυψη του συµπαγούς A, άρα έχει
πεπερασµένη υποκάλυψη, έστω {xk + Vxk }

n
k=1. Θέτουµε V =

⋂n
k=1 Vxk .]
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Από το (1), υπάρχει Λ ∈ X∗, έτσι ώστε το ανοιχτό διάστηµα Λ(A + V) να ϐρίσκεται αριστερά του
διαστήµατος Λ(B). Αφού το Λ(A) είναι συµπαγές υποσύνολο του Λ(A + V), έχει ϑετική απόσταση
από το δεξί άκρο του Λ(A + V) και εποµένως µπορούµε να επιλέξουµε λ1, λ2, τέτοια ώστε

Λ(a) < λ1 < λ2 < Λ(b),

για κάθε a ∈ A, b ∈ B.
�

Πορίσµατα.

(1) ΄Εστω X LCS. Τότε ο X∗ διαχωρίζει τα σηµεία του X διότι αν x, y ∈ X µε x , y, τότε εφαρµόζοντας
το γεωµετρικό Hahn-Banach στα σύνολα {x}, {y} παίρνουµε ότι υπάρχει Λ ∈ X∗ µε Λ(x) , Λ(y).

(2) ΄Εστω X LCS, Y ⊂ X κλειστός γραµµικός υπόχωρος, και x0 < Y. Τότε υπάρχει Λ ∈ X∗ τέτοιο ώστε
Λ|Y = 0 και Λ(x0) , 0. Πράγµατι, από Hahn-Banach για τα σύνολα {x0} και Y, υπάρχει Λ ∈ X∗

τέτοιο ώστε τα σύνολα Λ({x0}) και Λ(Y) είναι ξένα. ΄Αρα, ο Λ(Y) είναι γνήσιος γραµµικός υπόχωρος
του F, εποµένως Λ(Y) = {0}. Συνεπώς Λ|Y = 0.

(3) ΄Εστω X LCS, Y γραµµικός υπόχωρος, και f ∈ Y∗. Τότε υπάρχει Λ ∈ X∗ τέτοιο ώστε Λ|Y = f .
Πράγµατι, υποθέτουµε ότι f , 0 και επιλέγουµε x0 ∈ Y µε f (x0) = 1. Αφού f ∈ Y∗, ο ker f είναι
Y-κλειστός, δηλαδή clYker f = ker f . Εποµένως, x0 < clYker f = Y ∩ clXker f . ΄Αρα x0 < clXker f .
Από το προηγούµενο πόρισµα, υπάρχει Λ ∈ X∗ µε Λ(x0) = 1 και Λ|ker f = 0. Τώρα, αν y ∈ Y, τότε
y = λx0 + z, για κάποια λ ∈ F και z ∈ ker f . Εποµένως Λ(y) = λ = f (λx0 + z) = f (y).
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13. Ασθενείς τοπολογίες σε χώρους µε νόρµα

Υπενθυµίζουµε ότι αν ο X είναι χώρος µε νόρµα, τότε
• Η w-τοπολογία στον X έχει για ϐάση περιοχών του 0 όλα τα σύνολα της µορφής

n⋂
k=1

{x : |x∗k(x)| < ε}, x∗1, . . . , x
∗
n ∈ X∗, ε > 0, n ∈ N.

Επίσης, xξ
w
→ x αν και µόνο αν x∗(xξ)→ x∗(x) για κάθε x∗ ∈ X∗.

• Η w∗-τοπολογία στον X∗ έχει για ϐάση περιοχών του 0 όλα τα σύνολα της µορφής
n⋂

k=1

{x∗ : |x∗(xk)| < ε}, x1, . . . , xn ∈ X, ε > 0, n ∈ N.

Επίσης, x∗ξ
w∗
→ x∗ αν και µόνο αν x∗ξ(x)→ x∗(x) για κάθε x ∈ X.

Παρατηρήσεις.

(1) (X, ‖ · ‖) σηµαίνει ότι ο X έχει την τοπολογία της νόρµας. (X,w) σηµαίνει ότι ο X έχει την ασθενή
τοπολογία. Οµοίως µε (X∗,w), (X∗,w∗), (X∗∗,w∗),...

(2) ΄Οταν γράφουµε (X,w) = (J(X),w∗) και (X,w) ⊂ (X∗∗,w∗), εννοούµε ότι η κανονική εµφύτευση
J : (X,w) → (J(X),w∗) είναι οµοιοµορφισµός (ϐλέπουµε δηλαδή τον X µε την ασθενή τοπολογία
σαν υπόχωρο του X∗∗ µε την ασθενή-∗ τοπολογία, ακριβώς όπως µπορούµε να δούµε τον X µε την
‖ · ‖-τοπολογία σαν υπόχωρο του X∗∗ µε την ‖ · ‖-τοπολογία). Το ότι η J είναι οµοιοµορφισµός (επί
της εικόνας της) προκύπτει από τις ακόλουθες ισοδυναµίες :

xξ
w
→ x⇔ (∀x∗ ∈ X∗)(x∗(xξ)→ x∗(x))⇔ (∀x∗ ∈ X∗)(J(xξ)(x∗)→ J(x)(x∗))⇔ J(xξ)

w∗
→ J(x).

(3) Με τη σύµβαση του (2), ο X είναι αυτοπαθής αν και µόνο αν (X,w) = (X∗∗,w∗).
(4) Αν η xn ∈ X συγκλίνει ασθενώς, τότε είναι ‖·‖-ϕραγµένη, διότι supn |J(xn)(x∗)| < ∞ για κάθε x∗ ∈ X∗,

άρα από αρχή οµοιόµορφου ϕράγµατος, supn ‖xn‖ = supn ‖J(xn)‖ < ∞.
(5) Αν η x∗n ∈ X∗ συγκλίνει ασθενώς-∗ και ο X είναι χώρος Banach, τότε η x∗n είναι ‖ · ‖-ϕραγµένη. Αυτό

προκύπτει άµεσα από την αρχή οµοιόµορφου ϕράγµατος, αφού έχουµε supn |x
∗
n(x)| < ∞ για κάθε

x ∈ X.

Παράδειγµα. ΄Εστω f j, f ∈ C0(Rn). Τότε f j
w
→ f αν και µόνο αν∫

f j dµ→
∫

f dµ,

για κάθε µέτρο Borel στον Rn.

Παράδειγµα. ΄Εστω µ j, µ ∈ M(Rn,B(Rn)). Τότε µ j
w∗
→ µ αν και µόνο αν∫

f dµ j →

∫
f dµ,

για κάθε f ∈ C0(Rn).

Παράδειγµα. Στους χώρους `p, 1 < p < ∞, η ακολουθία en µε en(k) = 0 αν n , k, και en(n) = 1, συγκλίνει
ασθενώς στο 0, αλλά δεν συγκλίνει ως προς τη νόρµα.

Παράδειγµα (Η ιδιότητα Schur). Στον `1, µια ακολουθία συγκλίνει ασθενώς αν και µόνο αν συγκλίνει ως
προς τη νόρµα. Πράγµατι, η µια κατεύθυνση είναι προφανής, για την άλλη κατεύθυνση, ας υποθέσουµε
ότι υπάρχει ασθενώς µηδενική ακολουθία xn ∈ `

1, τέτοια ώστε ‖xn‖1 9 0. Περνώντας, αν χρειάζεται, σε µια
υπακολουθία και κανονικοποιώντας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι ‖xn‖1 = 1. Παρατηρήστε ότι από την
ασθενή σύγκλιση της ακολουθίας στο 0 συνεπάγεται κατά συντεταγµένη σύγκλιση στο 0. Επιλέγουµε τώρα
επαγωγικά µη αρνητικούς ακέραιους αριθµούς n1 < n2 < · · · < nk < · · · και N0 < N1 < · · · < Nk < · · · έτσι
ώστε

Nk−1∑
j=1

|xnk ( j)| <
1

100
,

Nk∑
j=Nk−1+1

|xnk ( j)| ≥
9

10
. (R(k))

Ο αλγόριθµος είναι ο εξής : Θέτουµε N0 = 0, n1 = 1 και επιλέγουµε N1 ώστε η δεύτερη από τις R(1) να ισχύει
(το πρώτο άθροισµα στην R(1) είναι κενό). Στη συνέχεια επιλέγουµε n2 ώστε η πρώτη από τις R(2) να ισχύει
και αµέσως µετά N2 ώστε η δεύτερη από τις R(2) να ικανοποιείται. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο. Στην
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επιλογή των nk χρησιµοποιούµε ότι η ακολουθία συγκλίνει κατά συντεταγµένη στο 0, ενώ στην επιλογή των
Nk χρησιµοποιούµε ότι ‖xnk‖1 = 1. Θεωρούµε τώρα την ακολουθία y ∈ `∞ = (`1)∗ µε y( j) = sgn(xnk ( j)) για
Nk−1 + 1 ≤ j ≤ Nk, k = 1, 2, . . . (δηλαδή η y στις ϑέσεις από Nk−1 + 1 µέχρι Nk, έχει για όρους τα πρόσηµα
των αντίστοιχων όρων της xnk ). Τότε

∞∑
j=1

xnk ( j)y( j) =

Nk−1∑
j=1

±xnk ( j) +

Nk∑
j=Nk−1+1

|xnk ( j)| +
∞∑

j=Nk+1

±xnk ( j) ≥
9

10
−

1
100
−

1
10
,

άτοπο διότι η xnk είναι ασθενώς µηδενική.

Θεώρηµα (Γραµµική άλγεβρα). ΄Εστω X γραµµικός χώρος, και Λ,Λ1, . . . ,Λn : X → F γραµµικά συναρτη-
σοειδή, τέτοια ώστε

n⋂
k=1

kerΛk ⊂ ker Λ.

Τότε το Λ είναι γραµµικός συνδυασµός των Λ1, . . . ,Λn.

Απόδειξη. Ορίζουµε
π : X → Fn, π(x) = (Λ1(x), . . . ,Λn(x)),

και
f : π(X)→ F, f (π(x)) = Λ(x).

Η f είναι καλά ορισµένη και έχει µια γραµµική επέκταση f̃ σ’ολόκληρο το Fn, άρα υπάρχουν a1, . . . , an ∈ F

τέτοια ώστε
f̃ (u1, . . . , un) = a1u1 + · · · + anun.

Εποµένως
Λ(x) = f (π(x)) = f̃ (π(x)) = f̃ (Λ1(x), . . . ,Λn(x)) = a1Λ1(x) + · · · + anΛn(x).

�

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Τότε :

(1) (X, ‖ · ‖)∗ = (X,w)∗.
(2) (X∗,w∗)∗ = X.

Απόδειξη.

(1) (X,w)∗ ⊂ (X, ‖ · ‖)∗ διότι η w-τοπολογία είναι ασθενέστερη της ‖ · ‖-τοπολογίας. Αν τώρα Λ ∈ (X, ‖ · ‖)∗

και xξ είναι ένα δίκτυο στο X µε xξ
w
→ 0, τότε Λ(xξ)→ 0, άρα Λ ∈ (X,w)∗.

(2) ΄Εστω x ∈ X και x∗ξ ∈ X∗ δίκτυο µε x∗ξ
w∗

−→ 0. Τότε x∗ξ(x)→ 0, άρα x(x∗ξ)→ 0, εποµένως x ∈ (X∗,w∗)∗.
Αντίστροφα, έστω Λ ∈ (X∗,w∗)∗. Τότε υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ X, και ε > 0 τέτοια ώστε

x∗ ∈
n⋂

k=1

{y∗ : |xk(y∗)| < ε} ⇒ |Λ(x∗)| < 1.

Αν τώρα x∗ ∈
⋂n

k=1 kerxk τότε για κάθε m ∈ N, έχουµε

mx∗ ∈
n⋂

k=1

kerxk ⊂

n⋂
k=1

{y∗ : |xk(y∗) < ε}.

΄Αρα |Λ(x∗)| < 1/m, για κάθε m, εποµένως x∗ ∈ kerΛ. Συνεπώς, από το προηγούµενο ϑεώρηµα, το
Λ είναι γραµµικός συνδυασµός των x1, . . . , xn, και άρα ανήκει στον X.

�

Θεώρηµα (Mazur). ΄Εστω X χώρος µε νόρµα, και A ⊂ X κυρτό. Τότε cl‖·‖A = clwA.

Απόδειξη. Προφανώς cl‖·‖A ⊂ clwA. ΄Εστω ότι υπήρχε x0 ∈ clwA\cl‖·‖A. Τότε από Hahn-Banach, ϑα υπήρχαν
x∗0 ∈ (X, ‖ · ‖)∗, λ1, λ2 ∈ R, τέτοια ώστε

Re x∗0(x0) < λ1 < λ2 < Re x∗0(x),

για κάθε x ∈ cl‖·‖A. Αλλά (X, ‖ · ‖)∗ = (X,w)∗, άρα το σύνολο U = {x : Re x∗0(x) < λ1} ϑα ήταν w-περιοχή του
x0 τέτοια ώστε U ∩ A = ∅, άτοπο. �

Θεώρηµα (Alaoglou). ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Τότε η κλειστή µοναδιαία µπάλα BX∗ = {x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖ ≤ 1}
είναι w∗-συµπαγές σύνολο.
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Απόδειξη. Θεωρούµε τον χώρο
Π =

∏
x∈X

BF(0, ‖x‖)

µε την τοπολογία γινόµενο, και την απεικόνιση

G : BX∗ −→ Π, G(x∗) = (x∗(x))x∈X .

Η G είναι καλά ορισµένη και 1-1. Επίσης, για κάθε δίκτυο x∗ξ ∈ BX∗ και x∗ ∈ BX∗ έχουµε

x∗ξ
w∗
−→ x∗ ⇔ (∀x ∈ X)(x∗ξ(x)→ x∗(x))⇔ G(xξ)→ G(x).

΄Αρα η G : (BX∗ ,w∗) → G(BX∗ ) είναι οµοιοµορφισµός. Από το ϑώρηµα Tychonoff, ο Π είναι συµπαγής, άρα
αρκεί να δείξουµε ότι το G(BX∗ ) είναι κλειστό. ΄Εστω Λ = (Λx)x∈X ∈ G(BX∗ ). Τότε υπάρχει δίκτυο x∗i ∈ BX∗

µε G(x∗i ) → Λ. Εποµένως, για κάθε x, y ∈ X, έχουµε x∗i (x) → Λx, x∗i (y) → Λy, x∗i (x + y) → Λx+y. Αφού το F
είναι χώρος Hausdorff, τα όρια είναι µοναδικά, άρα Λx+y = Λx + Λy. Οµοίως Λλx = λΛx για κάθε ϐαθµωτό
λ. Τέλος |Λx| ≤ ‖x‖ για κάθε x ∈ X. Εποµένως, αν ϑέσουµε x∗(x) = Λx, τότε x∗ ∈ BX∗ και G(x∗) = Λ. ΄Αρα
G(BX∗ ) κλειστό. �

Θεώρηµα (Goldstine). ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Θέτουµε

BX = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}, BX∗∗ = {x∗∗ ∈ X∗∗ : ‖x∗∗‖ = 1}.

Τότε clw∗BX = BX∗∗ .

Απόδειξη. ΄Εχουµε BX ⊂ BX∗∗ , άρα clw∗BX ⊂ clw∗BX∗∗ = BX∗∗ . ΄Εστω ότι υπήρχε x∗∗0 ∈ BX∗∗ \ clw∗BX. Από
ϑεώρηµα Alaoglou, το BX∗∗ είναι w∗-συµπαγές, άρα και το clw∗BX είναι w∗-συµπαγές. Από ϑεώρηµα Hahn-
Banach, υπάρχουν x∗0 ∈ (X∗∗,w∗)∗ = X∗ και λ1, λ2 ∈ R τέτοια ώστε Re x∗0(x∗∗) < λ1 < λ2 < Re x∗0(x∗∗0 ), για
κάθε x∗∗ ∈ clw∗BX. ΄Αρα Re x∗∗(x∗0) < λ1 < λ2 < Re x∗∗0 (x∗0), για κάθε x∗∗ ∈ BX. Εποµένως

Re x∗0(x) < λ1 < λ2 < Re x∗∗0 (x∗0),

για κάθε x ∈ BX. ΄Ετσι για κάθε x µε ‖x‖ = 1 έχουµε |x∗0(x)| = eiθ(x)x∗0(x) = x∗0(eiθ(x)x) < λ1. Συνεπώς ‖x∗0‖ ≤ λ1.
Αλλά λ2 < Re x∗∗0 (x∗0) ≤ |x∗∗0 (x∗0)| ≤ ‖x∗∗0 ‖ · ‖x

∗
0‖ ≤ ‖x

∗
0‖, άτοπο �

Θεώρηµα. ΄Εστω X διαχωρίσιµος χώρος µε νόρµα. Τότε ο (BX∗ ,w∗) είναι µετρικοποιήσιµος.

Απόδειξη. ΄Εστω D = {xn : n ∈ N} αριθµήσιµο και ‖ · ‖-πυκνό υποσύνολο του X. Θεωρούµε τον χώρο

Π =

∞∏
n=1

BF(0, ‖xn‖)

µε την τοπολογία γινόµενο. Τότε ο Π είναι µετρικοποιήσιµος, µε µετρική

d(a, b) =

∞∑
n=1

2−n|a(n) − b(n)|
1 + |a(n) − b(n)|

.

Ορίζουµε µια απεικόνιση G : (BX∗ ,w∗)→ Π, µε G(x∗) = (x∗(xn))n. Τότε η G είναι καλά ορισµένη, ένα-προς-
ένα (διότι το D είναι πυκνό), και συνεχής. Επίσης, αν το A ⊂ BX∗ είναι w∗-κλειστό, τότε, από ϑεώρηµα
Alaoglou, είναι w∗-συµπαγές, άρα το G(A) είναι συµπαγές, εποµένως το G(A) είναι κλειστό. Συνεπώς, η
G : (BX∗ ,w∗)→ G(BX∗ ) είναι οµοιοµορφισµός, άρα ο (BX∗ ,w∗) είναι µετρικοποιήσιµος. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα, τέτοιος ώστε ο X∗ είναι διαχωρίσιµος. Τότε ο (BX ,w) είναι µετρικοποι-
ήσιµος.

Απόδειξη. Αφού X∗ διαχωρίσιµος, από το προηγούµενο ϑεώρηµα, ο (BX∗∗ ,w∗) είναι µετρικοποιήσιµος. Αλλά
(BX ,w) ⊂ (BX∗∗ ,w∗), άρα (BX ,w) µετρικοποιήσιµος. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα τέτοιος ώστε ο (X,w) είναι µετρικοποίησιµος. Τότε ο X είναι πεπερασµένης
διάστασης.

Απόδειξη. Η w-τοπολογία καθορίζεται από την οικογένεια ηµινορµών {px∗ : x∗ ∈ X∗}, όπου p∗(x) = |x∗(x)|.
Αφού ο (X,w) είναι µετρικοποιήσιµος, υπάρχει D ⊂ X∗ αριθµήσιµο, τέτοιο ώστε η οικογένεια {px∗ : x∗ ∈ D}
καθορίζει την w-τοπολογία του X. ΄Εστω τώρα x∗ ∈ X∗. Τότε υπάρχουν x∗1, . . . , x

∗
n ∈ D, και ε > 0 τέτοια ώστε

n⋂
k=1

{x : |x∗k(x)| < ε} ⊂ {x : |x∗(x)| < 1}.
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΄Αρα
⋂n

k=1 ker x∗k ⊂ ker x∗. Εποµένως το x∗ είναι γραµµικός συνδυασµός των x∗1, . . . , x
∗
n. ∆ηλαδή X∗ = 〈D〉.

Αφού ο X∗ είναι χώρος Banach, δεν µπορεί να έχει άπειρη αριθµήσιµη διάσταση, άρα dimX∗ < ∞, συνεπώς
dimX < ∞. �

΄Ενα τελείως ανάλογο (δυϊκό) επιχείρηµα, µας δίνει το ακόλουθο:

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα τέτοιος ώστε ο (X∗,w∗) είναι µετρικοποιήσιµος. Τότε η διάσταση του X
είναι το πολύ αριθµήσιµη.
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14. Αυτοπάθεια και ασθενής συµπάγεια

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος Banach. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο X είναι αυτοπαθής.
(2) Ο X∗ είναι αυτοπαθής.
(3) (X∗,w) = (X∗,w∗).
(4) (BX ,w) συµπαγής.

Απόδειξη. (1) ⇒ (3). Η w∗-τοπολογία είναι ασθενέστερη της w-τοπολογίας, άρα αρκεί να δείξουµε ότι για

κάθε δίκτυο x∗i ∈ X∗ µε x∗i
w∗
−−→ 0 έχουµε x∗i

w
−→ 0. ΄Εστω x∗∗ ∈ X∗∗. Αφού ο X είναι αυτοπαθής, έχουµε ότι

x∗∗ = x για κάποιο x ∈ X. Εποµένως x∗∗(x∗i ) = x(x∗i ) = x∗i (x)→ 0.

(1) ⇒ (4). Αφού X αυτοπαθής, έχουµε (X,w) = (X∗∗,w∗), άρα (BX ,w) = (BX∗∗ ,w∗). Αλλά από ϑεώρηµα
Alaoglou, το (BX∗∗ ,w∗) είναι συµπαγές.

(4)⇒ (1). Αφού το BX είναι w-συµπαγές στο X, έχουµε ότι είναι w∗-συµπαγές και άρα w∗-κλειστό υποσύνολο
του BX∗∗ . Αλλά από ϑεώρηµα Goldstine, clw∗BX = BX∗∗ , εποµένως BX = BX∗∗ . Συνεπώς X = X∗∗.

(3) ⇒ (2). Αφού (X∗,w) = (X∗,w∗), έχουµε (BX∗ ,w) = (BX∗ ,w∗). Από ϑεώρηµα Alaoglou, το (BX∗ ,w∗) είναι
συµπαγές, άρα και το (BX∗ ,w). Εποµένως, από τη συνεπαγωγή (4)⇒ (1), ο X∗ είναι αυτοπαθής.

(2)⇒ (1). Αφού X∗ αυτοπαθής, από τη συνεπαγωγή (1)⇒ (3), έχουµε (X∗∗,w) = (X∗∗,w∗). Τώρα η BX είναι
‖ · ‖-κλειστή στον X∗∗, άρα, αφού είναι κυρτό σύνολο, από ϑεώρηµα Mazur, είναι w-κλειστή στον X∗∗. Αλλά,
τότε από υπόθεση είναι w∗-κλειστή στον X∗∗. ΄Οµως από ϑεώρηµα Goldstine, clw∗BX = BX∗∗ . Εποµένως
BX = BX∗∗ , άρα X = X∗∗. �

Πόρισµα. Αν ο X είναι αυτοπαθής και ο Y κλειστός υπόχωρος, τότε και ο Y είναι αυτοπαθής. Πράγµατι,
από ϑεώρηµα Mazur, ο Y είναι w-κλειστός. Αφού ο X είναι αυτοπαθής, το BX είναι w-συµπαγές. ΄Αρα το
BY = Y ∩ BX είναι w-συµπαγές, εποµένως ο Y είναι αυτοπαθής.

Πόρισµα. Αν ο X είναι αυτοπαθής, και x∗ ∈ X∗, τότε υπάρχει x0 ∈ X µε ‖x0‖ = 1 τέτοιο ώστε ‖x∗‖ = |x∗(x0)|
(δηλαδή η νόρµα του συναρτησοειδούς υλοποιείται από το συναρτησοειδές σε κάποιο σηµείο της µοναδιαίας
σφαίρας). Πράγµατι το x∗ είναι w-συνεχές, και η µπάλα BX w-συµπαγής αφού ο X είναι αυτοπαθής. ΄Αρα
υπάρχει x0 ∈ BX τέτοιο ώστε

|x∗(x0)| = sup{|x∗(x)| : ‖x‖ ≤ 1} = ‖x∗‖.
Αλλά ‖x∗‖ = |x∗(x0)| ≤ ‖x∗‖ · ‖x0‖, εποµένως ‖x0‖ = 1.

Παρατήρηση. Η υπόθεση της αυτοπάθειας είναι απαραίτητη στο προηγούµενο πόρισµα, όπως ϕαίνεται

από το συναρτησοειδές Λ : c0 → F, µε Λ(x) =

∞∑
n=1

x(n)
2n .

Θεώρηµα. ΄Εστω X αυτοπαθής, και A ⊂ X. Τότε το A είναι w-συµπαγές αν και µόνο αν είναι w-κλειστό και
ϕραγµένο.

Απόδειξη. Αν το A είναι w-συµπαγές τότε είναι w-κλειστό. Τώρα για κάθε x∗ ∈ X∗, το x∗ είναι w-συνεχές.
Αφού το A είναι w-συµπαγές, έχουµε supx∈A |x

∗(x)| < ∞, άρα supx∈A |x(x∗)| < ∞. Εποµένως, από αρχή
οµοιόµορφου ϕράγµατος, supx∈A ‖x‖ < ∞.

Αντίστροφα, αφού το A είναι ϕραγµένο, υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε A ⊂ B(0,M). Αλλά ο X είναι
αυτοπαθής, άρα το BX είναι w-συµπαγές. Εποµένως και το B(0,M) είναι w-συµπαγές. ∆ηλαδή το A είναι
w-κλειστό υποσύνολο ενός w-συµπαγούς συνόλου, άρα είναι w-συµπαγές. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X αυτοπαθής, και A ⊂ X κυρτό. Τότε το A είναι w-ακολουθιακά συµπαγές αν και µόνο αν
είναι ‖ · ‖-κλειστό και ϕραγµένο (w-ακολουθιακή συµπάγεια σηµαίνει ότι κάθε ακολουθία στο A έχει ασθενώς
συγκλίνουσα υπακολουθία στο A).

Απόδειξη. (⇒). ΄Εστω x ∈ cl‖·‖A. Τότε υπάρχει ακολουθία xn ∈ A τέτοια ώστε xn → x. Αφού A w-ακολουθιακά
συµπαγές, υπάρχει υπακολουθία xkn και y ∈ A έτσι ώστε xkn

w
−→ y. ΄Αρα x = y ∈ A, εποµένως το A είναι

‖ · ‖-κλειστό. ΄Εστω τώρα ότι το A δεν είναι ϕραγµένο. Τότε υπάρχει ακολουθία an ∈ A µε ‖an‖ ≥ n. Από
w-ακολουθιακή συµπάγεια, η an έχει w-συγκλίνουσα υπακολουθία akn . Αλλά τότε η akn είναι ϕραγµένη,
άτοπο.
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(⇐). ΄Εστω xn ∈ A. Θέτουµε Y = 〈xn : n ∈ N〉. Ο Y είναι κλειστός γραµµικός υπόχωρος του X, άρα είναι
αυτοπαθής, δηλαδή Y = Y∗∗. Ο Y είναι διαχωρίσιµος, άρα ο Y∗∗ είναι διαχωρίσιµος, συνεπώς ο Y∗ είναι
διαχωρίσιµος, εποµένως ο (BY ,w) είναι µετρικοποιήσιµος. Απ’την άλλη, ο (BY ,w) είναι συµπαγής, διότι ο Y
είναι αυτοπαθής. ∆ηλαδή, ο (BY ,w) είναι συµπαγής µετρικός χώρος. Αφού η xn είναι ϕραγµένη, υπάρχει
M > 0 τέτοιο ώστε Mxn ∈ BY . ΄Αρα υπάρχει υπακολουθία xkn και x ∈ Y έτσι ώστε xkn

w
−→ x. Εποµένως

x ∈ clwA. Αλλά, από ϑεώρηµα Mazur, clwA = cl‖·‖A = A. Συνεπώς x ∈ A. �

Πόρισµα. Αν ο X είναι αυτοπαθής τότε κάθε ϕραγµένη ακολουθία έχει ασθενώς συγκλίνουσα υπακολουθία
(ιδιαίτερα, αυτό ισχύει στους χώρους Lp για 1 < p < ∞). Αυτή είναι η «έκδοση» του ϑεωρήµατος Bolzano-
Weierstrass για χώρους Banach.
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15. Προσεγγισιµότητα και οµοιόµορφη κυρτότητα

Ορισµός. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα, και A ⊂ X κλειστό. Το A λέγεται προσεγγίσιµο, αν για κάθε x0 < A
υπάρχει x ∈ A, τέτοιο ώστε ‖x − x0‖ = dist(x0, A).

Θεώρηµα. ΄Εστω X αυτοπαθής, και A ⊂ X κλειστό και κυρτό. Τότε το A είναι προσεγγίσιµο.

Απόδειξη. ΄Εστω x0 < A. Θέτουµε d = dist(x0, A) και επιλέγουµε xn ∈ A µε ‖x0 − xn‖ → d. Αφού ο X είναι
αυτοπαθής, υπάρχει υπακολουθία xkn , και x ∈ X, τέτοια ώστε xkn

w
−→ x. ΄Αρα x ∈ clwA. Εποµένως, από

ϑεώρηµα Mazur, x ∈ A. Επιλέγουµε τώρα x∗ ∈ X∗ µε ‖x∗‖ = 1 τέτοιο ώστε ‖x − x0‖ = |x∗(x − x0)|. Τότε

‖x − x0‖ = |x∗(x − x0)| ≤ |x∗(x − xkn )| + |x∗(xkn − x0)| ≤ |x∗(x − xkn )| + ‖xkn − x0‖.

Παίρνοντας όρια, έχουµε ‖x − x0‖ ≤ d. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα, και x∗ ∈ X∗ µη µηδενικό συναρτησοειδές. Τότε ο ker x∗ είναι προσεγγίσι-
µος αν και µόνο αν υπάρχει x ∈ X µε ‖x‖ = 1 τέτοιο ώστε |x∗(x)| = ‖x∗‖.

Απόδειξη. (⇒). Θεωρούµε την απεικόνιση

Λ : X/ker x∗ → F, Λ(x + ker x∗) = x∗(x).

Τότε Λ ∈ (X/ker x∗)∗ και ‖Λ‖ = ‖x∗‖. Αφού dim(X/ker x∗) = 1, υπάρχει x0 ∈ X µε ‖x0 + ker x∗‖ = 1 και
|Λ(x0 + ker x∗)| = ‖Λ‖. Αφού ο ker x∗ είναι ποσεγγίσιµος, υπάρχει y ∈ ker x∗, τέτοιο ώστε

‖x0 − y‖ = dist(x0, ker x∗) = ‖x0 + ker x∗‖ = 1.

Αλλά τότε |x∗(x0 − y)| = |x∗(x0)| = |Λ(x0 + ker x∗)| = ‖Λ‖ = ‖x∗‖.

(⇐). ΄Εστω x0 < ker x∗. Από υπόθεση, υπάρχει x ∈ X µε ‖x‖ = 1, τέτοιο ώστε |x∗(x)| = ‖x∗‖. Αφού
dim(X/ker x∗) = 1, υπάρχουν y ∈ ker x∗ και λ ∈ F, λ , 0, έτσι ώστε x = y + λx0. Τώρα για κάθε z ∈ ker x∗,
έχουµε

‖z − x0‖ ≥
|x∗(z − x0)|
‖x∗‖

=
|x∗(x0)|
‖x∗‖

=
1
|λ|
·
|x∗(y + λx0)|
‖x∗‖

=
1
|λ|

= ‖λ−1y + x0‖.

Εποµένως dist(x0, ker x∗) ≥ ‖λ−1y + x0‖, συνεπώς ο ker x∗ είναι προσεγγίσιµος. �

Παράδειγµα. Ο πυρήνας του σναρτησοειδούς Λ : c0 → F, µε Λ(x) =

∞∑
n=1

x(n)
2n δεν είναι προσεγγίσιµος,

διότι η νόρµα του Λ δεν υλοποιείται από το Λ σε κανένα σηµείο της µοναδιαίας σφαίρας.

Ορισµός. ΄Ενας χώρος µε νόρµα X λέγεται οµοιόµορφα κυρτός αν για κάθε xn, yn ∈ BX µε ‖xn + yn‖ → 2
έχουµε ‖xn − yn‖ → 0. Ισοδύναµα, αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ BX µε
‖x + y‖ > 2 − δ έχουµε ‖x − y‖ < ε.

Θεώρηµα. ΄Εστω X οµοιόµορφα κυρτός, και xn ∈ X µια ακολουθία τέτοια ώστε xn
w
−→ x και ‖xn‖ → ‖x‖. Τότε

xn
‖·‖
−−→ x.

Απόδειξη. Κανονικοποιώντας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι ‖xn‖ = ‖x‖ = 1. Από Hahn-Banach, υπάρχει
x∗ ∈ X∗ µε ‖x∗‖ = 1 τέτοιο ώστε x∗(x) = ‖x‖ = 1. Τότε

2 ≥ ‖xn + x‖ ≥ |x∗(xn + x)| = |x∗(xn) + 1|.

Παίρνοντας όριο ως προς n έχουµε ‖xn + x‖ → 2, άρα ‖xn − x‖ → 0. �

Παράδειγµα. Ο `1 έχει την ιδιότητα του προηγούµενου ϑεωρήµατος (έχει την ιδιότητα Schur η οποία είναι
ισχυρότερη), αλλά δεν είναι οµοιόµορφα κυρτός γιατί αν en(k) = δn,k τότε για n , m έχουµε ‖en + em‖1 =

‖en − em‖1 = 2

Παράδειγµα. Ο (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) δεν έχει την ιδιότητα του προηγούµενου ϑεωρήµατος (άρα δεν είναι οµοι-
όµορφα κυρτός). Αν ϑέσουµε

fn(t) =


n
(

1
n − t

)
, 0 ≤ t ≤ 1/n

n
(
t − 1

n

)
, 1/n ≤ t ≤ 2/n

1, 2/n ≤ t ≤ 1

τότε fn
w
−→ 1 και ‖ fn‖∞ = 1, αλλά ‖ fn − 1‖∞ = 1.

Θεώρηµα (Clarkson). Αν 1 < p < ∞, τότε ο Lp είναι οµοιόµορφα κυρτός.
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Απόδειξη. (Για p ≥ 2) Θα δείξουµε ότι για κάθε f , g ∈ Lp έχουµε∥∥∥∥∥ f + g
2

∥∥∥∥∥p

p
+

∥∥∥∥∥ f − g
2

∥∥∥∥∥p

p
≤

1
2

(‖ f ‖pp + ‖g‖pp).

Η οµοιόµορφη κυρτότητα προκύπτει άµεσα από τη σχέση αυτή. Θέτουµε ψ(t) = (1 + t2)p/2 − tp − 1, t ≥ 0.

Τότε η ψ είναι αύξουσα και ψ(0) ≥ 0. Εποµένως για x , y έχουµε ψ
(∣∣∣∣∣ x + y

x − y

∣∣∣∣∣) ≥ 0, από το οποίο συνεπάγεται

ότι ∣∣∣∣∣ x + y
2

∣∣∣∣∣p +

∣∣∣∣∣ x − y
2

∣∣∣∣∣p ≤ (
x2 + y2

2

)p/2

≤
1
2

(|x|p + |y|p).

�

Θεώρηµα (Milman-Pettis). ΄Εστω X οµοιόµορφα κυρτός χώρος Banach. Τότε ο X είναι αυτοπαθής.

Απόδειξη. ΄Εστω x∗∗ ∈ X∗∗ µε ‖x∗∗‖ = 1. Αφού το BX είναι ‖ · ‖-κλειστό στο X∗∗, αρκεί να δείξουµε ότι
x∗∗ ∈ cl‖·‖BX. ΄Εστω λοιπόν ε > 0. Από οµοιόµορφη κυρτότητα υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε a, b ∈ BX

µε ‖a+b‖ > 2−δ έχουµε ‖a−b‖ < ε. Επιλέγουµε x∗ ∈ X∗ µε ‖x∗‖ = 1 τέτοιο ώστε x∗∗(x∗) > ‖x∗∗‖−δ/2 = 1−δ/2,
και ϑέτουµε

U = {y∗∗ : Re y∗∗(x∗) > 1 − δ/2}.
Τότε το U είναι w∗-περιοχή του x∗∗. Εποµένως, από ϑεώρηµα Goldstine, έχουµε ότι υπάρχει x ∈ U ∩ BX,
και ότι x∗∗ ∈ U ∩ clw∗BX ⊂ clw∗ (U ∩ BX). Τώρα για κάθε y ∈ BX έχουµε

‖x + y‖ ≥ |x∗(x + y)| ≥ Re x∗(x) + Re x∗(y) > 2 − δ.

΄Αρα ‖x − y‖ < ε. ∆ηλαδή y ∈ x + εBX. Εποµένως U ∩ BX ⊂ x + εBX. Συνεπώς clw∗ (U ∩ BX) ⊂ x + εBX∗∗ .
Ιδιαίτερα, x∗∗ ∈ x + εBX∗∗ , το οποίο σηµαίνει ότι ‖x − x∗∗‖ ≤ ε. �

Παρατηρήστε ότι από το προηγούµενο ϑεώρηµα, η αυτοπάθεια των Lp, 1 < p < ∞, προκύπτει χωρίς να
χρειαστεί να υπολογιστούν οι δυϊκοί τους. Αυτό στην πραγµατικότητα µας δίνει µια εναλλακτική απόδειξη
του δυϊσµού (Lp)∗ = Lq. Αρκεί να δείξουµε ότι η ισοµετρία

Lq 3 g 7→ Λg ∈ (Lp)∗, Λg( f ) =

∫
f g

είναι επί. Αν δεν ήταν, τότε το σύνολο X = {Λg : g ∈ Lq} ϑα ήταν γνήσιος κλειστός υπόχωρος του (Lp)∗,
άρα από Hahn-Banach ϑα υπήρχε µη µηδενικό Φ ∈ (Lp)∗∗ τέτοιο ώστε Φ|X = 0. Αλλά (Lp)∗∗ = J(Lp), άρα
Φ = J( f ) για κάποια f ∈ Lp. Τότε όµως

∫
f g = 0 για κάθε g ∈ Lq, άρα f = 0, άτοπο.

Θεώρηµα. ΄Εστω X οµοιόµορφα κυρτός χώρος Banach, A ⊂ X κλειστό και κυρτό, και x0 < A. Τότε υπάρχει
µοναδικό x ∈ A τέτοιο ώστε ‖x − x0‖ = dist(x0, A).

Απόδειξη. Η ύπαρξη προκύπτει από το ότι ένας οµοιόµορφα κυρτός χώρος είναι αυτοπαθής, άρα το A είναι
προσεγγίσιµο. Για τη µοναδικότητα, µπορούµε να υποθέσουµε ότι x0 = 0 και dist(x0, A) = 1. Αν x′ ∈ A και
‖x′‖ = 1, τότε (x + x′)/2 ∈ A και ‖x + x′‖ ≤ 2, άρα ‖x + x′‖ = 2. Εποµένως, από οµοιόµορφη κυρτότητα,
‖x − x′‖ = 0. �
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16. Συµπαγή κυρτά σύνολα - Το ϑεώρηµα Krein-Milman

Θεώρηµα.

(1) ΄Εστω K ⊂ Rn συµπαγές. Τότε το coK είναι συµπαγές.
(2) ΄Εστω X χώρος Banach και K ⊂ X συµπαγές. Τότε το coK είναι συµπαγές.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό S m για το (m − 1)-διάστατο simplex(t1, . . . , tm) ∈ [0, 1]m :
m∑

i=1

ti = 1

 .
Το S m είναι συµπαγές υποσύνολο του Rm.

(1) Κατ’αρχάς παρατηρούµε ότι αν το x ∈ Rn είναι κυρτός συνδυασµός κάποιων σηµείων, τότε είναι
κυρτός συνδυασµός το πολύ n + 1 το πλήθος από αυτά.

[Απόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε k > n αν x =
∑k+1

i=1 tixi, µε xi ∈ R
n, ti > 0 και∑k+1

i=1 ti = 1, τότε το x είναι κυρτός συνδυασµός k το πλήθος από τα xi. Πράγµατι, η γραµµική
απεικόνιση

Rk+1 3 (a1, . . . , ak+1) 7→

 k+1∑
i=1

aixi,

k+1∑
i=1

ai

 ∈ Rn+1

έχει µη τετριµµένο πυρήνα διότι k > n. ΄Εστω λοιπόν (a1, . . . , ak+1) µη µηδενικό στοιχείο του
πυρήνα. Θέτουµε |ai0 |/ti0 = maxi |ai|/ti > 0, επιλέγουµε λ τέτοιο ώστε λai0 = ti0 , και ϑέτουµε
ci = ti − λai. Τότε ci ≥ 0,

∑
i ci = 1, x =

∑
i cixi και ci0 = 0.]

΄Ετσι, η απεικόνιση

S n+1 × Kn+1 3 (t1, . . . , tn+1, x1, . . . , xn+1) 7→
n+1∑
i=1

tixi ∈ coK

είναι συνεχής και επί, άρα το coK είναι συµπαγές.
(2) Αφού ο X είναι πλήρης και το coK κλειστό, αρκεί να δείξουµε ότι το coK είναι ολικά ϕραγµένο (σε

πλήρη µετρικό χώρο, A συµπαγές⇔ A κλειστό και ολικά ϕραγµένο). ΄Εστω λοιπόν ε > 0. Αφού το
K είναι συµπαγές, υπάρχει F ⊂ K πεπερασµένο τέτοιο ώστε K ⊂ F + εBX. ΄Αρα coK ⊂ coF + εBX.
Αλλά coK ⊂ coK + εBX, εποµένως coK ⊂ coF + 2εBX. Αν F = {x1, . . . , xN}, τότε η απεικόνιση

S N 3 (t1, . . . , tN) 7→
N∑

i=1

tixi ∈ coF

είναι συνεχής και επί, άρα το coF είναι συµπαγές. Εποµένως υπάρχει F̃ ⊂ coF πεπερασµένο
τέτοιο ώστε coF ⊂ F̃ + εBX. ΄Αρα coK ⊂ F̃ + 3εBX. ∆ηλαδή το coK είναι ολικά ϕραγµένο.

�

Παρατήρηση. Η υπόθεση της πληρότητας είναι απαραίτητη στο (2). Αν X είναι ο χώρος των τελικά ίσων
µε 0 ακολουθιών µε την supremum νόρµα, en(k) = δn,k, xn = n−1en, και K = {xn : n ∈ N} ∪ {0}, τότε το K
είναι συµπαγές, αλλά το coK δεν είναι, διότι αν an είναι µια ακολουθία ϑετικών αριθµών µε

∑∞
n=1 an = 1 και

ϑέσουµε tn =
∑∞

k=n+1 ak, τότε η ακολουθία

yn =

n∑
k=1

ak xk + tnxn+1 ∈ coK, n ∈ N,

δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (αν είχε, το όριο της ϑα ήταν (a1, a2/2, a3/3, . . . ) < X).
Το ίδιο παράδειγµα, αν δούµε το K σαν υποσύνολο του `2, δείχνει ότι ακόµα και σε ένα χώρο Hilbert,

η κυρτή ϑήκη ενός συµπαγούς συνόλου δεν είναι κατ’ανάγκη συµπαγές.

Ορισµός. ΄Εστω X γραµµικός χώρος και A ⊂ X κυρτό. ΄Ενα σηµείο x ∈ A λέγεται ακραίο, αν το x δεν είναι
γνήσιος κυρτός συνδυασµός δυο άλλων σηµείων του A, δηλαδή αν x = ty + (1 − t)z για κάποια 0 < t < 1 και
y, z ∈ A, τότε x = y = z. Το σύνολο των ακραίων σηµείων του A συµβολίζεται µε ex(A).

Παρατήρηση. Γενικά, σ’ένα χώρο µε νόρµα έχουµε ex(BX) ⊂ S X, γιατί αν ‖x‖ < 1 τότε

x =
1 − ε

2
x +

1 + ε

2
x,

και ‖(1 − ε)x‖ < 1, ‖(1 + ε)x‖ < 1 για ε > 0 αρκετά µικρό.
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Παράδειγµα. Στον Rn, το σύνολο των ακραίων σηµείων ενός κυρτού πολυέδρου είναι το σύνολο των κορυ-
ϕών του. Τα ακραία σηµεία µιας κλειστής µπάλας είναι όλα τα σηµεία της αντίστοιχης σφαίρας.

Παράδειγµα. Αν X = L1([0, 1]), τότε ex(BX) = ∅ διότι για κάθε f ∈ S X υπάρχει x0 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε∫ x0

0 | f | = 1/2. ΄Αρα αν ϑέσουµε g = 2 fχ[0,x0), h = 2 fχ[x0,1], τότε ‖g‖1 = ‖h‖1 = 1 και f = g/2 + h/2.

Παράδειγµα. ex(Bc0 ) = ∅. Πράγµατι, έστω x ∈ S c0 . Αφού η x είναι µηδενική, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε
|x(n0)| < 1/4. Εποµένως αν ϑέσουµε

y(n) =

x(n), n , n0

x(n) − 1/4, n = n0
, z(n) =

x(n), n , n0

x(n) + 1/4, n = n0
,

τότε ‖y‖∞ = ‖z‖∞ = 1 και x = y/2 + z/2.

Παράδειγµα. ex(B`1 ) = {λen : |λ| = 1, n ∈ N}.

Παράδειγµα. Αν 1 < p < ∞, τότε ex(B`p ) = S `p , διότι αν υποθέσουµε ότι έχουµε x = ty+ (1− t)z για 0 < t < 1
και ‖x‖p = ‖y‖p = ‖z‖p = 1, τότε ‖ty + (1 − t)z‖p = ‖ty‖p + ‖(1 − t)z‖p, άρα (1 − t)z = λty για κάποιο λ ≥ 0
(περίπτωση ισότητας στην ανισότητα Minkowski). Αλλά τότε 1 − t = λt, εποµένως y = z.

Παράδειγµα. ex(B`∞ ) = {x : |x(n)| = 1 για κάθε n}.

Θεώρηµα (Krein-Milman). ΄Εστω X LCS, και K ⊂ X µη κενό, συµπαγές και κυρτό. Τότε co(ex(K)) = K.

Απόδειξη. (X επί του R.) ∆είχνουµε κατ’αρχάς ότι ex(K) , ∅. Λέµε ότι ένα κυρτό υποσύνολο A ⊂ K είναι
ακραίο, αν (1− t)x + ty ∈ A για κάποια 0 < t < 1, x, y ∈ K, συνεπάγεται ότι x, y ∈ A. Παρατηρήστε ότι αν το A
είναι ακραίο τότε ex(A) ⊂ ex(K). Επίσης, ένα µονοσύνολο {s} είναι ακραίο αν και µόνο αν s ∈ ex(K). ΄Ετσι
αρκεί να δείξουµε ότι το K περιέχει ακραίο µονοσύνολο. ΄Εστω λοιπόν A η οικογένεια όλων των ακραίων
και συµπαγών υποσυνόλων του K. Η A είναι µη κενή αφού το ίδιο το K είναι προφανώς ακραίο. ΄Εστω τώρα
{Ai}i∈I µια αλυσίδα (ως προς τη σχέση του περιέχεσθαι) στην A . Τότε ∅ ,

⋂
i∈I Ai ∈ A , εποµένως από το

λήµµα Zorn, η A έχει minimal στοιχείο έστω Ã. Αν το Ã δεν ήταν µονοσύνολο, τότε ϑα υπήρχαν x1, x2 ∈ Ã
µε x1 , x2, άρα από Hahn-Banach, ϑα υπήρχε Λ ∈ X∗ τέτοιο ώστε Λ(x1) < Λ(x2). ΄Ετσι αν ϑέσουµε

ÃΛ =

{
x ∈ Ã : Λ(x) = max

y∈Ã
Λ(y)

}
,

τότε ÃΛ ∈ A και ÃΛ $ Ã διότι x1 < ÃΛ, άτοπο αφού το Ã είναι minimal. ΄Εχουµε λοιπόν δείξει ότι κάθε
µη κενό, συµπαγές και κυρτό σύνολο έχει ακραία σηµεία. Προφανώς co(ex(K)) ⊂ K. ΄Εστω ότι υπήρχε
x0 ∈ K r co(ex(K)). Επιλέγουµε Λ ∈ X∗ τέτοιο ώστε Λ(x) < Λ(x0) για κάθε x ∈ co(ex(K)) και ϑέτουµε

KΛ =

{
x ∈ K : Λ(x) = max

y∈K
Λ(y)

}
.

Τότε KΛ ∩ co(ex(K)) = ∅. Επίσης το KΛ είναι ακραίο και συµπαγές, άρα το ex(KΛ) είναι µη κενό και
ex(KΛ) ⊂ ex(K), άτοπο. �

Πόρισµα. Αν ο X είναι δυϊκός κάποιου χώρου µε νόρµα τότε το BX είναι κυρτό και w∗-συµπαγές, άρα έχει
ακραία σηµεία. Εποµένως οι χώροι L1([0, 1]) και c0 δεν είναι δυϊκοί. (Στην πραγµατικότητα, δεν υπάρχει
τοπικά κυρτή τοπολογία στους χώρους αυτούς ως προς την οποία οι µπάλες είναι συµπαγή σύνολα.)

Θεώρηµα (Stone-Weierstrass). ΄Εστω X συµπαγής τοπολογικός χώρος και A ⊂ C(X) κλειστός γραµµικός
υπόχωρος τέτοιος ώστε

• Για κάθε f , g ∈ A έχουµε f g ∈ A .
• 1 ∈ A .
• Για κάθε x1, x2 ∈ X µε x1 , x2, υπάρχει f ∈ A µε f (x1) , f (x2).
• Για κάθε f ∈ A έχουµε f ∈ A .

Τότε A = C(X).

Απόδειξη. (de Branges) Θέτουµε

N =

{
µ ∈ M(X,B(X)) :

∫
g dµ = 0 για κάθε g ∈ A

}
.

Από ϑεώρηµα Hahn-Banach αρκεί να δείξουµε ότι N = {0}. Αν το N δεν ήταν τετριµµένο, τότε από
ϑεώρηµα Alaoglou, η µπάλα BN ϑα ήταν w∗-συµπαγής, άρα από ϑεώρηµα Krein-Milman ϑα υπήρχε
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ακραίο σηµείο µ ∈ N µε ‖µ‖ = 1. ΄Εστω K ο ϕορέας του µ. Αν υποθέσουµε ότι το K περιέχει δυο
διακεκριµένα σηµεία x1, x2, τότε επιλέγουµε F ∈ A η οποία τα διαχωρίζει και ϑέτουµε

f =
|F − F(x1)|2 + ‖F − F(x1)‖2∞

1 + 2‖F − F(x1)‖2∞
∈ A .

Τότε 0 < f < 1, f (x1) , f (x2), fµ ∈ N , (1 − f )µ ∈ N , ‖(1 − f )µ‖ = 1 − ‖ fµ‖ και 0 < ‖ fµ‖ < 1.
΄Ετσι, το µ γράφεται σαν γνήσιος κυρτός συνδυασµός στοιχείων της BN :

µ = ‖ fµ‖
fµ
‖ fµ‖

+ (1 − ‖ fµ‖)
(1 − f )µ
‖(1 − f )µ‖

.

Αφού το µ είναι ακραίο, έχουµε fµ = ‖ fµ‖µ, άρα f = ‖ fµ‖ |µ|-σχεδόν παντού. Αλλά η f είναι συνεχής,
εποµένως f = ‖ fµ‖ στο K. ∆ηλαδή η f είναι σταθερή στο K, άτοπο αφού f (x1) , f (x2). Συνεπώς το K
είναι µονοσύνολο, άρα µ = λδx0 για κάποιο x0 ∈ X και κάποιο λ ∈ F µε |λ| = 1. Αλλά τότε 0 =

∫
1dµ = λ,

άτοπο. �

Παράδειγµα. Θέτουµε T = {z ∈ C : |z| = 1}. Τότε από ϑεώρηµα Stone-Weierstrass 〈zn : n ∈ Z〉 = C(T).
΄Ετσι αν ϑεωρήσουµε την ισοµετρία Φ : C(T)→ C([0, 2π]), Φ( f )(t) = f (eit), έχουµε ότι

cl‖·‖∞
〈
eint : n ∈ Z

〉
= {g ∈ C([0, 2π]) : g(0) = g(2π)} =: A.

Αλλά το A είναι πυκνό σε όλους τους Lp([0, 2π]), 1 ≤ p < ∞. Ιδιαίτερα, έχουµε ότι το σύνολο {eint : n ∈ Z}
είναι ορθοκανονική ϐάση του χώρου Hilbert L2([0, 2π]) µε εσωτερικό γινόµενο

〈 f , g〉 =
1

2π

∫ 2π

0
f g.
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17. Ο συζυγής ενός τελεστή - Το ϑεώρηµα κλειστής εικόνας

Ορισµός. ΄Εστω X χώρος Banach, M ⊂ X και N ⊂ X∗ γραµµικοί υπόχωροι. Θέτουµε

M⊥ = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = 0 για κάθε x ∈ M},

⊥N = {x ∈ X : x∗(x) = 0 για κάθε x∗ ∈ N}.

Τα παραπάνω σύνολα λέγονται µηδενιστές των M και N.

Θεώρηµα. Αν X,M,N όπως στον ορισµό τότε

(1) M ⊂ ⊥(M⊥) και N ⊂ (⊥N)⊥.
(2) Το M⊥ είναι w∗-κλειστό και το ⊥N είναι ‖ · ‖-κλειστό.
(3) (⊥N)⊥ = clw∗N και ⊥(M⊥) = M.

Απόδειξη.

(1) Ταυτολογία.
(2) Προφανές.
(3) Αν υπήρχε x∗0 ∈ (⊥N)⊥ r clw∗N, τότε από Hahn-Banach, ϑα υπήρχε x0 ∈ (X∗,w∗)∗ = X τέτοιο ώστε

x∗0(x0) , 0 και x∗(x0) = 0 για κάθε x∗ ∈ N. ∆ηλαδή x0 ∈
⊥N και x∗0(x0) , 0, άρα x∗0 < (⊥N)⊥, άτοπο.

Η δεύτερη σχέση αποδεικνύεται ανάλογα.

�

Ορισµός. ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y ϕραγµένος γραµµικός τελεστής. Ορίζουµε T ∗ : Y∗ → X∗

µε T ∗(y∗) = y∗ ◦ T . Ο T ∗ ονοµάζεται συζυγής του T .

Παρατηρήσεις.

(1) Ο T ∗ είναι ϕραγµένος και ‖T ∗‖ = ‖T‖ διότι

sup
‖y∗‖=1

‖T ∗(y∗)‖ = sup
‖y∗‖=1

sup
‖x‖=1
|y∗(T (x))| = sup

‖x‖=1
sup
‖y∗‖=1

|y∗(T (x))| = sup
‖x‖=1
‖T (x)‖ = ‖T‖.

(2) ker T = ⊥T ∗(Y∗) και ker T ∗ = T (X)⊥.

Παράδειγµα. ΄Εστω K : Rn × Rn → R µια µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει C > 0 τέτοιο
ώστε ∫

|K(x, y)|dx ≤ C y-σχεδόν παντού.∫
|K(x, y)|dy ≤ C x-σχεδόν παντού.

Θεωρούµε τον ολοκληρωτικό τελεστή TK : Lp → Lp, 1 ≤ p < ∞, µε

TK( f )(x) =

∫
K(x, y) f (y) dy.

Τότε ο συζυγής τελεστής T ∗K : Lq → Lq, q−1 + p−1 = 1, είναι ο ολοκληρωτικός τελεστής TK̃ , όπου

K̃(x, y) = K(y, x).

Θεώρηµα. ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y ϕραγµένος γραµµικός τελεστής. Τότε

(1) Ο T ∗ είναι 1-1 αν και µόνο αν T (X) = Y.
(2) Ο T είναι ισοµορφική εµφύτευση αν και µόνο αν ο T ∗ είναι επί.
(3) Ο T ∗ είναι ισοµορφική εµφύτευση αν και µόνο αν ο T είναι επί.

Απόδειξη.

(1) (⇒) Αν ο T (X) δεν είναι πυκνός, τότε, από Hahn-Banach, υπάρχει µη µηδενικό y∗ ∈ Y∗ τέτοιο
ώστε y∗|T (X) = 0. ∆ηλαδή T ∗(y∗) = 0, άτοπο διότι ο T ∗ είναι 1-1.
(⇐) Αν T ∗(y∗) = 0, τότε y∗|T (X) = 0, άρα y∗ = 0, αφού T (X) πυκνός.
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(2) (⇒) ΄Εστω x∗ ∈ X∗. Ορίζουµε Λ : T (X) → F µε Λ(T (x)) = x∗(x). Το Λ είναι καλά ορισµένο
διότι ο T είναι 1-1. Επίσης, αφού ο T είναι ισοµορφική εµφύτευση, υπάρχει c > 0 τέτοιο ώστε
‖x‖ ≤ c‖T (x)‖ για κάθε x. Εποµένως |Λ(T (x))| ≤ ‖x∗‖ · ‖x‖ ≤ c‖x∗‖ · ‖T (x)‖, άρα Λ ∈ T (X)∗. ΄Ετσι,
από Hahn-Banach, υπάρχει y∗ ∈ Y∗ τέτοιο ώστε y∗|T (X) = Λ. Τότε T ∗(y∗) = x∗.
(⇐) Αφού ο T ∗ είναι επί, από ϑεώρηµα ανοιχτής απεικόνισης, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

δBX∗ ⊂ T ∗(BY∗ ).

Εποµένως

‖T (x)‖ = sup
‖y∗‖≤1

|y∗(T (x))| = sup
‖y∗‖≤1

|T ∗(y∗)(x)| ≥ sup
‖x∗‖≤δ

|x∗(x)| = δ‖x‖.

(3) (⇒) Αφού ο T ∗ είναι ισοµορφική εµφύτευση, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε δ‖y∗‖ ≤ ‖T ∗(y∗)‖. Ισχυρι-
Ϲόµαστε ότι δBY ⊂ T (BX). Πράγµατι, αν y < T (BX), τότε, από Hahn-Banach, υπάρχουν y∗ ∈ Y∗

και λ ∈ R τέτοια ώστε Re y∗(T (x)) < λ < Re y∗(y) για κάθε x ∈ BX. Εποµένως, για x ∈ BX και θ
κατάλληλο, έχουµε |T ∗(y∗)(x)| = y∗(T (eiθx)) < λ, άρα ‖T ∗(y∗)‖ ≤ λ. Συνεπώς

δλ < δRe y∗(y) ≤ δ|y∗(y)| ≤ δ‖y∗‖ · ‖y‖ ≤ ‖T ∗(y∗)‖ · ‖y‖ ≤ λ‖y‖.

΄Αρα y < δBY . ΄Εχουµε στην πραγµατικότητα δείξει ότι το rT (BX) είναι περιοχή του 0 για κάθε
r > 0. Παρατηρούµε τώρα ότι T (BX) ⊂ 2T (BX).

[Απόδειξη : ΄Εστω y ∈ T (BX). Αφού το 2−1T (BX) είναι περιοχή του 0, έχουµε ότι

(y + 2−1T (BX)) ∩ T (BX) , ∅,

άρα υπάρχει x1 ∈ BX τέτοιο ώστε y − T (x1) ∈ 2−1T (BX). Οµοίως, αφού το 2−2T (BX) είναι περιοχή
του 0, έχουµε ότι

(y − T (x1) + 2−2T (BX)) ∩ 2−1T (BX) , ∅,
άρα υπάρχει x2 ∈ 2−1BX τέτοιο ώστε y − T (x1) − T (x2) ∈ 2−2T (BX). Παίρνουµε έτσι µια ακολουθία
xn ∈ 2−n+1BX τέτοια ώστε

y − T (x1 + · · · + xn) ∈ 2−nT (BX) ⊂ 2−n‖T‖BY .

Αφού
∑

n ‖xn‖ ≤ 2 και ο X είναι χώρος Banach, υπάρχει x ∈ 2BX τέτοιο ώστε x =
∑

n xn. Αλλά
‖y − T (x1 + · · · + xn)‖ ≤ 2−n‖T‖, άρα T (x) = y.]

Εποµένως για κάθε n ∈ N έχουµε δnBY ⊂ 2nT (BX), από το οποίο συνεπάγεται, παίρνοντας
ενώσεις ως προς n, ότι T (X) = Y.
(⇐) Η απόδειξη είναι τελείως ανάλογη µε την απόδειξη της αντίστοιχης κατεύθυνσης στο (2).

�

Θεώρηµα (Κλειστής εικόνας). ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y ϕραγµένος γραµµικός τελεστής. Τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο T (X) είναι ‖ · ‖-κλειστός.
(2) Ο T ∗(Y∗) είναι w∗-κλειστός.
(3) Ο T ∗(Y∗) είναι ‖ · ‖-κλειστός.

Απόδειξη.
(1)⇒(2) ΄Εχουµε ότι clw∗T ∗(Y∗) = (⊥T ∗(Y∗))⊥ = (ker T )⊥, άρα αρκεί να δείξουµε ότι (ker T )⊥ ⊂ T ∗(Y∗). ΄Εστω
x∗ ∈ (ker T )⊥. Ορίζουµε Λ : T (X) → F µε Λ(T (x)) = x∗(x). Ισχυριζόµαστε ότι υπάρχει c > 0 τέτοιο ώστε για
κάθε y ∈ T (X) υπάρχει x1 ∈ X µε T (x1) = y και c‖y‖ ≥ ‖x1‖.

[Απόδειξη : Ο T (X) είναι κλειστός, άρα είναι χώρος Banach, εποµένως η T : X → T (X) είναι ανοιχτή
απεικόνιση. ΄Ετσι, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε δBT (X) ⊂ T (BX). Αν τώρα y ∈ T (X), y , 0, τότε δ‖y‖−1y ∈ δBT (X),
άρα υπάρχει x0 ∈ BX, τέτοιο ώστε T (x0) = δ‖y‖−1y. Θέτουµε x1 = δ−1‖y‖x0.]

Ιδιαίτερα, αν x ∈ X τότε υπάρχει x1 ∈ X µε T (x1) = T (x) και c‖T (x)‖ ≥ ‖x1‖. ΄Αρα

|Λ(T (x))| = |Λ(T (x1))| = |x∗(x1)| ≤ ‖x∗‖ · ‖x1‖ ≤ c‖x∗‖ · ‖T (x)‖.

Εποµένως Λ ∈ (T (X))∗, έτσι, από Hahn-Banach, υπάρχει y∗ ∈ Y∗ τέτοιο ώστε y∗|T (X) = Λ, το οποίο σηµαίνει
ότι T ∗(y∗) = x∗.

(2)⇒(3) Προφανές.

(3)⇒(1) Θεωρούµε τον τελεστή S : X → T (X) µε S (x) = T (x). Τότε, από το προηγούµενο ϑεώρηµα, ο
S ∗ :

(
T (X)

)∗
→ X∗ είναι 1-1. Ισχυριζόµαστε ότι S ∗

((
T (X)

)∗)
= T ∗(Y∗).
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[Απόδειξη : ΄Εστω Λ ∈
(
T (X)

)∗
, από Hahn-Banach, υπάρχει y∗ ∈ Y∗ τέτοιο ώστε y∗|T (X) = Λ. Τότε

S ∗(Λ) = T ∗(y∗). Αντίστροφα, αν y∗ ∈ Y∗ τότε S ∗
(
y∗|T (X)

)
= T ∗(y∗).]

΄Ετσι, αφού ο T ∗(Y∗) είναι κλειστός, ο S ∗ είναι 1-1 και έχει κλειστή εικόνα, εποµένως, από το ϑεώρηµα
αντίστροφης απεικόνισης, είναι ισοµορφική εµφύτευση. ΄Αρα, από το προηγούµενο ϑεώρηµα, ο S είναι επί,
δηλαδή T (X) = S (X) = T (X), συνεπώς ο T (X) είναι κλειστός. �
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18. Βάσεις Schauder

Ορισµός. Μια ακολουθία en σ’ένα χώρο Banach X λέγεται ϐάση Schauder αν για κάθε x ∈ X υπάρχει
µοναδική ακολουθία ϐαθµωτών e∗n(x) τέτοια ώστε

x =

∞∑
n=1

e∗n(x)en.

Οι τελεστές

Pn : X → 〈e1, . . . , en〉, Pn(x) =

n∑
k=1

e∗k(x)ek

ονοµάζονται προβολές µερικών αθροισµάτων.

Παράδειγµα. Η ακολουθία en µε en(k) = δn,k είναι ϐάση Schauder στον c0 και τους `p, 1 ≤ p < ∞.

Παράδειγµα. Μια ορθοκανονική ϐάση σ’ένα διαχωρίσιµο χώρο Hilbert είναι ϐάση Schauder.

Παρατήρηση. Οι προβολές µερικών αθροισµάτων έχουν τις ακόλουθες ιδιότητες :
(1) Pn(x)→ x για κάθε x.
(2) dim(Pn(X)) = n.
(3) PnPm = Pmin{m,n}.

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος Banach µε ϐάση Schauder en. Τότε οι Pn είναι ϕραγµένοι και supn ‖Pn‖ < ∞.

Απόδειξη. Θέτουµε ‖x‖∞ = supk ‖Pk(x)‖. Τότε ο (X, ‖ · ‖∞) είναι χώρος Banach. Πράγµατι, έστω xn µια
‖ · ‖∞-Cauchy ακολουθία. Τότε η (Pk(xn))n είναι ‖ · ‖-Cauchy στον χώρο Banach 〈e1, . . . , ek〉 οµοιόµορφα ως
προς k. Εποµένως υπάρχει yk ∈ 〈e1, . . . , ek〉 τέτοιο ώστε

lim
n

sup
k
‖Pk(xn) − yk‖ = 0.

Παρατηρούµε ότι η yk είναι ‖ · ‖-Cauchy.
[Απόδειξη : Για κάθε ε > 0, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε supk ‖Pk(xn0 ) − yk‖ < ε. Αφού τώρα η (Pk(xn0 ))k

συγκλίνει (στο xn0 ), υπάρχει k0 τέτοιο ώστε ‖Pk(xn0 ) − P`(xn0 )‖ < ε για κάθε k, ` ≥ k0. ΄Ετσι για όλα αυτά τα
k, ` έχουµε

‖yk − y`‖ ≤ ‖yk − Pk(xn0 )‖ + ‖Pk(xn0 ) − P`(xn0 )‖ + ‖P`(xn0 ) − y`‖ < 3ε.]

Εποµένως υπάρχει y ∈ X τέτοιο ώστε ‖yk−y‖ → 0. Αφού ο Pk είναι συνεχής σε κάθε υπόχωρο πεπερασµένης
διάστασης, έχουµε ότι για k ≤ `

Pk(y`) = Pk(lim
n

P`(xn)) = lim
n

Pk(P`(xn)) = lim
n

Pk(xn) = yk.

΄Ετσι, από τη µοναδικότητα του αναπτύγµατος ως προς τη ϐάση, συµπεραίνουµε ότι υπάρχει µια ακολουθία
ϐαθµωτών λi τέτοια ώστε yk =

∑k
i=1 λiei. ΄Αρα y =

∑∞
i=1 λiei =

∑∞
i=1 e∗i (y)ei. Συνεπώς Pk(y) = yk. Εποµένως

‖y − xn‖∞ ≤ sup
k
‖yk − Pk(xn)‖ → 0 καθώς n→ ∞.

΄Εχουµε λοιπόν ότι ‖x‖ ≤ ‖x‖∞ και ότι οι χώροι (X, ‖ · ‖), (X, ‖ · ‖∞) είναι Banach. ΄Αρα οι δύο νόρµες είναι
ισοδύναµες (ϑεώρηµα αντίστροφης απεικόνισης για τον ταυτοτικό τελεστή), δηλαδή υπάρχει C > 0 τέτοιο
ώστε

sup
n
‖Pn(x)‖ = ‖x‖∞ ≤ C‖x‖

το οποίο σηµαίνει ότι οι τελεστές Pn είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι. �

Πόρισµα. Τα συναρτησοειδή e∗n στον ορισµό της ϐάσης Schauder είναι ϕραγµένα.

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος Banach. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια ακολουθία τελεστών Pn : X → X τέτοια
ώστε :

(1) Pn(x)→ x για κάθε x.
(2) dim(Pn(X)) = n.
(3) PnPm = Pmin{m,n}.

Τότε ο X έχει ϐάση Schauder.
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι dim(P1(X)) = dim(Pk(X) ∩ ker Pk−1) = 1, k ≥ 2, άρα υπάρχει µια ακολουθία
en ∈ X τέτοια ώστε P1(X) = 〈e1〉 και Pk(X) ∩ ker Pk−1 = 〈ek〉, k ≥ 2. Τώρα για κάθε x έχουµε

x = lim
n

Pn(x) = P1(x) +

∞∑
k=2

(Pk(x) − Pk−1(x)).

Αλλά Pk(x) − Pk−1(x) ∈ Pk(X) ∩ ker Pk−1, εποµένως υπάρχει ακολουθία λn ∈ F τέτοια ώστε

x =

∞∑
n=1

λnen.

Η µοναδικότητα των λn στην παραπάνω αναπαράσταση προκύπτει από το ότι για κάθε i < j έχουµε Pi(ei) = ei

και Pi(e j) = 0. �

Παράδειγµα. Ο Lp([0, 1]), 1 ≤ p < ∞ έχει ϐάση Schauder. Αρκεί να ϐρούµε µια ακολουθία προβολών η
οποία να ικανοποιεί τις συνθήκες του προηγούµενου ϑεωρήµατος. Θεωρούµε τις ακόλουθες οικογένειες
δυαδικών διαστηµάτων:

D1 = {(0, 1)}
D2 = {(0, 1/2), (1/2, 1)}

D3 = {(0, 1/4), (1/4, 1/2), (1/2, 1)}
D4 = {(0, 1/4), (1/4, 1/2), (1/2, 3/4), (3/4, 1)}

D5 = {(0, 1/8), (1/8, 1/4), (1/4, 1/2), (1/2, 3/4), (3/4, 1)}
.............................................

Ακριβώς ένα διάστηµα της Dk διχοτοµείται για να δώσει δυο διαδοχικά διαστήµατα της Dk+1. Επίσης η D2k

αποτελείται από 2k διαστήµατα ίσου µήκους.
Θέτουµε τώρα Fn = 〈χI : I ∈ Dn〉 και παρατηρούµε ότι η ένωση των Fn (κλιµακωτές συναρτήσεις πάνω

σε διαστήµατα µε δυαδικά άκρα) είναι πυκνή στον Lp. Τέλος, ορίζουµε Pn : Lp → Fn µε

Pn( f ) =
∑
I∈Dn

fIχI ,

όπου fI είναι η µέση τιµή της f πάνω στο I:

fI =
1
|I|

∫
I

f .

Οι προβολές Pn προφανώς ικανοποιούν τα (2) και (3) του προηγούµενου ϑεωρήµατος. Για να δείξουµε το
(1) κατ’αρχάς παρατηρούµε ότι οι Pn είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες διότι

‖Pn( f )‖pp =

∫ ∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
I∈Dn

fIχI

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

=
∑
I∈Dn

|I| · | fI |
p =

∑
I∈Dn

|I|1−p
∣∣∣∣∣∫

I
f
∣∣∣∣∣p ≤ ∑

I∈Dn

|I|1−p · |I|p/q
∫

I
| f |p = ‖ f ‖pp.

΄Εστω τώρα f ∈ Lp και ε > 0. Τότε υπάρχει n0 και s ∈ Fn0 τέτοια ώστε ‖ f − s‖p < ε. ΄Ετσι για κάθε n ≥ n0
έχουµε Pn(s) = s, άρα

‖Pn( f ) − f ‖p ≤ ‖Pn( f − s)‖p + ‖s − f ‖p ≤ 2‖ f − s‖p < 2ε.

Αν επιλέξουµε hn ∈ Pn(X) ∩ ker Pn−1 µε |hn| = 1 παίρνουµε τη λεγόµενη ϐάση Haar.

Παράδειγµα. Ο C([0, 1]) έχει ϐάση Schauder. ΄Εστω tn µια πυκνή ακολουθία στο [0, 1] µε t1 = 0 και
t2 = 1. Θεωρούµε τις προβολές Pn : C([0, 1]) → C([0, 1]) µε P1( f ) = f (0) και για n ≥ 2, Pn( f ) να είναι
η κατά τµήµατα γραµµική συνάρτηση µε κόµβους τα σηµεία t1, . . . , tn και τιµές στους κόµβους αυτούς
f (t1), . . . , f (tn). Οι Pn ικανοποιούν τα (1), (2), (3) του προηγούµενου ϑεωρήµατος. Αν tn είναι η ακολουθία
των δυαδικών αριθµών (µε τη ϕυσιολογική αρίθµηση) και ϑέσουµε

ϕn(x) =

∫ x

0
hn(t) dt,

όπου hn είναι οι συναρτήσεις Haar του προηγούµενου παραδείγµατος, τότε παίρνουµε τη ϐάση Faber-
Schauder.
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19. Συµπαγείς τελεστές

Ορισµός. ΄Εστω X, Y χώροι Banach. ΄Ενας τελεστής T : X → Y ονοµάζεται συµπαγής αν το T (BX) είναι
σχετικά συµπαγές (δηλαδή, αν το T (BX) είναι συµπαγές).

Παρατηρήσεις.

(1) Κάθε συµπαγής τελεστής είναι ϕραγµένος.
(2) Αν ένας τελεστής είναι πεπερασµένης τάξης (δηλαδή, αν η εικόνα του είναι χώρος πεπερασµένης

διάστασης), τότε είναι συµπαγής.
(3) Ο ταυτοτικός τελεστής είναι συµπαγής αν και µόνο αν ο χώρος είναι πεπερασµένης διάστασης.
(4) Αν S ,T : X → X, ο T είναι συµπαγής και ο S είναι ϕραγµένος, τότε οι S T και TS είναι συµπαγείς.
(5) Το σύνολο των συµπαγών τελεστών είναι κλειστός γραµµικός υπόχωρος του B(X,Y). Πράγµατι,

έστω Tn µια ακολουθία συµπαγών τελεστών τέτοια ώστε Tn → T . Αρκεί να δείξουµε ότι το T (BX)
είναι ολικά ϕραγµένο. ΄Εστω λοιπόν ε > 0. Επιλέγουµε n0 τέτοιο ώστε ‖Tn0 − T‖ < ε. Τότε
T (BX) ⊂ Tn0 (BX)+εBY . Αφού ο Tn0 είναι συµπαγής, το Tn0 (BX) είναι ολικά ϕραγµένο, άρα υπάρχει
πεπερασµένο F ⊂ BX τέτοιο ώστε Tn0 (BX) ⊂ Tn0 (F) + εBY . Εποµένως

T (BX) ⊂ Tn0 (F) + 2εBY ⊂ T (F) + 3εBY .

Για τα παρακάτω, ϑα χρειαστεί το ϑεώρηµα του Ascoli: Αν ο (X, d) είναι συµπαγής µετρικός χώρος, τότε
µια οικογένεια F ⊂ (C(X), ‖ · ‖∞) είναι σχετικά συµπαγής αν και µόνο αν είναι ϕραγµένη και ισοσυνεχής
(ισοσυνεχής σηµαίνει ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν d(x, y) < δ τότε | f (x) − f (y)| < ε για
κάθε f ∈ F ).

Παράδειγµα. ΄Εστω K : [0, 1] × [0, 1]→ F µια συνεχής συνάρτηση. Τότε ο ολοκληρωτικός τελεστής

T : C([0, 1])→ C([0, 1]) µε T ( f )(x) =

∫ 1

0
K(x, y) f (y) dy

είναι συµπαγής, διότι για κάθε f µε ‖ f ‖∞ ≤ 1 έχουµε

|T ( f )(x1) − T ( f )(x2)| ≤
∫ 1

0
|K(x1, y) − K(x2, y)| dy.

Αφού η K είναι οµοιόµορφα συνεχής, από την προηγούµενη σχέση συνεπάγεται ότι η οικογένεια {T ( f ) :
‖ f ‖∞ ≤ 1} είναι ισοσυνεχής, άρα από το ϑεώρηµα Ascoli, είναι σχετικά συµπαγής.

Παράδειγµα. ΄Εστω K ∈ L2([0, 1] × [0, 1]). Τότε ο τελεστής T : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) µε

T ( f )(x) =

∫
K(x, y) f (y) dy

είναι συµπαγής γιατί αν ϑέσουµε Kx(y) = K(x, y), τότε Kx ∈ L2([0, 1]) για σχεδόν όλα τα x, εποµένως, αν {en}

είναι µια ορθοκανονική ϐάση του L2([0, 1]) τότε

Kx =

∞∑
j=1

λ j(x)e j,

για κάποια λ j(x) ∈ F. Αλλά, από Parseval

‖K‖22 =

∫
‖Kx‖

2
2 dx =

∫ ∞∑
j=1

|λ j(x)|2 dx =

∞∑
j=1

∫
|λ j(x)|2 dx,

άρα λ j ∈ L2([0, 1]). Θέτουµε τώρα

Kn
x =

n∑
j=1

λ j(x)e j

και ϑεωρούµε τους τελεστές Tn : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) µε

Tn( f )(x) =

∫
Kn

x f =

n∑
j=1

λ j(x)
∫

f e j.

Οι Tn είναι πεπερασµένης τάξης (διότι Tn(L2) = 〈λ1, . . . , λn〉), και

‖Tn − T‖ ≤
(∫
‖Kn

x − Kx‖
2
2 dx

)1/2

=

 ∞∑
j=n+1

∫
|λ j(x)|2 dx

1/2

=

 ∞∑
j=n+1

‖λ j‖
2
2

1/2

→ 0,
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καθώς n→ ∞, άρα ο T είναι συµπαγής.

Θεώρηµα. ΄Εστω X, Y χώροι Banach και T ∈ B(X,Y).

(1) Αν ο T είναι συµπαγής και xn
w
−→ x, τότε T (xn)

‖·‖
−−→ T (x).

(2) Αν ο X είναι αυτοπαθής και ο T έχει την ιδιότητα xn
w
−→ x⇒ T (xn)

‖·‖
−−→ T (x), τότε ο T είναι συµπαγής.

Απόδειξη.

(1) ΄Εστω ότι υπήρχε xn ∈ X τέτοια ώστε xn
w
−→ 0 και ‖T (xn)‖ 9 0. Μπορούµε να υποθέσουµε

(παίρνοντας µια υπακολουθία) ότι υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε ‖T (xn)‖ ≥ ε. Αφού η xn είναι w-
συγκλίνουσα, είναι ϕραγµένη, άρα και η T (xn) είναι ϕραγµένη. Αφού ο T είναι συµπαγής, η
T (xn) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, έστω T (xkn ). Τώρα για κάθε y∗ ∈ Y∗ έχουµε ότι y∗ ◦ T ∈ X∗,

άρα y∗(T (xkn )) → 0. ∆ηλαδή T (xkn )
w
−→ 0. Συνεπώς, από µοναδικότητα ορίου, T (xkn )

‖·‖
−−→ 0, άτοπο,

αφού ‖Txkn
‖ ≥ ε.

(2) ΄Εστω T (xn) ∈ T (BX), µε xn ∈ BX. Αφού ο X είναι αυτοπαθής, η xn έχει ασθενώς συγκλίνουσα
υπακολουθία, έστω xkn . Αλλά τότε η T (xkn ) είναι, από υπόθεση, ‖ · ‖-συγκλίνουσα.

�

Παράδειγµα. Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο ϑεώρηµα, παίρνουµε µια εναλλακτική απόδειξη του ότι ο
τελεστής του τελευταίου παραδείγµατος είναι συµπαγής. Αφού ο L2 είναι αυτοπαθής, αρκεί να δείξουµε ότι
αν fn

w
−→ 0 τότε ‖T ( fn)‖2 → 0. Πράγµατι

‖T ( fn)‖22 =

∫ ∣∣∣∣∣∫ Kx fn
∣∣∣∣∣2 dx.

Αφού fn
w
−→ 0, έχουµε ότι ‖ fn‖22 ≤ C, για κάποιο C > 0, και ότι

∫
Kx fn → 0 για σχεδόν όλα τα x. Επίσης∣∣∣∣∣∫ Kx fn

∣∣∣∣∣2 ≤ ‖Kx‖
2
2 · ‖ fn‖

2
2 ≤ C‖Kx‖

2
2.

Αλλά
∫
‖Kx‖

2
2 dx = ‖K‖22 < ∞, και το Ϲητούµενο έπεται από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.

Θεώρηµα (Schauder). ΄Εστω X, Y χώροι Banach και T ∈ B(X,Y). Τότε ο T είναι συµπαγής αν και µόνο αν
ο T ∗ είναι συµπαγής.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο T είναι συµπαγής, και y∗n ∈ BY∗ . Θα δείξουµε ότι η T ∗(y∗n) έχει συγκλίνουσα υπακο-
λουθία. Παρατηρούµε ότι για κάθε y, z ∈ Y, έχουµε |y∗n(y) − y∗n(z)| ≤ ‖y − z‖, άρα η οικογένεια {y∗n : n ∈ N}
είναι ισοσυνεχής. Αφού ο T είναι συµπαγής, το T (BX) είναι συµπαγές, άρα από το ϑεώρηµα Ascoli, η y∗n έχει
µια υπακολουθία y∗kn

η οποία συγκλίνει οµοιόµορφα στο T (BX), και εποµένως είναι οµοιόµορφα Cauchy
στο T (BX). Αλλά

‖T ∗(y∗kn
) − T ∗(y∗km

)‖ = sup
‖x‖≤1
|y∗kn

(T (x)) − y∗km
(T (x))| = sup

y∈T (BX )
|y∗kn

(y) − y∗km
(y)|.

Συµπεραίνουµε ότι η T ∗(y∗kn
) είναι Cauchy, άρα συγκλίνει.

Αντίστροφα, έστω ότι ο T ∗ είναι συµπαγής. Τότε, από το πρώτο µέρος του ϑωρήµατος, ο

T ∗∗ : X∗∗ → Y∗∗

είναι συµπαγής. Θεωρούµε τις κανονικές εµφυτεύσεις JX : X → X∗∗, JY : Y → Y∗∗, και παρατηρούµε ότι
T ∗∗JX = JYT .

X
JX

−−−−−−→ X∗∗

T
y yT ∗∗

Y −−−−−−→
JY

Y∗∗

΄Αρα JY (T (BX)) = T ∗∗(JX(BX)) ⊂ T ∗∗(BX∗∗ ). Αλλά ο T ∗∗ είναι συµπαγής, άρα το T ∗∗(BX∗∗ ) είναι ολικά ϕραγ-
µένο, άρα και το T (BX) είναι ολικά ϕραγµένο, αφού η JY είναι ισοµετρία. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος Banach µε ϐάση Schauder και T : X → X συµπαγής τελεστής. Τότε υπάρχει
ακολουθία τελεστών πεπερασµένης τάξης Tn : X → X τέτοια ώστε Tn → T .
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Απόδειξη. ΄Εστω Pn : X → X οι προβολές µερικών αθροισµάτων που αντιστοιχούν στη ϐάση. Τότε οι τελεστές
PnT είναι πεπερασµένης τάξης. Ισχυριζόµαστε ότι PnT → T . Πράγµατι, έστω ε > 0. Αφού το T (BX) είναι
ολικά ϕραγµένο, υπάρχει πεπερασµένο F ⊂ T (BX) τέτοιο ώστε T (BX) ⊂ F + εBX. Εποµένως για κάθε
y ∈ T (BX) υπάρχει z ∈ F τέτοιο ώστε ‖y − z‖ ≤ ε. ΄Αρα

‖y − Pn(y)‖ ≤ ‖y − z‖ + ‖z − Pn(z)‖ + ‖Pn(z) − Pn(y)‖ ≤ (1 + C)ε + max
w∈F
‖w − Pn(w)‖,

όπου C = supn ‖Pn‖. Συνεπώς

‖T − PnT‖ = sup
x∈BX

‖T (x) − Pn(T (x))‖ = sup
y∈T (BX )

‖y − Pn(y)‖ ≤ (1 + C)ε + max
w∈F
‖w − Pn(w)‖.

Αλλά maxw∈F ‖w − Pn(w)‖ → 0 καθώς n → ∞, εποµένως limn‖T − PnT‖ ≤ (1 + C)ε, το οποίο σηµαίνει ότι
PnT → T . �
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20. Στοιχειώδης ϕασµατική ϑεωρία αλγεβρών Banach

Ορισµός. Μια άλγεβρα Banach είναι ένας χώρος Banach επί του C µε µια πράξη εσωτερικού πολλαπλα-
σιασµού X × X 3 (x, y) 7→ xy ∈ X τέτοια ώστε για κάθε x, y, z ∈ X και λ ∈ C έχουµε

(1) (xy)z = x(yz).
(2) x(y + z) = xy + xz, (y + z)x = yx + zx.
(3) (λx)y = x(λy) = λ(xy).
(4) ‖xy‖ ≤ ‖x‖ · ‖y‖

Αν υπάρχει e ∈ X µε ‖e‖ = 1 τέτοιο ώστε xe = ex = x για κάθε x ∈ X, τότε το e είναι µοναδικό και λέγεται
µονάδα.
Αν η X έχει µονάδα, τότε κάποιο x ∈ X λέγεται αντιστρέψιµο αν υπάρχει (κατ’ανάγκη µοναδικό) y ∈ X τέτοιο
ώστε xy = yx = e. Το y αυτό συµβολίζεται µε x−1 και ονοµάζεται αντίστροφο του x.
Το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων είναι οµάδα ως προς την πράξη του πολλαπλασιασµού και συµβο-
λίζεται µε G(X).

Παρατηρήσεις.

• Από το (4) στον ορισµό συνεπάγεται ότι ο πολλαπλασιασµός είναι συνεχής.
• ∆εν υποθέτουµε ότι xy = yx για κάθε x, y. Αν αυτό ισχύει τότε η άλγεβρα λέγεται µεταθετική.

Παράδειγµα. Ο (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) είναι (µεταθετική) άλγεβρα µε πολλαπλασιασµό τον συνηθισµένο πολλα-
πλασιασµό συναρτήσεων και µονάδα την ταυτοτικά ίση µε 1 συνάρτηση.

Παράδειγµα. Αν ο X είναι χώρος Banach, τότε ο χώρος B(X) όλων ϕραγµένων τελεστών T : X → X είναι
(µη µεταθετική) άλγεβρα Banach µε πολλαπλασιασµό τη σύνθεση απεικονίσεων και µονάδα τον ταυτοτικό
τελεστή. Η υποάλγεβρα των συµπαγών τελεστών δεν έχει µονάδα (εκτός και αν ο χώρος έχει πεπερασµένη
διάσταση).

Παράδειγµα. Ο M(R,B(R)) είναι µεταθετική άλγεβρα Banach µε πολλαπλασιασµό τη συνέλιξη µέτρων

(µ ∗ ν)(A) =

∫
µ(A − x) dν(x) =

∫
ν(A − x) dµ(x)

και µονάδα το µέτρο Dirac δ0.

Παράδειγµα. Ο L1(R) γίνεται µεταθετική άλγεβρα Banach µε πολλαπλασιασµό τη συνέλιξη συναρτήσεων

( f ∗ g)(x) =

∫
f (x − y)g(y) dy =

∫
g(x − y) f (y) dy.

Η άλγεβρα αυτή δεν έχει µονάδα. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι υπάρχει e ∈ L1 τέτοιο ώστε f ∗ e = f για

κάθε f ∈ L1 και ϑέσουµε fn = nχ[0,1/n], τότε fn = fn ∗ e
‖·‖1
−−→ e.

[Απόδειξη : ΄Εστω ε > 0. Από τη συνέχεια της µετάθεσης, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε∫
|e(x − y) − e(x)| dx < ε

για κάθε |y| < δ. ΄Ετσι για κάθε n µε 1/n < δ έχουµε

‖ fn ∗ e − e‖1 =

∫ ∣∣∣∣∣∫ e(x − y) fn(y) dy − e(x)
∣∣∣∣∣ dx =

∫ ∣∣∣∣∣∫ e(x − y) fn(y) dy −
∫

e(x) fn(y) dy
∣∣∣∣∣ dx

≤ n
∫ 1/n

0

∫
|e(x − y) − e(x)| dx dy < ε.]

Αλλά fn → 0 σχεδόν παντού, άρα e = 0, άτοπο. Εναλλακτικά, αν h είναι µια συνάρτηση της οποίας
ο µετασχηµατισµός Fourier δεν µηδενίζεται πουθενά (για παράδειγµα, h(x) = e−x2 ), τότε από τη σχέση
h ∗ e = h συνεπάγεται ότι ĥ · ê = ĥ ∗ e = ĥ, άρα ê = 1, άτοπο, αφού για κάθε f ∈ L1 έχουµε ότι f̂ (ξ) → 0
καθώς |ξ| → +∞. Παρά ταύτα, η ακολουθία fn είναι µια «προσέγγιση της µονάδας» αφού ασυµπτωτικά

συµπεριφέρεται σαν να ήταν µονάδα: fn ∗ f = f ∗ fn
‖·‖1
−−→ f για κάθε f . Παρατηρήστε επίσης ότι αν δούµε

τον L1 σαν υποάλγεβρα του M(R,B(R)) µέσω της ισοµετρίας

L1(R) 3 f 7→ f dx ∈ M(R,B(R)),

όπου dx είναι το µέτρο Lebesgue, τότε η fn συγκλίνει w∗ στο δ0.
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[Απόδειξη : ΄Εστω g ∈ C0(R), ε > 0. Από τη συνέχεια της g στο 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε |g(x) − g(0)| < δ
για κάθε |x| < δ. Εποµένως, για n > 1/δ, έχουµε∣∣∣∣∣∫ fn(x)g(x) dx −

∫
g(x) dδ0(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∫ fn(x)g(x) dx − g(0)
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∫ fn(x)g(x) dx −
∫

fn(x)g(0) dx
∣∣∣∣∣

≤ n
∫ 1/n

0
|g(x) − g(0)| dx < ε.]

Αλλά το δ0 είναι ακριβώς η µονάδα του M(R,B(R)).

Παρατήρηση. Αν µια άλγεβρα Banach X δεν έχει µονάδα, τότε µπορούµε να της επισυνάψουµε µια µονάδα
ως εξής : Θέτουµε Y = X×C. Το Y είναι γραµµικός χώρος µε τις κατά σηµείο πράξεις, και άλγεβρα Banach
µε πολλαπλασιαµό (x, α)(y, β) = (xy + αy + βx, αβ) και νόρµα ‖(x, α)‖ = ‖x‖ + |α|. Η µονάδα του Y είναι το
στοιχείο (0, 1) και ο X µπορεί να ϑεωρηθεί υποάλγεβρα του Y µέσω της ισοµετρίας

X 3 x 7→ (x, 0) ∈ Y

η οποία διατηρεί την αλγεβρική δοµή.

Θεώρηµα. ΄Εστω X άλγεβρα Banach µε µονάδα.

(1) Αν ‖x − e‖ < 1 τότε x ∈ G(X).
(2) Αν x ∈ G(X) και ‖x − y‖ < ‖x−1‖−1 τότε y ∈ G(X).
(3) Το G(X) είναι ανοιχτό και η απεικόνιση G(X) 3 x 7→ x−1 ∈ G(X) οµοιοµορφισµός.

Απόδειξη.

(1) Αφού ‖x−e‖ < 1 έχουµε
∞∑

n=0

‖e − x‖n < ∞, άρα η σειρά
∞∑

n=0

(e − x)n συγκλίνει. Θέτουµε y =

∞∑
n=0

(e − x)n.

Τότε

xy = lim
n

n∑
k=0

(e − (e − x))(e − x)k = lim
n

n∑
k=0

((e − x)k − (e − x)k+1) = lim
n

(e − (e − x)n+1) = e.

Οµοίως, yx = e, άρα x ∈ G(X).
(2) ΄Εχουµε ‖x−1y − e‖ = ‖x−1(y − x)‖ ≤ ‖x−1‖ · ‖y − x‖ < 1. ΄Αρα, από το (1), x−1y ∈ G(X), εποµένως

y ∈ G(X).
(3) Αν x ∈ G(X) τότε από το (2) D(x, ‖x−1‖−1) ⊂ G(X), άρα το G(X) είναι ανοιχτό. Σταθεροποιούµε

τώρα x ∈ G(X). Τότε για κάθε h ∈ X µε ‖h‖ < ‖x−1‖−1/2 έχουµε ‖(x − h) − x‖ = ‖h‖ < ‖x−1‖−1, άρα
x − h ∈ G(X). Επίσης

(x − h)−1 = (e − x−1h)−1x−1 =

∞∑
n=0

(x−1h)nx−1 = x−1 +

∞∑
n=1

(x−1h)nx−1.

Εποµένως

‖(x − h)−1 − x−1‖ ≤

∞∑
n=1

‖x−1‖n+1‖h‖n < ‖h‖ · ‖x−1‖2
∞∑

n=1

1
2n−1 = 2‖h‖ · ‖x−1‖2 → 0

καθώς h → 0. Συνεπώς η x 7→ x−1 είναι συνεχής. Αφού επιπλέον είναι 1-1 και επί, και η
αντίστροφή της είναι ο εαυτός της, είναι οµοιοµορφισµός.

�

Ορισµός. ΄Εστω X άλγεβρα Banach µε µονάδα, και x ∈ X. Θέτουµε

• σ(x) = {λ ∈ C : x − λe < G(X)}. Το σ(x) ονοµάζεται ϕάσµα του x.
• ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}. Το ρ(x) ονοµάζεται ϕασµατική ακτίνα του x.

Θεώρηµα. ΄Εστω X άλγεβρα Banach µε µονάδα, και x ∈ X.

(1) Το σ(x) είναι µη κενό και συµπαγές.
(2) ρ(x) = limn ‖xn‖1/n = infn ‖xn‖1/n.
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Απόδειξη.

(1) Θεωρούµε την απεικόνιση g : C→ X µε g(λ) = x−λe. Η g είναι συνεχής και σ(x) = g−1(XrG(X)),
άρα το σ(x) είναι κλειστό. Επίσης, αν |λ| > ‖x‖ τότε ‖x/λ‖ < 1, άρα x/λ−e ∈ G(X), δηλαδή λ < σ(x).
Εποµένως σ(x) ⊂ B(0, ‖x‖). ΄Ετσι, το ϕάσµα είναι κλειστό και ϕραγµένο, άρα συµπαγές. Ορίζουµε
τώρα f : C r σ(x)→ X µε f (λ) = (x − λe)−1 και παρατηρούµε ότι lim

λ→∞
f (λ) = 0.

[Απόδειξη : Για κάθε |λ| > ‖x‖ έχουµε

‖ f (λ)‖ = ‖(x − λe)−1‖ =
1
|λ|

∥∥∥∥∥∥(e − x
λ

)−1
∥∥∥∥∥∥ =

1
|λ|

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

( x
λ

)n
∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 1
|λ|

∞∑
n=0

∥∥∥∥∥ x
λ

∥∥∥∥∥n
=

1
|λ| − ‖x‖

→ 0

καθώς λ→ ∞.]

΄Εστω τώρα x∗ ∈ X∗. Τότε η συνάρτηση x∗ ◦ f : C r σ(x)→ C είναι αναλυτική .

[Απόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι αναπτύσσεται τοπικά σε δυναµοσειρά. ΄Εστω λοιπόν λ0 ∈ Crσ(x)
τυχόν. Τότε για κάθε λ µε |λ − λ0| < ‖(x − λ0e)−1‖−1 έχουµε

‖(x − λe) − (x − λ0e)‖ = |λ − λ0| < ‖(x − λ0e)−1‖−1

άρα x − λe ∈ G(X), δηλαδή λ ∈ C r σ(x). Επίσης

f (λ) = (x − λe)−1 =
(
e − (λ − λ0)(x − λ0e)−1

)−1
(x − λ0e)−1 =

∞∑
n=0

(x − λ0e)−n−1(λ − λ0)n.

Εποµένως

(x∗◦ f )(λ) =

∞∑
n=0

x∗
(
(x − λ0e)−n−1

)
(λ − λ0)n.]

Αν τώρα το ϕάσµα ήταν κενό, τότε η x∗◦ f ϑα ήταν µια ακέραιη συνάρτηση τέτοια ώστε

|x∗( f (λ))| ≤ ‖x∗‖ · ‖ f (λ)‖ → 0

καθώς λ → ∞, άρα από το ϑεώρηµα Liouville, ϑα είχαµε x∗◦ f = 0. Αλλά το x∗ είναι τυχόν,
εποµένως, από Hahn-Banach, f = 0, άτοπο.

(2) Για κάθε n επιλέγουµε x∗n ∈ X∗ τέτοιο ώστε ‖x∗n‖ = 1 και ‖xn‖ = |x∗n(xn)|. ∆είξαµε στο (1) ότι για κάθε
|λ| > ‖x‖ έχουµε

f (λ) = −

∞∑
k=0

xk

λk+1 ,

άρα

(x∗n ◦ f )(λ) = −

∞∑
k=0

x∗n(xk)
λk+1 .

Αλλά η x∗n ◦ f είναι αναλυτική στο {λ : |λ| > ρ(x)}, άρα από τη µοναδικότητα του αναπτύγµατος
Laurent, η προηγούµενη ισότητα ισχύει στην πραγµατικότητα για κάθε |λ| > ρ(x) (και η σύγκλιση
είναι οµοιόµορφη στα συµπαγή υποσύνολα του {λ : |λ| > ρ(x)}). ΄Ετσι, αν για κάθε r > ρ(x)
ϑέσουµε C(0, r) = {λ : |λ| = r}, έχουµε∫

C(0,r)
λn(x∗n ◦ f )(λ) dλ = −

∞∑
k=0

x∗n(xk)
∫

C(0,r)

dλ
λk−n+1 = −2πix∗n(xn).

΄Αρα

‖xn‖ = |x∗n(xn)| =
1

2π

∣∣∣∣∣∣
∫

C(0,r)
λn(x∗n ◦ f )(λ) dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤ rn+1 max
λ∈C(0,r)

|(x∗n ◦ f )(λ)| ≤ rn+1 max
λ∈C(0,r)

‖ f (λ)‖.

Εποµένως limn‖xn‖1/n ≤ r για κάθε r > ρ(x), συνεπώς limn‖xn‖1/n ≤ ρ(x). Απ’την άλλη, παρατηρο-
ύµε ότι για κάθε λ έχουµε

xn − λne = (x − λe)(xn−1 + λxn−2 + · · · + λn−1e) = (xn−1 + λxn−2 + · · · + λn−1e)(x − λe).

΄Αρα, αν λ ∈ σ(x) τότε λn ∈ σ(xn) και εποµένως |λ|n ≤ ‖xn‖, από το οποίο συνεπάγεται ότι ρ(x) ≤
‖xn‖1/n για κάθε n. Τελικά λοιπόν έχουµε

lim
n
‖xn‖1/n ≤ ρ(x) ≤ inf

n
‖xn‖1/n
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και το συµπέρασµα έπεται.
�

Θεώρηµα. ΄Εστω X άλγεβρα Banach µε µονάδα. Τότε από οποιαδήποτε από τις παρακάτω δυο υποθέσεις
έπεται ότι η X είναι ισοµετρικά ισόµορφη (εννοούµε ισοµορφισµό αλγεβρών) µε το C.

(1) (Gelfand-Mazur) Κάθε µη µηδενικό στοιχείο της X είναι αντιστρέψιµο.
(2) Υπάρχει C > 0 τέτοιο ώστε ‖xy‖ ≥ C‖x‖ · ‖y‖ για κάθε x, y ∈ X.

Απόδειξη.

(1) Για κάθε x ∈ X, το σ(x) είναι µη κενό. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν µη αντιστρέψιµα στοιχεία της
µορφής x − λe. Αλλά το µοναδικό µη αντιστρέψιµο στοιχείο της άλγεβρας είναι το 0. Εποµένως
υπάρχει (κατ’ανάγκη µοναδικό) λ(x) ∈ C τέτοιο ώστε x = λ(x)e. Η απεικόνιση x 7→ λ(x) είναι ο
Ϲητούµενος ισοµετρικός ισοµορφισµός.

(2) Ισχυριζόµαστε κατ’αρχάς ότι ∂G(X) = {0}.

[Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ ∂G(X), τότε x < G(X) και υπάρχει ακολουθία xn ∈ G(X) τέτοια ώστε xn → x.
Παρατηρούµε ότι ‖x−1

n ‖ → +∞, γιατί διαφορετικά ϑα υπήρχαν M > 0 και j ∈ N τέτοια ώστε
‖x−1

j ‖ ≤ M και ‖x j − x‖ < 1/M. Αλλά τότε ‖x j − x‖ < ‖x−1
j ‖
−1, άρα το x ϑα ήταν αντιστρέψιµο, άτοπο.

Εποµένως

‖xn‖ ≤
1
C
·
‖xnx−1

n ‖

‖x−1
n ‖

=
1
C
·

1
‖x−1

n ‖
→ 0,

άρα x = 0.]

΄Εστω τώρα x ∈ X µη µηδενικό και λ ∈ ∂σ(x) (το ∂σ(x) είναι µη κενό, διαφορετικά το σ(x) ϑα
ήταν µη κενό ανοιχτό και κλειστό, δηλαδή σ(x) = C, άτοπο). Τότε x − λe < G(X) και υπάρχουν
λn ∈ C r σ(x) τέτοια ώστε λn → λ. Αυτό σηµαίνει ότι x − λne ∈ G(X) και x − λne → x − λe.
΄Αρα x − λe ∈ ∂G(X) = {0}. Εποµένως x = λe. ∆ηλαδή κάθε µη µηδενικό στοιχείο της X είναι
αντιστρέψιµο, και το συµπέρασµα έπεται από το (1).

�
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21. Το ϕάσµα ενός συµπαγούς τελεστή

Στην ενότητα αυτή ϑα χρησιµοποιούµε πολλαπλασιαστικό συµβολισµό για τη σύνθεση τελεστών. Ε-
πίσης, αν T : X → X, τότε ϑα λέµε ότι ένας υπόχωρος Y ⊂ X είναι T - αναλλοίωτος, αν T (Y) ⊂ Y.

Ορισµός. ΄Εστω X χώρος Banach. Θεωρούµε την άλγεβρα Banach B(X) µε πολλαπλασιασµό τη σύνθεση
τελεστών, και T ∈ B(X).

• ΄Ενα στοιχείο λ ∈ σ(T ) λέγεται ιδιοτιµή αν ker (T − λI) , {0}.
• Αν το λ είναι ιδιοτιµή τότε ο ker (T − λI) λέγεται ιδιόχωρος και τα µη µηδενικά στοιχεία του, ιδιοδια-

νύσµατα.

Παράδειγµα. Αν dim X < ∞ και T : X → X γραµµικός τελεστής, τότε κάθε στοιχείο του ϕάσµατος είναι
ιδιοτιµή.

Παράδειγµα. Θεωρούµε τον ολοκληρωτικό τελεστή Volterra T : C([0, 1])→ C([0, 1]) µε

T ( f )(x) =

∫ x

0
f .

Παρατηρούµε ότι

T n( f )(x) =
1

(n − 1)!

∫ x

0
(x − t)n−1 f (t) dt.

Εποµένως ‖T n‖ ≤ 1/n!, άρα ρ(T ) = limn ‖T n‖1/n = 0. ∆ηλαδή σ(T ) = {0}. Απ΄την άλλη, ο T είναι 1-1, άρα το
0 δεν είναι ιδιοτιµή.

Τα ακόλουθα τρία ϑεωρήµατα αποτελούν τη λεγόµενη ϑεωρία Riesz-Schauder.

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος Banach, T : X → X συµπαγής, και λ ∈ C µε λ , 0.
(1) dim ker (T − λI) < ∞.
(2) Ο (T − λI)(X) είναι κλειστός.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι λ = 1 και ϑέτουµε S = T − I.
(1) Παρατηρούµε ότι T |ker S (ker S ) = ker S . Αλλά αν η εικόνα ενός συµπαγούς τελεστή είναι κλειστή,

τότε είναι πεπερασµένης διάστασης.
(2) ΄Εστω xn ∈ X τέτοια ώστε S (xn) → y. Θέτουµε δn = dist(xn, ker S ). Τότε υπάρχει wn ∈ S µε

δn ≤ ‖xn − wn‖ ≤ 2δn. Ισχυριζόµαστε ότι η xn − wn είναι ϕραγµένη.

[Απόδειξη : ΄Εστω ότι δεν είναι ϕραγµένη. Τότε µπορούµε να υποθέσουµε (παίρνοντας µια υπακο-
λουθία) ότι ‖xn − wn‖ → ∞. Θέτουµε

zn =
xn − wn

‖xn − wn‖
.

Τότε S (zn) → 0. Επίσης, η zn είναι ϕραγµένη, άρα, αφού ο T είναι συµπαγής, υπάρχει υπακο-
λουθία zkn τέτοια ώστε η T (zkn ) συγκλίνει. Τότε zkn = T (zkn ) − S (zkn ) → w, για κάποιο w ∈ X. Αφού
S (zkn )→ 0, έχουµε ότι S (w) = 0, άρα w ∈ ker S . Παρατηρούµε τώρα ότι

(zn − w)‖xn − wn‖ = xn − (wn + w‖xn − wn‖),

άρα ‖zn − w‖ · ‖xn − wn‖ ≥ δn. Εποµένως ‖zn − w‖ ≥ 1/2, άτοπο διότι zkn → w.]

Αφού λοιπόν η xn −wn είναι ϕραγµένη, υπάρχει υπακολουθία xmn −wmn τέτοια ώστε η T (xmn −wmn )
συγκλίνει. Τότε

xmn − wmn = T (xmn − wmn ) − S (xmn − wmn ) = T (xmn − wmn ) − S (xmn )→ x,

για κάποιο x ∈ X. ΄Ετσι, S (xmn −wmn )→ S (x) και S (xmn −wmn ) = S (xmn )→ y. ΄Αρα S (x) = y, δηλαδή
ο S (X) είναι κλειστός.

�

Στις αποδείξεις των επόµενων τριών ϑεωρηµάτων ϑα χρησιµοποιήσουµε την ακόλουθη παρατήρηση: Αν
ο X είναι χώρος µε νόρµα και Y ⊂ X γνήσιος κλειστός υπόχωρος, τότε υπάρχει x ∈ X µε ‖x‖ = 1 τέτοιο ώστε
dist(x,Y) ≥ 1/2. Πράγµατι, έστω x0 < Y και δ = dist(x0,Y). Επιλέγουµε y ∈ Y µε ‖y − x0‖ ≤ 2δ και ϑέτουµε

x =
y − x0

‖y − x0‖
.
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Τότε για κάθε z ∈ Y έχουµε

‖z − x‖ =
‖ z‖y − x0‖ − y + x0‖

‖y − x0‖
≥

δ

2δ
=

1
2
.

Εποµένως dist(x,Y) ≥ 1/2.

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος Banach, T : X → X συµπαγής, και λ ∈ σ(T ) µε λ , 0. Τότε το λ είναι ιδιοτιµή.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι λ = 1 και ϑέτουµε S = T − I. ΄Εστω τώρα ότι το 1 δεν είναι διοτιµή. Τότε ο S
είναι 1-1. Ισχυριζόµαστε ότι ο S είναι επί.

[Απόδειξη : ΄Εστω ότι δεν είναι. Για κάθε n ∈ N ϑέτουµε Xn = S n(X). Τότε η Xn είναι µια γνήσια ϕθίνουσα
ακολουθία κλειστών υποχώρων, άρα µπορούµε να επιλέξουµε xn ∈ X µε ‖xn‖ = 1 και dist(xn, Xn+1) ≥ 1/2.
΄Ετσι για κάθε n > m έχουµε

T (xm) − T (xn) = xm − (S (xn) − S (xm) + xn) = xm − x,

όπου x ∈ Xm+1. ΄Αρα ‖T (xm) − T (xn)‖ ≥ dist(xm, Xm+1) ≥ 1/2. Εποµένως η T (xn) δεν µπορεί να έχει
συγκλίνουσα υπακολουθία, άτοπο γιατί η xn είναι ϕραγµένη και ο T συµπαγής.]

΄Εχουµε λοιπόν ότι ο S είναι 1-1 και επί, άρα, από ϑεώρηµα αντίστροφης απεικόνισης, είναι αντιστρέψιµος,
άτοπο διότι 1 ∈ σ(T ). �

Θεώρηµα. ΄Εστω X χώρος Banach, και T : X → X συµπαγής. Τότε για κάθε r > 0 το σύνολο

{λ ∈ σ(T ) : |λ| ≥ r}

είναι πεπερασµένο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι για κάποιο r > 0 το σύνολο {λ ∈ σ(T ) : |λ| ≥ r} είναι άπειρο. Επιλέγουµε διακεκριµένες
ιδιοτιµές λ1, . . . , λn, . . . µε |λn| ≥ r, και έστω xn ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην λn. Τότε τα xn είναι
γραµµικά ανεξάρτητα. ΄Ετσι αν ϑέσουµε Xn = 〈x1, . . . , xn〉, τότε η Xn είναι µια γνήσια αύξουσα ακολουθία
κλειστών υποχώρων. Εποµένως υπάρχουν yn ∈ Xn µε ‖yn‖ = 1 και dist(yn, Xn−1) ≥ 1/2. Τότε για n > m
έχουµε

λ−1
n T (yn) − λ−1

m T (ym) = yn − (λ−1
m T (ym) − λ−1

n T (yn) + yn).

Ο πρώτος όρος στην παρένθεση ανήκει στο Xm ⊂ Xn−1 διότι αν ym =
∑m

j=1 β jx j, τότε T (ym) =
∑m

j=1 β jλ jx j.
Επίσης, αν yn =

∑n
j=1 γ jx j, τότε yn−λ

−1
n T (yn) =

∑n−1
j=1 γ j(1−λ jλ

−1
n )x j ∈ Xn−1. ΄Αρα λ−1

n T (yn)−λ−1
m T (ym) = yn− x,

όπου x ∈ Xn−1. Εποµένως

‖T (λ−1
n yn) − T (λ−1

m ym)‖ = ‖yn − x‖ ≥ dist(yn, Xn−1) ≥ 1/2,

άτοπο, διότι η λ−1
n yn είναι ϕραγµένη και ο T συµπαγής. �

Παρατήρηση. Τα δυο προηγούµενα ϑεωρήµατα λένε ότι αν ο T είναι συµπαγής τότε το σ(T )r{0} αποτελείται
από το πολύ αριθµήσιµες το πλήθος ιδιοτιµές µε µοναδικό πιθανό σηµείο συσσώρευσης το 0.

Παράδειγµα. ∆ίνουµε µια εναλλακτική απόδειξη ότι το ϕάσµα του ολοκληρωτικού τελεστή Volterra
T : C([0, 1])→ C([0, 1]) µε

T ( f )(x) =

∫ x

0
f

είναι το {0}. Παρατηρούµε ότι για f ∈ C([0, 1]) µε ‖ f ‖∞ ≤ 1 έχουµε |T ( f )(x) − T ( f )(y)| ≤ |x − y|, άρα, από
ϑεώρηµα Ascoli, ο T είναι συµπαγής. Επίσης, αν T ( f ) = λ f για κάποιο λ και κάποια f , τότε f = 0. ΄Αρα
ο T − λI είναι 1-1, δηλαδή ο T δεν έχει ιδιοτιµές. Τώρα, ο T δεν είναι επί, άρα το 0 είναι στοιχείο του
ϕάσµατος. Αφού το ϕάσµα είναι µη κενό και τα µη µηδενικά στοιχεία του είναι ιδιοτιµές, πρέπει κατ’ανάγκη
σ(T ) = {0}.

Παράδειγµα (Η εξίσωση Fredholm). ΄Εστω K : [0, 1] × [0, 1] → C συνεχής µε ‖K‖∞ < 1. Τότε για κάθε
g ∈ C([0, 1]) υπάρχει µοναδική f ∈ C([0, 1]) τέτοια ώστε∫ 1

0
K(x, y) f (y) dy − f (x) = g(x)

για κάθε x. Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε τον τελεστή T : C([0, 1])→ C([0, 1]) µε

T ( f )(x) =

∫ 1

0
K(x, y) f (y) dy,
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τότε ο T είναι συµπαγής. Επίσης, αν υποθέσουµε ότι T ( f ) = f για κάποια f , 0 και επιλέξουµε ξ ∈ [0, 1]
τέτοιο ώστε | f (ξ)| = ‖ f ‖∞, τότε

‖ f ‖∞ = | f (ξ)| ≤
∫ 1

0
|K(ξ, y)| · | f (y)| dy ≤ ‖K‖∞‖ f ‖∞ < ‖ f ‖∞,

άτοπο. ΄Αρα ο T − I είναι 1-1, δηλαδή το 1 δεν είναι ιδιοτιµή του T . Εποµένως 1 < σ(T ). Αυτό σηµαίνει ότι
ο T − I είναι αντιστρέψιµος. Συνεπώς για κάθε g υπάρχει µοναδική f τέτοια ώστε T ( f ) − f = g.

Θεώρηµα (Fredholm). ΄Εστω X χώρος Banach, T : X → X συµπαγής, και λ ∈ C µε λ , 0.
(1) dim X/(T − λI)(X) = dim ker (T − λI).
(2) dim ker (T − λI) = dim ker (T ∗ − λI).
(3) (T − λI)(X) = ⊥ker (T ∗ − λI).

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι λ = 1. Θέτουµε S = T − I.
(1) ΄Εστω Xn = ker S n. Τότε οι χώροι Xn είναι πεπερασµένης διάστασης γιατί

S n = (−1)nI +

n∑
k=1

(
n
k

)
(−1)n−kT k = (−1)nI + A,

όπου ο A είναι συµπαγής. Επίσης, S (Xn) ⊂ Xn−1 ⊂ Xn. ∆ηλαδή, η Xn είναι µια αύξουσα ακολουθία
S - αναλλοίωτων κλειστών υπόχωρων. Ισχυριζόµαστε ότι υπάρχει N τέτοιο ώστε XN = XN+1.

[Απόδειξη : Αν δεν υπάρχει τέτοιο N, τότε η Xn είναι γνήσια αύξουσα, εποµένως για κάθε n > 1
µπορούµε να επιλέξουµε xn ∈ Xn µε ‖xn‖ = 1 και dist(xn, Xn−1) ≥ 1/2. ΄Ετσι για κάθε n > m έχουµε

T (xn) − T (xm) = xn − (S (xm) − S (xn) + xm) = xn − x,

όπου x ∈ Xn−1. ΄Αρα ‖T (xn)−T (xm)‖ ≥ 1/2. Εποµένως η T (xn) δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία,
άτοπο, αφού η xn είναι ϕραγµένη και ο T συµπαγής.]

Θέτουµε τώρα Y = XN και ϑεωρούµε τον τελεστή T ′ : X/Y → X/Y µε T ′(x + Y) = T (x) + Y. Ο T ′

είναι καλά ορισµένος (γιατί ο Y είναι S - αναλλοίωτος, άρα και T - αναλλοίωτος), και συµπαγής.
Επίσης, αν ϑέσουµε S ′ = T ′ − I, τότε ο S ′ είναι 1-1. ∆ηλαδή το 1 δεν είναι ιδιοτιµή του T ′, άρα
1 < σ(T ′) (διότι ο T ′ είναι συµπαγής). Εποµένως ο S ′ είναι επί. Αυτό σηµαίνει ότι X = S (X) + Y,
άρα dim(X/S (X)) = dim Y −dim(S (X)∩Y). Αλλά S (X)∩Y = S (Y) και dim S (Y) = dim Y −dim ker S ,
από το οποίο συνεπάγεται το συµπέρασµα.

(2) Χρησιµοποιώντας το (1), και ότι (X/S (X))∗ � S (X)⊥ παίρνουµε

dim ker S = dim X/S (X) = dim(X/S (X))∗ = dim S (X)⊥ = dim ker S ∗.

(3) Αφού το S (X) είναι κλειστό, έχουµε

S (X) = S (X) = ⊥(S (X)⊥) = ⊥ker S ∗.

�

Πόρισµα. ΄Αµεση συνέπεια του (1) στο προηγούµενο ϑεώρηµα είναι ότι η εξίσωση T (x) − λx = y έχει λύση
για κάθε y ∈ X αν και µόνο αν η εξίσωση T (x) = λx έχει µοναδική λύση (την x = 0).

Θεώρηµα (Lomonosov). ΄Εστω X χώρος Banach µε dim X > 1, και T : X → X συµπαγής. Τότε ο X έχει µη
τετριµµένο, κλειστό, T - αναλλοίωτο υπόχωρο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ‖T‖ = 1, επιλέγουµε x0 µε ‖x0‖ > 1 και ‖T (x0)‖ > 1, και ϑέτουµε K = T (B(x0, 1)).
Τότε το K είναι συµπαγές και 0 < K. Ας υποθέσουµε τώρα ότι ο X δεν έχει µη τετριµµένο, κλειστό,
T - αναλλοίωτο υπόχωρο. Τότε, για κάθε y , 0, το σύνολο {p(T )(y) : p πολυώνυµο} είναι πυκνό διότι η
κλειστότητά του είναι T - αναλλοίωτη. Εποµένως, αφού 0 < K, η οικογένεια {Vp : p πολυώνυµο}, όπου
Vp = {y : ‖p(T )(y) − x0‖ < 1}, είναι ανοιχτή κάλυψη του K. ΄Αρα υπάρχει ένα πεπερασµένο σύνολο
πολυωνύµων F τέτοιο ώστε

K ⊂
⋃
p∈F

Vp.
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Θέτουµε C = max{‖p(T )‖ : p ∈ F}. Αφού τώρα T (x0) ∈ K, υπάρχει p1 ∈ F τέτοιο ώστε ‖(p1(T )T )(x0)− x0‖ < 1.
Αλλά τότε (T p1(T )T )(x0) ∈ K, άρα υπάρχει p2 ∈ F τέτοιο ώστε ‖(p1(T )p2(T )T 2)(x0) − x0‖ < 1. Συνεχίζοντας
µε τον ίδιο τρόπο, παίρνουµε µια ακολουθία πολυωνύµων pn τέτοια ώστε∥∥∥∥∥∥∥

T n
n∏

k=1

pk(T )

 (x0) − x0

∥∥∥∥∥∥∥ < 1.

Συνεπώς

‖x0‖ − 1 <

∥∥∥∥∥∥∥
T n

n∏
k=1

pk(T )

 (x0)

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ Cn‖T n‖ · ‖x0‖.

΄Αρα

ρ(T ) = lim
n
‖T n‖1/n ≥

1
C
.

Αυτό σηµαίνει ότι το ϕάσµα περιέχει τουλάχιστο ένα µη µηδενικό στοιχείο το οποίο είναι ιδιοτιµή διότι ο T
είναι συµπαγής. Ο αντίστοιχος ιδιόχωρος είναι µη τετριµµένος, κλειστός, T - αναλλοίωτος υπόχωρος, άτοπο.
΄Αρα ο X έχει µη τετριµµένο, κλειστό, T - αναλλοίωτο υπόχωρο !! �
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