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1. Τοπολογικοί Χώροι - Βάσεις - Υποβάσεις

Ορισµός.

(1) ΄Ενας τοπολογικός χώρος είναι ένα Ϲευγάρι (X,T ), όπου X είναι ένα σύνολο και T µια οικογένεια

υποσυνόλων του X τέτοια ώστε :

(α΄) ∅, X ∈ T .

(ϐ΄) Η T είναι κλειστή ως προς τις (αυθαίρετες) ενώσεις. ∆ηλαδή αν Gi ∈ T , i ∈ I, τότε
⋃

i∈I
Gi ∈ T .

(γ΄) Η T είναι κλειστή ως προς τις πεπερασµένες τοµές. ∆ηλαδή αν U,V ∈ T , τότε U ∩ V ∈ T .

Η T ονοµάζεται τοπολογία και τα στοιχεία της ανοιχτά σύνολα.

(2) Αν T1, T2 είναι δυο τοπολογίες σε κάποιο σύνολο και T1 ⊂ T2, τότε λέµε ότι η T2 είναι µεγαλύτερη

ή ισχυρότερη από την T1.

(3) ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και x ∈ X. Κάθε U ∈ T µε x ∈ U λέγεται περιοχή του x.

Παράδειγµα. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και D(x, r) = {y ∈ X : ρ(x, y) < r} ο ανοιχτός δίσκος µε κέντρο x
και ακτίνα r. Η οικογένεια

Tρ = {G ⊂ X : Για κάθε x ∈ G υπάρχει r τέτοιο ώστε D(x, r) ⊂ G} = {G ⊂ X : G ανοιχτό ως προς την ρ}

είναι µια τοπολογία στο X. Λέµε ότι η Tρ επάγεται από την µετρική.

Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X,T ) λέγεται µετρικοποιήσιµος αν υπάρχει µετρική ρ στο X τέτοια ώστε

T = Tρ (δηλαδή αν η τοπολογία επάγεται από µετρική).

Παράδειγµα (Η τετριµµένη τοπολογία). ΄Εστω X ένα σύνολο. Η οικογένεια T = {∅, X} είναι µια τοπολογία.

Η T είναι η µικρότερη τοπολογία που µπορεί να έχει το X. Αν το X έχει περισσότερα από ένα στοιχεία, η

T δεν είναι µετρικοποίησιµη. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι T = Tρ για κάποια µετρική ρ. Επιλέγουµε

a, b ∈ X µε a , b και 0 < r < ρ(a, b). Τότε ο δίσκος D(a, r) είναι σύνολο ανοιχτό, µη κενό και διαφορετικό

από το X, άτοπο.

Παράδειγµα (Η διακριτή τοπολογία). ΄Εστω X ένα σύνολο. Η οικογένεια T =P(X) (όλα τα υποσύνολα του

X) είναι µια τοπολογία. Η T είναι η µεγαλύτερη τοπολογία που µπορεί να έχει το X και επάγεται από τη

διακριτή µετρική

ρ(x, y) =


0, αν x = y

1, αν x , y
.

Παράδειγµα (Η συµπεπερασµένη τοπολογία). ΄Εστω X ένα σύνολο. Η οικογένεια

T = {G ⊂ X : X rG πεπερασµένο} ∪ {∅}

είναι µια τοπολογία στο X. Αν το X είναι πεπερασµένο, τότε η T είναι η διακριτή τοπολογία. Αν το X
είναι άπειρο τότε η T δεν είναι µετρικοποιήσιµη διότι κάθε δυο µη κενά ανοιχτά σύνολα τέµνονται (σε ένα

µετρικό χώρο µε δυο τουλάχιστο σηµεία µπορούµε πάντα να ϐρούµε δυο µη κενά ξένα ανοιχτά σύνολα).

Ορισµός. ΄Εστω (X,T ) ένας τοπολογικός χώρος και B ⊂ T . Η B λέγεται ϐάση για την T αν κάθε ανοιχτό

σύνολο είναι ένωση συνόλων της B, δηλαδή για κάθε G ∈ T υπάρχουν Bi ∈ B, i ∈ I, τέτοια ώστε G =
⋃

i∈I
Bi.

Θεώρηµα.

(1) ΄Εστω (X,T ) ένας τοπολογικός χώρος και B ⊂ T . Η B είναι ϐάση για την T αν και µόνο αν για

κάθε G ∈ T και κάθε x ∈ G υπάρχει B ∈ B τέτοιο ώστε x ∈ B ⊂ G.

(2) ΄Εστω (X,T ) ένας τοπολογικός χώρος και B ⊂ T µια ϐάση για την T . ΄Ενα σύνολο G ⊂ X είναι

ανοιχτό αν και µόνο αν για κάθε x ∈ G υπάρχει B ∈ B τέτοιο ώστε x ∈ B ⊂ G.

Απόδειξη.

(1) (⇒) ΄Εστω G ⊂ X ανοιχτό και x ∈ G. Αφού η B είναι ϐάση υπάρχουν Bi ∈ B, i ∈ I, τέτοια ώστε

G =
⋃

i∈I
Bi. Εποµένως υπάρχει i0 ∈ I τέτοιο ώστε x ∈ Bi0 ⊂ G.

(⇐) ΄Εστω G ⊂ X ανοιχτό. Από υπόθεση, για κάθε x ∈ G υπάρχει Bx ∈ B τέτοιο ώστε x ∈ Bx ⊂ G.

Εποµένως G =
⋃

x∈G
Bx, δηλαδή το G είναι ένωση συνόλων της B.

(2) (⇒) Ακριβώς όπως το (⇒) του (1).
(⇐) ΄Εστω G ⊂ X ένα σύνολο που ικανοποιεί την υπόθεση. Τότε για κάθε x ∈ G υπάρχει Bx ∈ B
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τέτοιο ώστε x ∈ Bx ⊂ G. ΄Αρα G =
⋃

x∈G
Bx. Εποµένως το G είναι ανοιχτό σαν ένωση ανοιχτών

συνόλων.

�

Παραδείγµατα.

(1) Σε κάθε τοπολογικό χώρο η ίδια η τοπολογία είναι µια ϐάση για την τοπολογία.

(2) ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Οι οικογένειες

{D(x, r) : x ∈ X, r > 0}, {D(x, 1/n) : x ∈ X, n ∈ N}
είναι ϐάσεις για την Tρ.

(3) Στο R µε τη συνηθισµένη τοπολογία (αυτήν που επάγει η συνηθισµένη µετρική), οι οικογένειες

{(a, b) : a, b ∈ R, a < b}, {(p, q) : p, q ∈ Q, p < q}
είναι ϐάσεις (όλα τα ανοιχτά διαστήµατα και όλα τα ανοιχτά διαστήµατα µε ϱητά άκρα).

(4) Σ’ένα διακριτό τοπολογικό χώρο X (δεν ϑα γράφουµε (X,T ) όταν η τοπολογία εννοείται ή όταν

δεν υπάρχει περίπτωση να την µπερδέψουµε µε κάποια άλλη), η οικογένεια {{x} : x ∈ X} (όλα τα

µονοσύνολα) είναι µια ϐάση.

Θεώρηµα. ΄Εστω X ένα σύνολο και B µια οικογένεια υποσυνόλων του X. Η B είναι ϐάση για κάποια

τοπολογία στο X αν και µόνο αν :

(1)
⋃

B∈B
B = X.

(2) Για κάθε B1, B2 ∈ B και κάθε x ∈ B1 ∩ B2 υπάρχει B3 ∈B τέτοιο ώστε x ∈ B3 ⊂ B1 ∩ B2.

B1

B2

B3

x

Απόδειξη.

(⇒) ΄Εστω ότι η B είναι ϐάση για κάποια τοπολογία. Το X είναι ανοιχτό άρα υπάρχουν Bi ∈B, i ∈ I, τέτοια

ώστε X =
⋃

i∈I
Bi, εποµένως X =

⋃

B∈B
B. Τώρα, έστω B1, B2 ∈ B και x ∈ B1∩B2. Το B1∩B2 είναι ανοιχτό, άρα,

από το προηγούµενο ϑεώρηµα, υπάρχει B3 ∈ B τέτοιο ώστε x ∈ B3 ⊂ B1 ∩ B2.

(⇐) Θέτουµε

T = {G ⊂ X : Για κάθε x ∈ G υπάρχει B ∈B τέτοιο ώστε x ∈ B ⊂ G}.
Τότε η T είναι µια τοπολογία η οποία έχει ϐάση την B. Πράγµατι, είναι προφανές ότι ∅ ∈ T και ότι η T

είναι κλειστή ως προς τις ενώσεις. Το ότι X ∈ T συνεπάγεται από το (1). Το ότι η T είναι κλειστή ως προς

τις πεπερασµένες τοµές συνεπάγεται από το (2). Τέλος, το ότι η B είναι ϐάση προκύπτει από το ότι B ⊂ T

και το προηγούµενο ϑεώρηµα. �

Παρατήρηση. Μια οικογένεια υποσυνόλων η οποία είναι κλειστή ως προς τις πεπερασµένες τοµές ικανο-

ποιεί αυτοµάτως τη δεύτερη συνθήκη στο προηγούµενο ϑεώρηµα (για B3 παίρνουµε το ίδιο το B1 ∩ B2).

Εποµένως για να ελέγξουµε αν είναι ϐάση αρκεί να δείξουµε ότι ικανοποιεί µόνο την πρώτη. Το αντίστρο-

ϕο, ϕυσικά, δεν ισχύει. Μια ϐάση δεν είναι κατ’ανάγκη κλειστή ως προς τις πεπερασµένες τοµές. Για

παράδειγµα, στο R2, η τοµή δυο ανοιχτών δίσκων δεν είναι ποτέ δίσκος (εκτός κι’αν ο ένας περιέχεται στον

άλλο).

Παράδειγµα. Στο R η οικογένεια

{(−∞, a) : a ∈ R} ∪ {(b,+∞) : b ∈ R}
ικανοποιεί την πρώτη αλλά όχι τη δεύτερη συνθήκη του προηγούµενου ϑεωρήµατος, άρα δεν είναι ϐάση

για καµία τοπολογία.
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Παράδειγµα (Η τοπολογία των αριστερά ηµιάνοικτων διαστηµάτων). Στο R η οικογένεια

{(a, b] : a, b ∈ R, a < b}

ικανοποιεί τις δυο συνθήκες του προηγούµενου ϑεωρήµατος, άρα είναι ϐάση για κάποια τοπολογία T .

Η T είναι γνήσια ισχυρότερη από τη συνηθισµένη τοπολογία Tρ. Πράγµατι για κάθε ανοιχτό διάστηµα

έχουµε

(a, b) =
∞⋃

n=1

(
a, b − 1

n

]
∈ T .

∆ηλαδή όλα τα ανοιχτά διαστήµατα ανήκουν στην T . Αλλά κάθε ανοιχτό σύνολο ως προς τη συνηθισµένη

τοπολογία είναι ένωση ανοιχτών διαστηµάτων. ΄Αρα Tρ ⊂ T . Απ’την άλλη, (a, b] < Tρ, εποµένως Tρ $ T .

Θεώρηµα. ΄Εστω X ένα σύνολο και C µια αυθαίρετη οικογένεια υποσυνόλων του X. Τότε η οικογένεια

BC =


n⋂

k=1

Ck : Ck ∈ C , k = 1, . . . , n, n ∈ N ∪ {X}

(όλες οι πεπερασµένες τοµές συνόλων της C ) είναι ϐάση για µια τοπολογία στο X. Η τοπολογία αυτή συµβο-

λίζεται µε τ (C ) και είναι η µικρότερη τοπολογία η οποία περιέχει την C . Η C ονοµάζεται υποβάση της τ (C )
και λέµε ότι η C παράγει την τ (C ).

Απόδειξη. Αφού X ∈ BC , η BC προφανώς ικανοποιεί την πρώτη συνθήκη του προηγούµενου ϑεωρήµατος.

Επίσης, η BC είναι κλειστή ως προς τις πεπερασµένες τοµές, άρα ικανοποιεί και τη δεύτερη συνθήκη.

Εποµένως είναι ϐάση για κάποια τοπολογία τ (C ). ΄Εστω τώρα T µια άλλη τοπολογία στο X τέτοια ώστε

C ⊂ T . Κάθε σύνολο της BC είναι πεπερασµένη τοµή συνόλων της C . Αφού η T είναι κλειστή ως προς

τις πεπερασµένες τοµές, έχουµε ότι BC ⊂ T . Τώρα, κάθε σύνολο της τ (C ) είναι ένωση συνόλων της BC .

Εποµένως τ (C ) ⊂ T διότι η T είναι κλειστή ως προς τις ενώσεις. Συνεπώς η τ (C ) είναι η µικρότερη

τοπολογία που περιέχει την C . �

Παρατηρήσεις.

(1) Η τ (C ) αποτελείται από όλες τις δυνατές ενώσεις όλων των δυνατών πεπερασµένων τοµών συνόλων

της C .

(2) Αν το X έχει ήδη κάποια τοπολογία T µε ϐάση B, τότε τ (B) = τ (T ) = T .

(3) Μια δεδοµένη οικογένεια C µπορεί να µην είναι ϐάση για κάποια τοπολογία. Είναι όµως πάντα

υποβάση της τ (C ). Με αυτή την έννοια, κάθε οικογένεια υποσυνόλων «παράγει µια τοπολογία».

Παράδειγµα. Στο R, η οικογένεια

{(−∞, a) : a ∈ R} ∪ {(b,+∞) : b ∈ R}
παράγει τη συνηθισµένη τοπολογία (αλλά δεν είναι ϐάση της). Οµοίως, η οικογένεια

{(−∞, a] : a ∈ R} ∪ {(b,+∞) : b ∈ R}
παράγει την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοικτων διαστηµάτων (αλλά δεν είναι ϐάση της).

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και x ∈ X. Μια οικογένεια B από ανοιχτά σύνολα λέγεται ϐάση

περιοχών του x, αν :

(1) Για κάθε B ∈ B έχουµε x ∈B.

(2) Για κάθε περιοχή U του x υπάρχει B ∈ B τέτοιο ώστε B ⊂ U.

Παραδείγµατα.

(1) Στο R µε τη συνηθισµένη τοπολογία η οικογένεια {(x − 1/n, x + 1/n) : n ∈ N} είναι µια ϐάση

περιοχών του x.

(2) Στο R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων η οικογένεια {(x − 1/n, x] : n ∈ N}
είναι µια ϐάση περιοχών του x. Η οικογένεια του προηγούµενου παραδείγµατος δεν είναι ϐάση

περιοχών κανενός σηµείου διότι, για παράδειγµα, στο διάστηµα (−∞, x], το οποίο είναι περιοχή

του x, δεν περιέχεται ανοιχτό διάστηµα µε κέντρο το x.
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2. Κλειστότητα και Εσωτερικό

Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου λέγεται κλειστό αν το συµπλήρωµά του είναι ανοιχτό.

Παρατήρηση. Η οικογένεια των κλειστών συνόλων είναι κλειστή ως προς τις (αυθαίρετες) τοµές και τις

πεπερασµένες ενώσεις.

Παραδείγµατα.

(1) Στο R µε τη συνηθισµένη τοπολογία, το (a, b] δεν είναι ούτε ανοιχτό ούτε κλειστό, το Z είναι

κλειστό, όχι ανοιχτό, και το {1/n : n ∈ N} δεν είναι ούτε ανοιχτό ούτε κλειστό.

(2) ΣτοR µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων, το (a, b] είναι ανοιχτό και κλειστό,

και τα Z, {1/n : n ∈ N} είναι κλειστά, όχι ανοιχτά.

(3) Σ’ ένα διακριτό χώρο, όλα τα σύνολα είναι ανοιχτά και κλειστά.

(4) Σ’ χώρο µε τη συµπεπερασµένη τοπολογία ένα σύνολο είναι κλειστό αν και µόνο αν είναι πεπερα-

σµένο ή κενό ή ολόκληρος ο χώρος.

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και A ⊂ X. Η κλειστότητα του A ορίζεται να είναι

A = cl A =
⋂

F κλειστό
A⊂F

F.

Τα σηµεία του A λέγονται οριακά σηµεία του A.

Παρατηρήσεις.

(1) Το A είναι το µικρότερο κλειστό υπερσύνολο του A και είναι, ϕυσικά, µη κενό αν το A είναι µη

κενό.

(2) Το A είναι κλειστό αν και µόνο αν A = A.

Παραδείγµατα.

(1) Στο R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων, (a, b) = (a, b].
(2) Στο R µε την συµπεπερασµένη τοπολογία, Z = R.

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, A ⊂ X, και x ∈ X. Τότε x ∈ A αν και µόνο αν για κάθε περιοχή U του

x έχουµε U ∩ A , ∅, δηλαδή το x είναι οριακό σηµείο του A αν και µόνο αν κάθε περιοχή του x τέµνει το A.

Απόδειξη.

(⇒) ΄Εστω x ∈ A και υποθέτουµε ότι υπάρχει περιοχή U του x τέτοια ώστε U ∩ A = ∅. Τότε το X r U
είναι κλειστό και A ⊂ X r U. ΄Αρα A ⊂ X r U. Ιδιαίτερα, x < U, άτοπο.

(⇐) ΄Εστω ότι κάθε περιοχή του x τέµνει το A και ας υποθέσουµε ότι x < A. Τότε το X rA είναι περιοχή

του x. ΄Αρα A ∩ (X r A) , ∅, άτοπο διότι A ⊂ A.

�

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και A, B ⊂ X. Τότε :

(1) A ⊂ B⇒ A ⊂ B.

(2) (A ∪ B) = A ∪ B.

(3) (A ∩ B) ⊂ A ∩ B.

Απόδειξη.

(1) Το B είναι κλειστό και περιέχει το A, άρα A ⊂ B.

(2) Το A ∪ B είναι κλειστό και περιέχει το A ∪ B, άρα (A ∪ B) ⊂ A ∪ B. Απ’ την άλλη, το (1) δίνει

A ⊂ (A ∪ B) και B ⊂ (A ∪ B). Εποµένως (A ∪ B) ⊃ A ∪ B.

(3) Από το (1) έχουµε (A ∩ B) ⊂ A και (A ∩ B) ⊂ B. ΄Αρα (A ∩ B) ⊂ A ∩ B.

�

Παρατηρήσεις.

(1) Το (2) στο προηγούµενο ϑεώρηµα, γενικά, δεν ισχύει για άπειρες ενώσεις. Για παράδειγµα στο R
µε τη συνηθισµένη τοπολογία

⋃

0<x<1

{x} = (0, 1) = [0, 1] , (0, 1) =
⋃

0<x<1

{x}.
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(2) Στο (3) του προηγούµενου ϑωρήµατος, δεν έχουµε γενικά ισότητα: στο R µε τη συνηθισµένη

τοπολογία

(0, 1) ∩ (1, 2) = ∅ , {1} = (0, 1) ∩ (1, 2).

Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο A ενός τοπολογικού χώρου X λέγεται πυκνό αν A = X.

Παράδειγµα. Το Q είναι πυκνό στο R ως προς τη συνηθισµένη τοπολογία και την τοπολογία των αριστερά

ηµιάνοιχτων διαστηµάτων.

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και A ⊂ X. Το εσωτερικό του A ορίζεται να είναι

A◦ = int A =
⋃

G ανοιχτό
G⊂A

G.

Τα σηµεία του A◦ λέγονται εσωτερικά σηµεία του A.

Παρατηρήσεις.

(1) Το A◦ είναι το µεγαλύτερο ανοιχτό υποσύνολο του A και µπορεί να είναι κενό για µη κενό A.

(2) Το A είναι ανοιχτό αν και µόνο αν A = A◦, δηλαδή αν όλα τα σηµεία του είναι εσωτερικά.

(3) ΄Ενα x ∈ X είναι εσωτερικό σηµείο του A αν και µόνο αν υπάρχει περιοχή U του x τέτοια ώστε

U ⊂ A.

Παραδείγµατα.

(1) Στο R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων, [a, b]◦ = (a, b].
(2) Στο R µε την συµπεπερασµένη τοπολογία, [a, b]◦ = ∅.

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και A, B ⊂ X. Τότε :

(1) A ⊂ B⇒ A◦ ⊂ B◦.
(2) (A ∩ B)◦ = A◦ ∩ B◦.
(3) (A ∪ B)◦ ⊃ A◦ ∪ B◦.

Απόδειξη.

(1) Το A◦ είναι ανοιχτό υποσύνολο του B, άρα A◦ ⊂ B◦.
(2) Το A◦ ∩ B◦ είναι ανοιχτό υποσύνολο του A ∩ B, άρα A◦ ∩ B◦ ⊂ (A ∩ B)◦. Επίσης, από το (1),

(A ∩ B)◦ ⊂ A◦ και (A ∩ B)◦ ⊂ B◦, εποµένως (A ∩ B)◦ ⊂ A◦ ∩ B◦.
(3) Το (1) δίνει A◦ ⊂ (A ∪ B)◦ και B◦ ⊂ (A ∪ B)◦. ΄Αρα A◦ ∪ B◦ ⊂ (A ∪ B)◦.

�

Παρατηρήσεις.

(1) Το (2) στο προηγούµενο ϑεώρηµα, γενικά, δεν ισχύει για άπειρες τοµές. Για παράδειγµα στο R
µε τη συνηθισµένη τοπολογία


⋂

x>0

(−x, x)


◦

= {0}◦ = ∅ , {0} =
⋂

x>0

(−x, x)◦.

(2) Στο (3) του προηγούµενου ϑωρήµατος, δεν έχουµε γενικά ισότητα: στο R µε τη συνηθισµένη

τοπολογία

([0, 1] ∪ [1, 2])◦ = (0, 2) , (0, 1) ∪ (1, 2) = [0, 1]◦ ∪ [1, 2]◦.

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και A ⊂ X. Τότε :

(1) X r A = X r A◦.
(2) (X r A)◦ = X r A.

Απόδειξη.

(1) Το X r A◦ είναι κλειστό και περιέχει το X r A, άρα X r A ⊂ X r A◦. ΄Εστω τώρα x < A◦. Τότε για

κάθε περιοχή U του x έχουµε U 1 A, το οποίο σηµαίνει ότι U ∩ (X r A) , ∅. ΄Αρα x ∈ X r A,

δηλαδή X r A◦ ⊂ X r A.

(2) Εφαρµόζουµε το (1) µε το X r A στη ϑέση του A και παίρνουµε συµπληρώµατα στη σχέση που

προκύπτει.

�
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Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, A ⊂ X, και x ∈ X. Το x λέγεται σηµείο συσσώρευσης του A αν για κάθε

περιοχή U του x έχουµε A ∩ U r {x} , ∅, δηλαδή αν κάθε περιοχή του x περιέχει σηµεία του A διαφορετικά

από το x. Το σύνολο των σηµείων συσσώρευσης του A ονοµάζεται παράγωγο σύνολο του A και συµβολίζεται

µε A′. ΄Ενα σηµείο του A το οποίο δεν είναι σηµείο συσσώρευσης λέγεται µεµονωµένο.

Παρατήρηση. Προφανώς κάθε σηµείο συσσώρευσης ενός συνόλου είναι οριακό σηµείο. Το αντίστροφο

ϕυσικά δεν ισχύει. Για παράδειγµα στο R µε τη συνηθισµένη τοπολογία, Z′ = ∅.
Παράδειγµα. Στο R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων, το a δεν είναι σηµείο συσ-

σώρευσης του διαστήµατος [a, b], ενώ το b είναι (σε αντίθεση µε τη συνηθισµένη τοπολογία, στην οποία και

τα δύο άκρα κάθε τύπου διαστήµατος είναι σηµεία συσσώρευσης).

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και A ⊂ X. Τότε A = A ∪ A′.

Απόδειξη. Κάθε σηµείο συσσώρευσης είναι οριακό σηµείο, άρα A∪A′ ⊂ A. Αντίστροφα, έστω x ∈ A. Αν x ∈ A
τότε τελειώσαµε. ΄Εστω λοιπόν ότι x < A. Τότε για κάθε περιοχή U του x έχουµε ότι η τοµή U ∩ A είναι µη

κενή (αφού το x είναι οριακό σηµείο) και δεν περιέχει το x (αφού x < A). Εποµένως U ∩Ar {x} = U ∩A , ∅,
το οποίο σηµαίνει ότι x ∈ A′. �

9



3. Σύγκλιση

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, xn ∈ X, n ∈ N, µια ακολουθία, και x ∈ X. Λέµε ότι η xn συγκλίνει στο

x και γράφουµε xn → x, αν για κάθε περιοχή U του x, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε xn ∈ U για κάθε n ≥ n0.

Παρατηρήσεις.

(1) Σ’ ένα µετρικό χώρο, ο προηγούµενος ορισµός συµπίπτει µε τον γνωστό ορισµό της σύγκλισης.

(2) Αν σ’ ένα σύνολο έχουµε δυο τοπολογίες, η µία ισχυρότερη της άλλης, τότε σύγκλιση ως προς την

ισχυρή τοπολογία συνεπάγεται σύγκλιση ως προς την ασθενή τοπολογία.

(3) Σ’ ένα γενικό τοπολογικό χώρο, µια ακολουθία µπορεί να συγκλίνει σε περισσότερα από ένα

σηµεία. Για παράδειγµα, στοN µε την συµπεπερασµένη τοπολογία, η ακολουθία xn = n συγκλίνει

σε κάθε ϕυσικό αριθµό. Πράγµατι, έστω U µια περιοχή οποιουδήποτε ϕυσικού αριθµού. Το

σύνολοNrU είναι πεπερασµένο, άρα υπάρχει n0 τέτοιο ώστε {n0, n0+1, n0+2, . . . } ⊂ U. Εποµένως

xn = n ∈ U για κάθε n ≥ n0.

Παραδείγµατα.

(1) Σε κάθε τοπολογικό χώρο, µια τελικά σταθερή ακολουθία συγκλίνει (τελικά σταθερή σηµαίνει ότι

υπάρχουν x και n0 τέτοια ώστε xn = x για κάθε n ≥ n0).

(2) Σ’ ένα διακριτό χώρο, µια ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν είναι τελικά σταθερή διότι τα

µονοσύνολα είναι περιοχές.

(3) Στον τετριµµένο τοπολογικό χώρο, κάθε ακολουθία συγκλίνει σε κάθε σηµείο διότι η µοναδική

περιοχή οποιουδήποτε σηµείου είναι ολόκληρος ο χώρος.

(4) Στο R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων η ακολουθία 1/n δεν συγκλίνει.

Πράγµατι, αν συνέκλινε ϑα έπρεπε να συγκλίνει στο 0 διότι η τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων

διαστηµάτων είναι ισχυρότερη της συνηθισµένης. Αλλά αυτό είναι αδύνατο αφού η ακολουθία

αποφεύγει εξ’ ολοκλήρου την περιοχή (−∞, 0].

Σ’ ένα γενικό τοπολογικό χώρο, οι ακολουθίες µπορεί να µην επαρκούν για να περιγράψουν µια σειρά

από έννοιες για τις οποίες στην περίπτωση ενός µετρικού χώρου είναι διαθέσιµος ικανοποιητικός ακολου-

ϑιακός χαρακτηρισµός. Για παράδειγµα, υπάρχει ένας τοπολογικός χώρος X, ένα σύνολο A ⊂ X, και ένα

x ∈ A, έτσι ώστε καµία ακολουθία σηµείων του A δεν συγκλίνει στο x (αν δεν γνωρίζετε ϑεωρία συνόλων

αγνοήστε αυτήν την παρένθεση. ΄Εστω ω1 ο πρώτος υπεραριθµήσιµος διατακτικός αριθµός. Στο σύνολο

X = [0, ω1] ϑεωρούµε την τοπολογία η οποία έχει για ϐάση όλα τα διαστήµατα της µορφής (ζ, ξ], όπου

ζ < ξ ≤ ω1 (µαζί µε το {0}). Θέτουµε A = [0, ω1). Τότε A = X. Αλλά το supremum οποιασδήποτε ακο-

λουθίας αριθµήσιµων διατακτικών αριθµών είναι αριθµήσιµος διατακτικός αριθµός, εποµένως δεν υπάρχει

ακολουθία στο A η οποία να συγκλίνει στο ω1). Το πρόβληµα αυτό µπορεί να ξεπεραστεί γενικεύοντας την

έννοια της ακολουθίας. Αυτό ϑα γίνει µέσω των παρακάτω ορισµών.

Ορισµός. ΄Ενα προδιατεταγµένο σύνολο είναι ένα Ϲευγάρι (Λ,�) όπου Λ είναι ένα σύνολο και � µια διµελής

σχέση στο Λ τέτοια ώστε :

• λ � λ για κάθε λ ∈ Λ (αυτοπάθεια).

• Για κάθε λ, µ, ν ∈ Λ, αν λ � µ και µ � ν τότε λ � ν (µεταβατικότητα).

Παράδειγµα. Στο σύνολο C των µιγαδικών αριθµών ορίζουµε z � w αν και µόνο αν |z| ≤ |w|. Τότε το (C,�)
είναι προδιατεταγµένο.

Ορισµός. ΄Ενα κατευθυνόµενο σύνολο είναι ένα προδιατεταγµένο σύνολο (Λ,�) τέτοιο ώστε για κάθε

λ1, λ2 ∈ Λ, υπάρχει λ3 ∈ Λ τέτοιο ώστε λ1 � λ3 και λ2 � λ3.

Παραδείγµατα.

(1) Το (N,≤), όπου ≤ είναι η συνηθισµένη διάταξη, είναι κατευθυνόµενο σύνολο : αν για n1, n2 ∈ N
ϑέσουµε n3 = max{n1, n2} τότε n1 ≤ n3 και n2 ≤ n3.

(2) ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, x ∈ X κάποιο σηµείο, και Bx µια ϐάση περιοχών του x. Τότε το

(Bx,⊃) είναι κατευθυνόµενο. Πράγµατι, αν B1, B2 ∈ Bx τότε το B1 ∩ B2 είναι περιοχή του x, άρα

υπάρχει B3 ∈ Bx τέτοιο ώστε B3 ⊂ B1 ∩ B2. ∆ηλαδή B3 ⊂ B1 και B3 ⊂ B2.

Ορισµός. ΄Εστω X ένα σύνολο, και (Λ,�) ένα κατευθυνόµενο σύνολο. Μια συνάρτηση x : Λ → X λέγεται

δίκτυο στο X. Γράφουµε xλ αντί x(λ) και ϕανταζόµαστε το xλ σαν τον «λ-οστό» όρο του δικτύου.

Παρατηρήσεις.

(1) Μια ακολουθία είναι ειδική περίπτωση δικτύου, όπου (Λ,�) = (N,≤).
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(2) Σε µια ακολουθία xn οι δείκτες, δηλαδή οι ϕυσικοί αριθµοί, είναι συγκρίσιµοι : το x4 είναι «µετά»

το x1 και «πριν» το x10.

x1 x4 x10

Σε ένα δίκτυο xλ, λ ∈ Λ, το µόνο που ξέρουµε είναι ότι για κάθε δύο όρους xλ1 , xλ2 υπάρχει κάποιος

τρίτος όρος xλ3 ο οποίος είναι «µετά» από τους xλ1 και xλ2 . Οι δείκτες λ1 και λ2 µπορεί, κάλλιστα,

να µην είναι µεταξύ τους συγκρίσιµοι. Για παράδειγµα, αν πάρουµε (Λ,�) = (P(N),⊂), τότε ο

όρος x{1,3,5} είναι «πριν» τον όρο xN και «µετά» τους όρους x{3,5} και x{1}, αλλά ο x{1} δεν είναι ούτε

«πριν» ούτε «µετά» τον x{3,5}.

x{1}

x{3,5}

x{1,3,5} xN
(3) Σε ένα δίκτυο δεν έχει γενικά νόηµα να µιλήσουµε για τον «επόµενο» ή τον «προηγούµενο» ενός

όρου. Για παράδειγµα, στο δίκτυο xq = sin q, q ∈ Q, όπου το Q έχει τη συνηθισµένη διάταξη,

κανένας όρος δεν έχει ούτε επόµενο, ούτε προηγούµενο, παρά το ότι όλοι οι δείκτες, δηλαδή οι

ϱητοί αριθµοί, είναι µεταξύ τους συγκρίσιµοι.

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, xλ ∈ X, λ ∈ Λ, ένα δίκτυο, και x ∈ X. Λέµε ότι το xλ συγκλίνει στο x
και γράφουµε xλ → x, αν για κάθε περιοχή U του x, υπάρχει λ0 τέτοιο ώστε xλ ∈ U για κάθε λ � λ0.

Παρατηρήσεις.

(1) Αν Bx είναι µια ϐάση περιοχών του x, τότε xλ → x αν και µόνο αν για κάθε U ∈ Bx υπάρχει λ0

τέτοιο ώστε xλ ∈ U για κάθε λ � λ0.

(2) Προσέξτε τη διαφορά ανάµεσα στον ορισµό της συγκλίνουσας ακολουθίας και του συγκλίνοντος

δικτύου. Ο ακολουθιακός ορισµός είναι ισοδύναµος µε το ότι για κάθε περιοχή του x το πολύ

πεπερασµένο πλήθος όρων της ακολουθίας ϐρίσκονται έξω από την περιοχή, διότι το σύνολο

{n ∈ N : n < n0} είναι πεπερασµένο. Στην περίπτωση ενός δικτύου δεν µπορούµε, γενικά, να

πούµε κάτι για το σύνολο {λ ∈ Λ : λ � λ0}. ΄Ετσι δεν αποκλείεται να έχουµε άπειρους όρους του

δικτύου έξω από κάποια περιοχή του x.

Παραδείγµατα.

(1) Στο R µε τη συνηθισµένη τοπολογία, ϑεωρούµε το δίκτυο xr, r ∈ Z (το Z έχει τη συνηθισµένη

διάταξη), όπου

xr =


r, αν r ≤ 0

1/r, αν r > 0
.

Τότε xr → 0. Παρά ταύτα, άπειροι όροι του δικτύου ϐρίσκονται έξω από κάθε ϕραγµένη περιοχή

του 0. Επίσης το δίκτυο αυτό, αν και συγκλίνει, δεν είναι ϕραγµένο. Αν τώρα, µε αυθαίρετο

τρόπο, αναδιατάξουµε τους όρους του δικτύου ώστε να το γράψουµε σαν ακολουθία, δηλαδή

{xr : r ∈ Z} = {yn : n ∈ N}, τότε η yn δεν συγκλίνει γιατί δεν είναι ϕραγµένη.

(2) Στο R µε τη συνηθισµένη τοπολογία, ϑεωρούµε το δίκτυο xa = a, a ∈ R (το R έχει τη συνηθισµένη

διάταξη). Τότε το xa δεν συγκλίνει σε κανένα πραγµατικό αριθµό. Ως προς τη συµπεπερασµένη

τοπολογία, το xa συγκλίνει σε κάθε πραγµατικό αριθµό.

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, A ⊂ X, και x ∈ X. Τότε x ∈ A αν και µόνο αν υπάρχει δίκτυο xλ ∈ A,

λ ∈ Λ, τέτοιο ώστε xλ → x.

Απόδειξη.

(⇒) ΄Εστω (N ,⊃) η οικογένεια όλων των περιοχών του x µε σχέση διάταξης το αντίστροφο περιέχεσθαι,

δηλαδή U � V αν και µόνο αν U ⊃ V. Το (N ,⊃) είναι κατευθυνόµενο γιατί αν U και V είναι δυο

περιοχές του x τότε η U ∩ V είναι περιοχή του x και U ∩ V ⊂ U, U ∩ V ⊂ V. Αφού x ∈ A, έχουµε

ότι για κάθε U ∈ N υπάρχει xU ∈ A ∩ U. Τότε το δίκτυο xU , U ∈ N , συγκλίνει στο x. Πράγµατι

αν W είναι τυχούσα περιοχή του x, τότε για κάθε U ∈ N µε U ⊂ W έχουµε xU ∈ U ⊂ W.
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(⇐) ΄Εστω xλ ∈ A, λ ∈ Λ, ένα δίκτυο στο A τέτοιο ώστε xλ → x. Θα δείξουµε ότι x ∈ A. ΄Εστω λοιπόν U
µια περιοχή του x. Τότε υπάρχει λ0 ∈ Λ τέτοιο ώστε xλ0 ∈ U. ∆ηλαδή xλ0 ∈ A ∩ U, άρα U ∩ A , ∅,
εποµένως x ∈ A.

�
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4. Συνέχεια

Ορισµός. ΄Εστω X, Y τοπολογικοί χώροι, f : X → Y µια συνάρτηση, και x ∈ X. Η f λέγεται συνεχής στο x αν

για κάθε περιοχή V ⊂ Y του f (x) υπάρχει περιοχή U ⊂ X του x τέτοια ώστε f (U) ⊂ V. Αν η f είναι συνεχής

σε κάθε σηµείο του X τότε λέγεται συνεχής.

X

Y

x
f

U

Vf (x) f (U)

Παραδείγµατα.

(1) Κάθε σταθερή συνάρτηση, ανάµεσα σε δυο τυχόντες τοπολογικούς χώρους, είναι συνεχής.

(2) Κάθε συνάρτηση µε πεδίο ορισµού ένα διακριτό χώρο είναι συνεχής.

Θεώρηµα. ΄Εστω X, Y τοπολογικοί χώροι, f : X → Y µια συνάρτηση, και x ∈ X. Η f είναι συνεχής στο x αν

και µόνο αν για κάθε δίκτυο xλ ∈ X, λ ∈ Λ, µε xλ → x, έχουµε f (xλ)→ f (x).

Απόδειξη.

(⇒) ΄Εστω xλ ∈ X, λ ∈ Λ, ένα δίκτυο µε xλ → x, και V µια περιοχή του f (x). Αφού η f είναι συνεχής

στο x, υπάρχει περιοχή U του x τέτοια ώστε f (U) ⊂ V. Αφού το xλ συγκλίνει στο x. Υπάρχει λ0 ∈ Λ
τέτοιο ώστε xλ ∈ U για κάθε λ � λ0. Εποµένως f (xλ) ∈ f (U) ⊂ V για κάθε λ � λ0.

(⇐) ΄Εστω ότι η f δεν είναι συνεχής στο x. Τότε υπάρχει περιοχή V του f (x) τέτοια ώστε για κάθε

περιοχή U του x έχουµε f (U) 1 V. Εποµένως για κάθε περιοχή U του x υπάρχει xU ∈ U τέτοιο

ώστε f (xU) < V. ΄Εστω τώρα N η οικογένεια όλων των περιοχών του x διατεταγµένη µε τη σχέση

του αντίστροφου περιέχεσθαι. Τότε το δίκτυο xU , U ∈ N , συγκλίνει στο x, άρα από υπόθεση

f (xU )→ f (x). Εποµένως υπάρχει U0 ∈ N τέτοιο ώστε f (xU0 ) ∈ V, άτοπο.

�

Θεώρηµα. ΄Εστω f : X → Y µια συνάρτηση ανάµεσα σε δυο τοπολογικούς χώρους. Τα ακόλουθα είναι

ισοδύναµα.

(1) Η f είναι συνεχής.

(2) Για κάθε G ⊂ Y ανοιχτό, το f −1(G) είναι ανοιχτό.

(3) Για κάθε F ⊂ Y κλειστό, το f −1(F) είναι κλειστό.

(4) Για κάθε A ⊂ A, f
(
A
)
⊂ f (A).

Απόδειξη.

(1)⇒ (2) Αρκεί να δείξουµε ότι κάθε σηµείο του f −1(G) είναι εσωτερικό. ΄Εστω λοιπόν x ∈ f −1(G). Τότε

f (x) ∈ G, άρα το G είναι περιοχή του f (x), εποµένως υπάρχει περιοχή U του x τέτοια ώστε

f (U) ⊂ G, από το οποίο συνεπάγεται ότι U ⊂ f −1( f (U)) ⊂ f −1(G).
(2)⇒ (1) ΄Εστω x ∈ X και V µια περιοχή του f (x). Από υπόθεση, το U := f −1(V) είναι ανοιχτό, άρα είναι

περιοχή του x. Αλλά f (U) = f ( f −1(V)) ⊂ V.

(2)⇒ (3) ΄Εστω F ⊂ Y κλειστό. Τότε το Y r F είναι ανοιχτό, άρα από υπόθεση το f −1(Y r F) = X r f −1(F)
είναι ανοιχτό, εποµένως το f −1(F) είναι κλειστό.

(3)⇒ (2) Τελείως ανάλογα µε το προηγούµενο.
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(3)⇒ (4) Το f (A) είναι κλειστό άρα, από υπόθεση, το f −1
(

f (A)
)

είναι κλειστό. Επίσης, A ⊂ f −1
(
f (A)

)
.

Εποµένως A ⊂ f −1
(
f (A)

)
. Συνεπώς f

(
A
)
⊂ f

(
f −1

(
f (A)

))
⊂ f (A).

(4)⇒ (3) ΄Εστω F ⊂ Y κλειστό. Από υπόθεση έχουµε f
(
f −1(F)

)
⊂ f ( f −1(F)) ⊂ F = F. Εποµένως

f −1(F) ⊂ f −1(F), άρα το f −1(F) είναι κλειστό.

�

Παρατηρήσεις.

(1) Η συνεπαγωγή (2) ⇒ (1) εξακολουθεί να ισχύει αν αντί της αντίστροφης εικόνας κάθε ανοιχτού

συνόλου, πάρουµε την αντίστροφη εικόνα κάθε συνόλου µιας ϐάσης για την τοπολογία του Y.

(2) Η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής :

xλ → x⇒ f (xλ)→ f (x)⇒ g( f (xλ))→ g( f (x)).

Παράδειγµα. ΄Εστω T η τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων στο R. Θεωρούµε τις συναρ-

τήσεις f , g : (R,T )→ R (το πεδίο τιµών έχει τη συνηθισµένη τοπολογία), µε τύπους

f (x) =


0, αν x ≤ 0

1, αν x > 0
g(x) =


0, αν x < 0

1, αν x ≥ 0
.

Τότε η f είναι συνεχής διότι η αντίστροφη εικόνα οποιουδήποτε συνόλου είναι το ∅, ή τοR, ή το (0,+∞), ή το

(−∞, 0]. ΄Ολα αυτά τα σύνολα είναι ανοιχτά. Η g δεν είναι συνεχής διότι η αντίστροφη εικόνα οποιουδήποτε

ανοιχτού διαστήµατος περιέχει το 1 αλλά όχι το 0 είναι το µη ανοιχτό σύνολο [0,+∞). Φυσικά, καµία από

τις δυο συναρτήσεις δεν είναι συνεχής ως προς τη συνηθισµένη τοπολογία.

Ορισµός. ΄Εστω X, Y τοπολογικοί χώροι και f : X → Y µια αντιστρέψιµη (1-1 και επί) συνάρτηση. Η f
λέγεται οµοιοµορφισµός αν είναι συνεχής και έχει συνεχή αντίστροφη. Αν µεταξύ δυο τοπολογικών χώρων

υπάρχει οµοιοµορφισµός, τότε οι χώροι λέγονται οµοιοµορφικοί.

Θεώρηµα. ΄Εστω f : X → Y µια αντιστρέψιµη συνάρτηση ανάµεσα σε δυο τοπολογικούς χώρους. Τα ακόλου-

ϑα είναι ισοδύναµα.

(1) Η f είναι οµοιοµορφισµός.

(2) Η f είναι συνεχής και για κάθε G ⊂ X ανοιχτό, το f (G) είναι ανοιχτό.

(3) Η f είναι συνεχής και για κάθε F ⊂ X κλειστό, το f (F) είναι κλειστό.

(4) Για κάθε A ⊂ X, f
(
A
)
= f (A).

Απόδειξη.

(1)⇔ (2) Η f −1 : Y → X είναι συνεχής αν και µόνο για κάθε G ⊂ X ανοιχτό, το ( f −1)−1(G) = f (G) είναι

ανοιχτό.

(2)⇒ (3) ΄Εστω F ⊂ X κλειστό. Τότε το X r F είναι ανοιχτό, άρα από υπόθεση το f (X r F) = Y r f (F) είναι

ανοιχτό, εποµένως το f (F) είναι κλειστό.

(3)⇒ (2) Τελείως ανάλογα µε το προηγούµενο.

(3)⇒ (4) Από υπόθεση το f
(
A
)

είναι κλειστό. Επίσης f (A) ⊂ f
(
A
)
. ΄Αρα f (A) ⊂ f

(
A
)
. Αλλά η f είναι

συνεχής, εποµένως, από το προηγούµενο ϑεώρηµα, f (A) ⊃ f
(
A
)
. Συνεπώς f (A) = f

(
A
)

(4)⇒ (3) ΄Εστω F ⊂ X κλειστό. Τότε f (F) = f
(
F
)
= f (F). ΄Αρα το f (F) είναι κλειστό. Επίσης, f

(
A
)
⊂ f (A)

για κάθε A ⊂ X, άρα η f είναι συνεχής από το προηγούµενο ϑεώρηµα.

�

Παραδείγµατα.

(1) ∆υο αριθµήσιµοι διακριτοί χώροι είναι οµοιοµορφικοί.

(2) Στο R, η τοπολογία T των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων δεν είναι οµοιοµορφική µε την

συνηθισµένη τοπολογία. Πράγµατι, αν υπήρχε οµοιοµορφισµός f : (R,T ) → R τότε το f ((a, b])
ϑα ήταν µη κενό, διαφορετικό από τοR, ανοιχτό και κλειστό (ως προς τη συνηθισµένη τοπολογία).

Αυτό είναι άτοπο.

Παρατήρηση. Μια ιδιότητα λέγεται τοπολογική αν διατηρείται από κάθε οµοιοµορφισµό. ΄Ετσι δυο οµοιο-

µορφικοί χώροι έχουν τις ίδιες τοπολογικές ιδιότητες, και εποµένως από αυτή την άποψη τους ταυτίζουµε.
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5. Η Σχετική Τοπολογία και η Τοπολογία Γινόµενο

Ορισµός. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και Y ⊂ X. Η οικογένεια TY = {G ∩ Y : G ∈ T } είναι προφανώς

µια τοπολογία στο Y. Η TY ονοµάζεται σχετική τοπολογία του Y (ως προς την T ).

X
Y

G

G ∩ Y

Τα σύνολα της TY ϑα τα λέµε ανοιχτά στο Y. Οµοίως και µε τις άλλες τοπολογικές έννοιες. Για παράδειγµα,

ϑα µιλάµε για την κλειστότητα ενός συνόλου A ⊂ Y ως προς τη σχετική τοπολογία και ϑα γράφουµε cl Y (A),
κ.τ.λ. ΄Οταν λέµε απλώς «ανοιχτό», «κλειστό», κ.τ.λ. χωρίς κάποιον άλλο προσδιορισµό, ϑα εννοούµε ως

προς την τοπολογία ολόκληρου του X.

Παρατηρήσεις.

(1) Θα έλεγε κανείς ότι ο λογικότερος τρόπος να ορίσει κανείς µια τοπολογία στο Y είναι να ϑεωρήσει

την οικογένεια {G ∈ T : G ⊂ Y}. Το πρόβληµα είναι ότι αν το Y δεν είναι ανοιχτό τότε η οικογένεια

αυτή δεν είναι τοπολογία. Μάλιστα είναι δυνατό να αποτελείται µόνο από το κενό σύνολο.

(2) Η σχετική τοπολογία είναι η µικρότερη τοπολογία στο Y ως προς την οποία η ταυτοτική απεικόνιση

ϕ : Y → X, ϕ(y) = y, είναι συνεχής. Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο η σχετική τοπολογία ορίστηκε

µε τον τρόπο που ορίστηκε. Η συνέχεια της ϕ είναι η ϕυσιολογικότερη απαίτηση που µπορεί να

έχει κανείς από µια τοπολογία στο Y η οποία είναι «συµβατή» µε την τοπολογία ολόκληρου του X.

Παραδείγµατα.

(1) Στο R µε τη συνηθισµένη τοπολογία ϑέτουµε Y = [0, 1] ∪ {2}. Τότε τα σύνολα [0, 1/2) και {2} είναι

ανοιχτά στο Y (αλλά όχι σ’ ολόκληρο το R).

(2) Στο R2 µε τη συνηθισµένη τοπολογία ϑέτουµε Y = R× {0}. Τότε το σύνολο (0, 1)× {0} είναι ανοιχτό

στο Y. Παρατηρήστε ότι κανένα υποσύνολο του Y δεν είναι ανοιχτό στο R2 (το Y είναι µια ευθεία

γραµµή). Το σηµείο {(0, 0)} δεν ανοιχτό στο Y διότι κανένας ανοιχτός δίσκος δεν µπορεί να τέµνει

µια ευθεία σ’ ένα µονοσύνολο.

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και Y ⊂ X. Τότε :

(1) Αν B είναι µια ϐάση (αντίστοιχα υποβάση) για την τοπολογία του X τότε η οικογένεια {B∩Y : B ∈ B}
είναι µια ϐάση (αντίστοιχα υποβάση) για τη σχετική τοπολογία του Y.

(2) ΄Ενα σύνολο A ⊂ Y είναι κλειστό στο Y αν και µόνο αν υπάρχει F ⊂ X κλειστό τέτοιο ώστε A = F∩Y.

(3) Αν το Y είναι ανοιχτό (αντίστοιχα κλειστό), τότε ένα σύνολο A ⊂ Y είναι ανοιχτό (αντίστοιχα κλειστό)

στο Y αν και µόνο είναι ανοιχτό (αντίστοιχα κλειστό).

(4) ΄Εστω yλ ∈ Y ένα δίκτυο στο Y, και y ∈ Y. Τότε yλ → y ως προς τη σχετική τοπολογία, αν και µόνο

αν yλ → y.

(5) Αν A ⊂ Y, τότε cl Y (A) = Y ∩ cl (A) και int Y (A) ⊃ Y ∩ int (A).
(6) Αν Z είναι κάποιος άλλος τοπολογικός χώρος και f : X → Z µια συνεχής συνάρτηση, τότε ο

περιορισµός f |Y : Y → Z είναι συνεχής.

Απόδειξη.

(1) ΄Εστω A ⊂ Y ανοιχτό στο Y. Τότε υπάρχει G ⊂ X ανοιχτό τέτοιο ώστε A = G ∩ Y. Αφού η B είναι

ϐάση υπάρχουν Bi ∈ B, i ∈ I, τέτοια ώστε G =
⋃

i∈I Bi. Αλλά τότε A =
⋃

i∈I Bi ∩ Y. Οµοίως για την

υποβάση.

(2) Αν το A είναι κλειστό στο Y τότε το Y r A είναι ανοιχτό στο Y, άρα υπάρχει G ⊂ X ανοιχτό τέτοιο

ώστε Y r A = G ∩ Y, εποµένως A = (X r G) ∩ Y µε X r G κλειστό. Αντίστροφα, αν A = F ∩ Y για

κάποιο F κλειστό, τότε Y r A = (X r F) ∩ Y µε X r F ανοιχτό. ΄Αρα το Y r A είναι ανοιχτό στο Y,

εποµένως το A είναι κλειστό στο Y.
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(3) ΄Εστω ότι το Y είναι ανοιχτό. Αν τώρα το A είναι ανοιχτό στο Y τότε A = G∩Y για κάποιο G ανοιχτό.

΄Αρα και το A είναι ανοιχτό ως τοµή δυο ανοιχτών συνόλων. Αντίστροφα, αν το A είναι ανοιχτό τότε

γράφουµε A = A∩ Y και συµπεραίνουµε ότι το A είναι ανοιχτό στο Y από τον ορισµό της σχετικής

τοπολογίας. Οµοίως για τα κλειστά.

(4) ΄Εστω ότι yλ → y ως προς τη σχετική τοπολογία, και έστω U µια περιοχή του y. Η U ∩ Y είναι

περιοχή του y ως προς τη σχετική τοπολογία, άρα υπάρχει λ0 τέτοιο ώστε yλ ∈ U ∩ Y ⊂ U για κάθε

λ � λ0. Εποµένως yλ → y. Αντίστροφα, έστω ότι yλ → y, και έστω A µια περιοχή του y ως προς

τη σχετική τοπολογία. Τότε A = V ∩ Y για κάποια περιοχή V του y. Αφού το δίκτυο συγκλίνει

υπάρχει λ0 τέτοιο ώστε yλ ∈ V για κάθε λ � λ0. Αλλά το δίκτυο ϐρίσκεται στο Y, άρα yλ ∈ V∩Y = A
για κάθε λ � λ0, το οποίο σηµαίνει ότι yλ → y ως προς τη σχετική τοπολογία.

(5) ΄Εστω y ∈ cl Y (A) ⊂ Y. Τότε υπάρχει δίκτυο yλ ∈ A τέτοιο ώστε yλ → y ως προς τη σχετική τοπολογία.

Τότε, από το (4), έχουµε ότι yλ → y, άρα y ∈ Y ∩ cl (A). Αντίστροφα, έστω y ∈ Y ∩ cl (A). Τότε

υπάρχει δίκτυο yλ ∈ A τέτοιο ώστε yλ → y. Αφού y ∈ Y, από το (4) συνεπάγεται ότι yλ → y ως προς

τη σχετική τοπολογία, άρα y ∈ cl Y (A).
΄Εστω τώρα y ∈ Y∩ int (A). Τότε υπάρχει περιοχή U του y τέτοια ώστε U ⊂ A. Αλλά τότε το U∩Y

είναι µια περιοχή του y ως προς τη σχετική τοπολογία η οποία περιέχεται στο A. ΄Αρα y ∈ int Y (A).
(6) ΄Εστω yλ ∈ Y ένα δίκτυο στο Y τέτοιο ώστε, για κάποιο y ∈ Y, έχουµε yλ → y ως προς τη σχε-

τική τοπολογία. Τότε από το (4), yλ → y. Αφού η f είναι συνεχής, έχουµε f (yλ) → f (y), άρα

f |Y (yλ)→ f |Y (y). Εποµένως η f |Y είναι συνεχής.

�

Παρατήρηση. Στο (5) του προηγούµενου ϑεωρήµατος γενικά έχουµε int Y (A) , Y∩ int (A). Για παράδειγµα,

στο R µε τη συνηθισµένη τοπολογία, intZ({1}) = {1}, αλλά int ({1}) = ∅.
Θα ορίσουµε τώρα µια ϕυσιολογική τοπολογία στο καρτεσιανό γινόµενο µιας οικογένειας τοπολογικών

χώρων.

Ορισµός. ΄Εστω Xi, i ∈ I, µια οικογένεια τοπολογικών χώρων. Για κάθε j ∈ I ϑεωρούµε τις προβολές

p j :
∏

i∈I
Xi → X j, p j(x) = x( j),

και ϑέτουµε

C = {p−1
i (Gi) : Gi ⊂ Xi ανοιχτό, i ∈ I}.

Η τοπολογία που παράγει η οικογένεια C ονοµάζεται τοπολογία γινόµενο στο
∏

i∈I Xi.

Παρατηρήσεις.

(1) Η τοπολογία γινόµενο είναι η µικρότερη τοπολογία στο
∏

i∈I Xi ως προς την οποία οι προβολές

είναι συνεχείς.

(2) Μια ϐάση για την τοπολογία γινόµενο είναι η οικογένεια όλων των συνόλων της µορφής

n⋂

k=1

p−1
ik (Gik ), Gik ⊂ Xik ανοιχτό, i1, . . . , ik ∈ I, n ∈ N,

δηλαδή όλες οι πεπερασµένες τοµές συνόλων της C . Ισοδύναµα, µια ϐάση αποτελείται από όλα τα

σύνολα της µορφής
∏

i∈I Gi, όπου τα Gi ⊂ Xi είναι ανοιχτά και Gi , Xi για το πολύ πεπερασµένο

πλήθος i.
(3) Αν πάρουµε µια πεπερασµένη οικογένεια τοπολογικών χώρων X1, X2, . . . , Xm τότε µια ϐάση για την

τοπολογία γινόµενο στο X1 × · · ·×Xm είναι όλα τα «ορθογώνια» G1 × · · ·×Gm, όπου τα Gk ⊂ Xk είναι

ανοιχτά. Αυτό προκύπτει από τη σχέση

n∏

k=1

Gk =

n⋂

k=1

p−1
k (Gk).

(4) Αν το G ⊂∏
i∈I Xi είναι ανοιχτό τότε το p j(G) είναι ανοιχτό για κάθε j.

(5) Η προβολή ενός κλειστού συνόλου δεν είναι κατ’ ανάγκη κλειστό σύνολο. Για παράδειγµα στο R2,

το σύνολο F = {(x, 1/x) : x > 0} είναι κλειστό, αλλά p1(F) = p2(F) = (0,+∞).

Παραδείγµατα.

(1) Η τοπολογία γινόµενο στο Rn ταυτίζεται µε τη συνηθισµένη τοπολογία που επάγει η Ευκλείδεια

µετρική. Αυτό προκύπτει από το ότι µέσα σε κάθε ανοιχτή µπάλα µπορούµε να ϐρούµε έναν

ανοιχτό κύβο µε το ίδιο κέντρο, και αντιστρόφως.
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(2) Στο Rn µε την τοπολογία γινόµενο, το σύνολο

n∏

k=1

(0, 1) = (0, 1)n
= (0, 1) × · · · × (0, 1)︸                 ︷︷                 ︸

n παράγοντες

είναι ανοιχτό (σαν σύνολο της ϐάσης).

(3) Στο RN µε την τοπολογία γινόµενο, το σύνολο

A =
∞∏

n=1

(0, 1) = (0, 1)N = (0, 1) × (0, 1) × · · ·

∆ΕΝ είναι ανοιχτό. Στην πραγµατικότητα A◦ = ∅. Αν το A είχε µη κενό εσωτερικό, τότε ϑα υπήρχαν

i1, . . . , in ∈ N και ανοιχτά σύνολα Gi1 , . . . ,Gin ⊂ R έτσι ώστε

n⋂

k=1

p−1
ik (Gik ) ⊂ A.

Επιλέγουµε τώρα m ∈ N r {i1, . . . , in}. ΤότεR = pm


n⋂

k=1

p−1
ik (Gik )

 ⊂ pm(A) = (0, 1),

άτοπο. Γενικότερα, σ’ ένα καρτεσιανό γινόµενο µε άπειρους παράγοντες, ένα ορθογώνιο, τυπικά

δεν είναι ανοιχτό σύνολο.

(4) Αν το {0, 1} έχει τη διακριτή τοπολογία τότε η τοπολογία γινόµενο στο {0, 1}n είναι η διακριτή για

κάθε n ∈ N. Αντίθετα, το {0, 1}N δεν έχει τη διακριτή τοπολογία.

Θεώρηµα. ΄Εστω Xi, i ∈ I, µια οικογένεια τοπολογικών χώρων. Θέτουµε X =
∏

i∈I Xi.

(1) ΄Ενα δίκτυο xλ ∈ X συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X αν και µόνο αν pi(xλ)→ pi(x) για κάθε i ∈ I. ∆ηλαδή

το δίκτυο συγκλίνει αν και µόνο αν συγκλίνει κατά συντεταγµένη.

(2) Αν Ai ⊂ Xi, i ∈ I, τότε

cl


∏

i∈I
Ai

 =
∏

i∈I
Ai,


∏

i∈I
Ai


◦

⊂
∏

i∈I
A◦i .

(3) ΄Εστω Y ένας άλλος τοπολογικός χώρος και f : Y → X µια συνάρτηση. Η f είναι συνεχής αν και

µόνο αν η pi ◦ f είναι συνεχής για κάθε i ∈ I.

Y X

Xi

-f

@
@@Rpi◦ f ?

pi

Απόδειξη.

(1) Η µια κατεύθυνση προκύπτει από τη συνέχεια των προβολών pi. Για την άλλη κατεύθυνση, έστω⋂n
k=1 p−1

ik
(Gik ) µια περιοχή του x. Τότε το Gik είναι περιοχή του pik (x). Αφού pik (xλ) → pik (x),

υπάρχουν λ1, . . . , λn τέτοια ώστε pik (xλ) ∈ Gik για κάθε λ � λk. Επιλέγουµε λ0 τέτοιο ώστε λ0 � λk

για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Τότε xλ ∈
⋂n

k=1 p−1
ik

(Gik ) για κάθε λ � λ0, άρα xλ → x.

(2) ΄Εστω x ∈ cl
(∏

i∈I Ai
)
. Τότε υπάρχει δίκτυο xλ ∈

∏
i∈I Ai τέτοιο ώστε xλ → x. Τώρα, από το

(1), έχουµε ότι pi(xλ) → pi(x) για κάθε i. Αλλά τότε pi(x) ∈ Ai για κάθε i, δηλαδή x ∈ ∏
i∈I Ai.

Αντίστροφα, έστω x ∈ ∏
i∈I Ai, και έστω

⋂n
k=1 p−1

ik
(Gik ) τυχούσα περιοχή του x. Τότε το Gik είναι

περιοχή του pik (x) ∈ Aik άρα Gik ∩Aik , ∅. Εποµένως
⋂n

k=1 p−1
ik

(Gik )∩
∏

i∈I Ai , ∅ διότι οι ik-πλευρές

του ορθογωνίου
⋂n

k=1 p−1
ik

(Gik ) είναι τα σύνολα Gik τα οποία τέµνουν τα Aik , ενώ οι υπόλοιπες i-
πλευρές είναι ολόκληροι οι χώροι Xi οι οποίοι προφανώς τέµνουν τα Ai. Συνεπώς x ∈ cl

(∏
i∈I Ai

)
.

Για τη δεύτερη σχέση, αν το αριστερά µέλος είναι κενό τότε δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε.

΄Εστω λοιπόν x ∈ (∏
i∈I Ai

)◦
. Τότε υπάρχουν ανοιχτά Gik ⊂ Xik , k = 1, . . . , n, τέτοια ώστε

x ∈
n⋂

k=1

p−1
ik

(Gik ) ⊂
∏

i∈I
Ai.
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΄Αρα pik (x) ∈ Gik ⊂ Aik για κάθε k, και κατ’ ανάγκη, A j = X j για κάθε j διαφορετικό από τα ik.
Εποµένως pik (x) ∈ A◦ik για κάθε k. Συνεπώς x ∈ ∏

i∈I A◦i . Ισότητα γενικά δεν έχουµε, όπως δείχνει

το (3) των προηγούµενων παραδειγµάτων.

(3) Αν η f είναι συνεχής τότε η pi ◦ f είναι συνεχής σαν σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. Για το

αντίστροφο, έστω yλ ένα δίκτυο στο Y µε yλ → y. Τότε pi( f (yλ))→ pi( f (y)) για κάθε i. ΄Αρα, από το

(1), f (yλ)→ f (y). Εποµένως η f είναι συνεχής.

�

Παραδείγµατα.

(1) Ταυτίζουµε το σύνολο όλων των συναρτήσεων από το R στο R µε το γινόµενο RR. Τότε µια

ακολουθία συναρτήσεων fn συγκλίνει κατά σηµείο σε κάποια συνάρτηση f αν και µόνο αν fn → f
ως προς την τοπολογία γινόµενο.

(2) Αν ϑεωρήσουµε το C([0, 1]) υποσύνολο του R[0,1] τότε η τοπολογία της άσκησης (10) του 1ου

ϕυλλαδίου συµπίπτει µε την σχετική τοπολογία γινόµενο.

(3) ΄ΕστωRs το σύνολο των πραγµατικών αριθµών µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστη-

µάτων. Τότε το A = {(x,−x) : x ∈ R} (η αντιδιαγώνιος) δεν έχει σηµεία συσσώρευσης ως προς την

τοπολογία γινόµενο στον Rs ×Rs. Πράγµατι, για κάθε x η περιοχή (−∞, x]× (−∞,−x] τέµνει το A
ακριβώς στο σηµείο (x,−x). Επίσης το A είναι κλειστό διότι είναι κλειστό ως προς τη συνηθισµένη

τοπολογία του R2, άρα A′ = ∅.
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6. Συνεκτικότητα

Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X ονοµάζεται συνεκτικός αν δεν υπάρχουν U,V ⊂ X µη κενά, ανοιχτά

και ξένα τέτοια ώστε X = U ∪V. ΄Ενα σύνολο A ⊂ X ονοµάζεται συνεκτικό αν είναι συνεκτικός χώρος ως προς

τη σχετική τοπολογία.

Παραδείγµατα.

(1) Σε κάθε τοπολογικό χώρο τα µονοσύνολα είναι συνεκτικά.

(2) ΄Ενας διακριτός χώρος µε τουλάχιστο δυο σηµεία δεν είναι συνεκτικός, γιατί αν x ∈ X τότε

X = {x} ∪ (X r {x}).
(3) Το A = [0, 1) ∪ {2} δεν είναι συνεκτικό γιατί τα [0, 1) και {2} είναι ανοιχτά στο A.

(4) Το Q δεν είναι συνεκτικό διότι Q = (
(−∞,

√
2) ∩Q)

∪
(
(
√

2,+∞) ∩Q)
.

(5) Το R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διατηµάτων δεν είναι συνεκτικό διότιR = (−∞, 0] ∪ (0,+∞).

(6) Το R µε τη συνηθισµένη τοπολογία είναι συνεκτικό γιατί αν υποθέσουµε ότι υπάρχουν U,V ⊂ R
µη κενά, ανοιχτά και ξένα τέτοια ώστε R = U ∪ V, τότε το U = R r V είναι ανοιχτό, κλειστό, µη

κενό γνήσιο υποσύνολο του R, άτοπο.

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα :

(1) Ο X είναι συνεκτικός.

(2) Τα µοναδικά υποσύνολα του X τα οποία είναι ανοιχτά και κλειστά είναι το ∅ και το X.

(3) ∆εν υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : X → {0, 1} η οποία είναι επί.

Απόδειξη.

(1)⇒ (2) ΄Εστω A ⊂ X ανοιχτό και κλειστό. Τότε τα σύνολα A και X r A είναι ανοιχτά και ξένα, και

X = A ∪ (X r A). Αφού ο X είναι συνεκτικός, πρέπει είτε A = ∅ ή X r A = ∅. ∆ηλαδή είτε A = ∅ ή

A = X.

(2)⇒ (3) Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει f : X → {0, 1} συνεχής και επί. Τότε το f −1({0}) είναι ανοιχτό, κλειστό,

µη κενό γνήσιο υποσύνολο του X, άτοπο.

(3)⇒ (1) ΄Εστω ότι ο X δεν είναι συνεκτικός. Τότε υπάρχουν U,V ⊂ X µη κενά ανοιχτά και ξένα τέτοια ώστε

X = U ∪ V. Εποµένως η συνάρτηση f : X → {0, 1} µε

f (x) =


1, αν x ∈ U

0, αν x ∈ V

είναι συνεχής και επί, άτοπο.

�

Θεώρηµα. ΄Ενα υποσύνολο του R είναι συνεκτικό αν και µόνο αν είναι διάστηµα.

Απόδειξη. Αν κάποιο συνεκτικό A ⊂ R δεν είναι διάστηµα, τότε υπάρχουν x, y ∈ A και z < A µε x < z < y.

Αλλά τότε A = ((−∞, z) ∩ A) ∪ ((z,+∞) ∩ A), άτοπο. Αντίστροφα, αν υποθέσουµε ότι κάποιο διάστηµα A δεν

είναι συνεκτικό, τότε υπάρχει f : A→ R συνεχής η οποία παίρνει ακριβώς δυο τιµές. Αυτό είναι άτοπο από

το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής του απειροστικού λογισµού. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X συνεκτικός χώρος και f : X → Y συνεχής και επί. Τότε ο Y είναι συνεκτικός.

Απόδειξη. Αν ο Y δεν ήταν συνεκτικός τότε ϑα υπήρχε g : Y → {0, 1} συνεχής και επί. Αλλά τότε η σύνθεση

g ◦ f : X → {0, 1} ϑα ήταν συνεχής και επί, άτοπο. �

Παραδείγµατα.

(1) Ο µοναδιαίος κύκλος S 1
= {(x, y) ∈ R2 : x2

+ y2
= 1} είναι η εικόνα του διαστήµατος [0, 2π] µέσω

της συνεχούς απεικόνισης f (t) = (cos t, sin t), άρα είναι συνεκτικό σύνολο.

(2) Στο Rn µια ευθεία που περνάει από το σηµείο x0 και έχει κατεύθυνση e είναι συνεκτικό σύνολο

ως εικόνα του R µέσω της συνεχούς f (t) = x0 + te.

Το ακόλουθο είναι η «αφηρηµένη έκδοση» του ϑεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής.

Θεώρηµα. ΄Εστω X συνεκτικός χώρος και f : X → R συνεχής. Τότε η f παίρνει κάθε τιµή ανάµεσα σε δυο

οποιεσδήποτε τιµές της.
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Απόδειξη. Αφού ο X συνεκτικός το f (X) είναι συνεκτικό υποσύνολο του R, άρα είναι διάστηµα. ΄Εστω τώρα

ξ1, ξ2 ∈ f (X) δυο τιµές της f µε ξ1 < ξ2, και ξ ∈ (ξ1, ξ2). Αφού το f (X) είναι διάστηµα, έχουµε ότι ξ ∈ f (X),
δηλαδή το ξ είναι τιµή της f . �

Θεώρηµα. ΄Εστω Ai, i ∈ I, µια οικογένεια συνεκτικών συνόλων µε ένα τουλάχιστο κοινό σηµείο. Τότε η ένωση⋃
i∈I Ai είναι συνεκτικό.

Απόδειξη. ΄Εστω x0 ∈
⋂

i∈I Ai, και f :
⋃

i∈I Ai → {0, 1} συνεχής. Θα δείξουµε ότι η f είναι σταθερή. ΄Εστω

x ∈ ⋃
i∈I Ai. Τότε x ∈ Ai για κάποιο i. Αλλά ο περιορισµός f |Ai είναι σταθερή συνάρτηση γιατί το Ai είναι

συνεκτικό. Εποµένως f (x) = f (x0). Η ισότητα αυτή ισχύει για κάθε x, άρα η f είναι σταθερή. �

Παρατήρηση. Η τοµή δυο συνεκτικών συνόλων δεν είναι κατ’ ανάγκη συνεκτικό σύνολο. Για παράδειγµα,

στο επίπεδο, ένας κύκλος τέµνει µια διάµετρο του σε δύο σηµεία.

Θεώρηµα. Αν το A είναι συνεκτικό και A ⊂ B ⊂ A, τότε το B είναι συνεκτικό. Ιδιαίτερα, η κλειστότητα ενός

συνεκτικού συνόλου είναι συνεκτική.

Απόδειξη. ΄Εστω f : B → {0, 1} συνεχής. Αφού το A είναι συνεκτικό, ο περιορισµός f |A είναι σταθερή

συνάρτηση, δηλαδή το f (A) είναι µονοσύνολο. Αλλά

f (B) = f (B ∩ A) = f (cl BA) ⊂ f (A) = f (A).

΄Αρα το f (B) είναι µονοσύνολο. Εποµένως η f είναι σταθερή. Συνεπώς το B είναι συνεκτικό. �

Παράδειγµα. ΣτοR2 ϑέτουµε X = {(x, sin(1/x)) : x > 0}. Το X είναι συνεκτικό ως συνεχής εικόνα συνεκτικού

συνόλου. Εποµένως το X = X ∪ ({0} × [−1, 1]) είναι συνεκτικό.

Παρατηρήστε ότι αν αφαιρέσουµε οποιοδήποτε σύνολο σηµείων από το ευθύγραµµο τµήµα {0} × [−1, 1],
το σύνολο που προκύπτει παραµένει συνεκτικό γιατί ϐρίσκεται µεταξύ ενός συνεκτικού συνόλου και της

κλειστότητας του.

Θεώρηµα. ΄Εστω Xi, i ∈ I, µια οικογένεια τοπολογικών χώρων. Τότε το γινόµενο
∏

i∈I Xi είναι συνεκτικό αν

και µόνο αν κάθε παράγοντας Xi είναι συνεκτικός.

Απόδειξη. Αν το γινόµενο είναι συνεκτικό τότε κάθε X j είναι συνεκτικό ως συνεχής εικόνα του
∏

i∈I Xi µέσω

της προβολής p j. Για το αντίστροφο, ϑα δείξουµε αρχικά ότι αν X και Y είναι δυο συνεκτικοί χώροι τότε το

X × Y είναι συνεκτικό. Σταθεροποιούµε (x0, y0) ∈ X × Y και για κάθε x ∈ X ϑεωρούµε τον «σταυρό»

Cx = ({x} × Y) ∪ (X × {y0}) .

X

Y
(x0, y0)

(x, y0)

x
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Παρατηρήστε ότι το {x} × Y είναι συνεκτικό γιατί είναι οµοιοµορφικό µε το Y. Οµοίως το X × {y0} είναι

συνεκτικό γιατί είναι οµοιοµορφικό µε το X. Επίσης

(x, y0) ∈ ({x} × Y) ∩ (X × {y0}) .
΄Αρα το Cx είναι συνεκτικό ως ένωση δυο συνεκτικών συνόλων µε µη κενή τοµή. Τώρα, το σηµείο (x0, y0)
ανήκει σε όλα τα Cx, εποµένως η ένωση

⋃
x∈X Cx = X × Y είναι συνεκτική. Επαγωγικά, το γινόµενο µιας

πεπερασµένης οικογένειας συνεκτικών χώρων είναι συνεκτικό. ∆είχνουµε τώρα τη γενική περίπτωση. ΄Εστω

Xi, i ∈ I, µια αυθαίρετη οικογένεια συνεκτικών χώρων. Σταθεροποιούµε z = (zi)i∈I ∈
∏

i∈I Xi και για κάθε

J ⊂ I πεπερασµένο ϑέτουµε

YJ =

⋂

i∈IrJ

p−1
i ({zi}), Y =

⋃

J⊂I
J πεπερασµένο

YJ.

Το YJ είναι ένα ορθογώνιο η j-πλευρά του οποίου είναι ο χώρος X j, για κάθε j ∈ J. Οι υπόλοιπες πλευρές

είναι µονοσύνολα. Εποµένως το YJ είναι οµοιοµορφικό µε το πεπερασµένο γινόµενο
∏

j∈J X j, και άρα είναι

συνεκτικό. Επίσης το σηµείο z ανήκει σε όλα τα YJ άρα η ένωσή τους, δηλαδή το Y, είναι συνεκτικό.

Παρατηρούµε τώρα ότι µια τυχούσα περιοχή στο γινόµενο, δηλαδή ένα ορθογώνιο της µορφής
⋂n

k=1 p−1
ik

(Gik )
τέµνει το ορθογώνιο Y{i1,...,in}. Πράγµατι, η ik-πλευρά του δεύτερου ορθογωνίου είναι το Xik το οποίο τέµνει

την ik-πλευρά του πρώτου ορθογωνίου, και για i , ik η i-πλευρά του πρώτου ορθογωνίου είναι το Xi το οποίο

τέµνει την i-πλευρά του δεύτερου. Συµπεραίνουµε ότι το Y είναι πυκνό. ΄Ετσι, ο χώρος είναι η κλειστότητα

ενός συνεκτικού συνόλου, συνεπώς είναι συνεκτικός. �

∆ίνουµε τώρα µια τυπική εφαρµογή της συνεκτικότητας.

Θεώρηµα. ΄Εστω n ≥ 2. Τότε το R δεν είναι οµοιοµορφικό µε το Rn.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει οµοιοµορφισµός h : R→ Rn. Τότε το Rr {0} είναι οµοιοµορφικό µε

τοRnr{h(0)}. Αυτό είναι άτοπο διότι τοRr{0} = (−∞, 0)∪(0,+∞) δεν είναι συνεκτικό, ενώ το A = Rnr{h(0)}
είναι. Πράγµατι, σταθεροποιούµε x0 ∈ A και επιλέγουµε µια ευθεία ℓ η οποία περνάει από το x0 και όχι

από το h(0). Τώρα για κάθε x ∈ A επιλέγουµε µια ευθεία ℓx η οποία τέµνει την ℓ και δεν περνάει από το

h(0). Θέτουµε Lx = ℓ∪ ℓx. Τότε τα Lx είναι συνεκτικά υποσύνολα του A, το σηµείο x0 ανήκει σε κάθε Lx και

η ένωσή τους είναι το A. Εποµένως το A είναι συνεκτικό. �

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι κάθε χώρος «σπάει στα συνεκτικά του κοµµάτια».

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος. Για κάθε x ∈ X ϑέτουµε

C(x) =
⋃

x∈A
A ⊂ X συνεκτικό

A.

Το C(x) ονοµάζεται συνεκτική συνιστώσα του X στο σηµείο x.

Παρατηρήσεις.

(1) Το C(x) είναι µη κενό γιατί το µονοσύνολο {x} είναι συνεκτικό.

(2) Το C(x) είναι συνεκτικό ως ένωση συνεκτικών συνόλων µε ένα τουλάχιστο κοινό σηµείο.

(3) Μια συνεκτική συνιστώσα είναι ένα µεγιστικό συνεκτικό υποσύνολο του X, δηλαδή αν το B είναι

κάποιο άλλο συνεκτικό σύνολο και C(x) ⊂ B τότε C(x) = B. Ισοδύναµα δεν υπάρχει συνεκτικό

γνήσιο υπερσύνολο του C(x).

Παραδείγµατα.

(1) Σ’ ένα διακριτό χώρο έχουµε C(x) = {x} για κάθε x.

(2) Στον χώρο (0, 1] ∪ [2, 3] ∪ {4} (µε τη σχετική τοπολογία) έχουµε

C(x) =



(0, 1], αν x ∈ (0, 1]

[2, 3], αν x ∈ [2, 3]

{4}, αν x = 4

.

∆ηλαδή ο χώρος έχει µόνο τρεις διακεκριµένες συνεκτικές συνιστώσες.

(3) Στο Q (µε τη σχετική τοπολογία) δεν υπάρχουν συνεκτικά σύνολα µε περισσότερα από ένα σηµεία

γιατί αν υποθέσουµε ότι x, y ∈ A µε x < y, τότε επιλέγοντας έναν άρρητο α µεταξύ των x και y
έχουµε A = ((−∞, α) ∩ A) ∪ ((α,+∞) ∩ A). Εποµένως C(x) = {x} για κάθε x ∈ Q.

(4) Οµοίως στο R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων, τα µοναδικά συνεκτικά

σύνολα είναι τα µονοσύνολα, άρα C(x) = {x} για κάθε x.
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Ορισµός. ΄Ενας χώρος X µε την ιδιότητα C(x) = {x} για κάθε x ∈ X, ονοµάζεται ολικά αντισυνεκτικός.

Παραδείγµατα. Κάθε διακριτός χώρος είναι ολικά αντισυνεκτικός. Το Q µε τη σχετική τοπολογία, το R µε

την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων και το {0, 1}N µε την τοπολογία γινόµενο είναι ολικά

αντισυνεκτικοί χώροι.

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος. Τότε

(1) Η ένωση των συνεκτικών συνιστωσών είναι ολόκληρος ο χώρος.

(2) Κάθε συνεκτική συνιστώσα είναι κλειστό σύνολο.

(3) ∆υο συνεκτικές συνιστώσες είτε ταυτίζονται ή είναι ξένες.

Απόδειξη.

(1) Προκύπτει άµεσα από τον ορισµό.

(2) Το C(x) είναι συνεκτικό και περιέχει το C(x), εποµένως από τη µεγιστικότητα της συνιστώσας

πρέπει να έχουµε C(x) = C(x).
(3) Αν δυο συνιστώσες C(x) και C(y) τέµνονται τότε το C(x) ∪ C(y) είναι συνεκτικό και

C(x),C(y) ⊂ C(x) ∪ C(y),

άρα από µεγιστικότητα, C(x) = C(x) ∪ C(y) = C(y).

�

Ορισµός. Μια καµπύλη σ’ ένα τοπολογικό χώρο είναι µια συνεχής συνάρτηση γ : [0, 1]→ X. Το γ(0) λέγεται

αρχή της καµπύλης και το γ(1) τέλος της καµπύλης.

Παρατηρήσεις.

(1) Αν η γ έχει αρχή το x και τέλος το y, τότε η γ̃ µε γ̃(t) = γ(1 − t) έχει αρχή το y και τέλος το x.

(2) Συχνά, όταν λέµε «µια καµπύλη γ» εννοούµε το σύνολο γ([0, 1]).

Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός χώρος λέγεται κατά τόξα συνεκτικός αν για κάθε x, y ∈ X υπάρχει καµπύλη στο

X µε αρχή το x και τέλος το y.

Παράδειγµα. Κάθε κυρτό σύνολο A ⊂ Rn είναι κατά τόξα συνεκτικό, γιατί αν x, y ∈ A, τότε το ευθύγραµµο

τµήµα γ(t) = (1 − t)x + ty, t ∈ [0, 1], ϐρίσκεται στο A και συνδέει τα x και y.

Παρατήρηση. Αν σ’ ένα χώρο X υπάρχει x0 τέτοιο ώστε για κάθε x υπάρχει καµπύλη η οποία συνδέει τα

x0 και x, τότε ο X είναι κατά τόξα συνεκτικός. Πράγµατι, έστω x, y ∈ X, και καµπύλες γ1, γ2 : [0, 1]→ X µε

γ1(0) = x, γ1(1) = x0, γ2(0) = x0, γ2(1) = y. Τότε η γ : [0, 1]→ X

γ(t) =


γ1(2t), αν t ∈ [0, 1/2]

γ2(2t − 1), αν t ∈ [1/2, 1]

είναι µια καµπύλη µε αρχή το x και τέλος το y.

Θεώρηµα. Αν ο X είναι κατά τόξα συνεκτικός τότε είναι συνεκτικός.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε x0 ∈ X. Τότε για κάθε x ∈ X υπάρχει καµπύλη γx : [0, 1] → X µε αρχή το x0

και τέλος το x. Τα σύνολα γx([0, 1]) είναι συνεκτικά (ως συνεχείς εικόνες του συνεκτικού [0, 1]), το x0 είναι

κοινό σηµείο τους, και η ένωσή τους όλος ο χώρος X. ΄Αρα ο X είναι συνεκτικός. �

Παρατήρηση. Το αντίστροφο του προηγούµενου ϑεωρήµατος δεν ισχύει. Πράγµατι, στο R2 ϑέτουµε

Y = {(x, sin(1/x)) : x > 0} ∪ ({0} × [−1, 1]).

΄Οπως είδαµε, το Y είναι συνεκτικό. Θα δείξουµε ότι τα σηµεία (0, 0) και (1/π, 0) δεν µπορούν να συνδεθούν

µε κάποια καµπύλη στο Y. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει καµπύλη γ : [0, 1] → Y µε γ(t) = (x(t), y(t)) τέτοια

ώστε γ(0) = (0, 0) και γ(1) = (1/π, 0). Παρατηρήστε ότι αν x(t) > 0 τότε το σηµείο (x(t), y(t)) είναι στο

γράφηµα της συνάρτησης sin(1/x), άρα y(t) = sin(1/x(t)). Τώρα, έχουµε x(0) = 0 και x(1) = 1/π, άρα από το

ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής, υπάρχει t1 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε x(t1) = 2/(3π). Οµοίως, υπάρχει t2 ∈ (0, t1) τέτοιο

ώστε x(t2) = 2/(5π) κ.ο.κ. Παίρνουµε έτσι µια ϕθίνουσα, άρα συγκλίνουσα, ακολουθία tn ∈ (0, 1) τέτοια ώστε

x(tn) = 2/((2n + 1)π) και y(tn) = sin(1/x(tn)) = (−1)n. Εποµένως

γ(tn) =

(
2

(2n + 1)π
, (−1)n

)
.

Αυτό είναι άτοπο διότι το αριστερά µέλος συγκλίνει ενώ το δεξιά µέλος όχι.
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Παρά ταύτα έχουµε το ακόλουθο.

Θεώρηµα. ΄Εστω G ⊂ Rn ανοιχτό και συνεκτικό. Τότε το G είναι κατά τόξα συνεκτικό.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε x0 ∈ G και ϑέτουµε

A = {x ∈ G : Υπάρχει καµπύλη στο G µε αρχή το x0 και τέλος το x}.
Προφανώς x0 ∈ A, άρα το A είναι µη κενό. Θα δείξουµε ότι είναι ανοιχτό και κλειστό στο G, εποµένως,

εφόσον το G είναι συνεκτικό, πρέπει να ταυτίζεται µε ολόκληρο το G. ΄Εστω x ∈ A. Αφού το G είναι

ανοιχτό, υπάρχει ανοιχτή µπάλα D(x, r) ⊂ G. Τώρα, κάθε σηµείο y της µπάλας συνδέεται µε το x µέσω του

ευθυγράµµου τµήµατος ℓ(t) = (1 − t)x + ty, t ∈ [0, 1], το οποίο ϐρίσκεται στο G γιατί η µπάλα ϐρίσκεται

στο G. Απ’ την άλλη, το x0 συνδέεται µε το x µέσω κάποιας καµπύλης γ : [0, 1] → G, γ(0) = x0, γ(1) = x.

Εποµένως, το x0 συνδέεται µε το y µέσω της καµπύλης

σ(t) =


γ(2t), αν t ∈ [0, 1/2]

ℓ(2t − 1), αν t ∈ [1/2, 1]

Η οποία προφανώς ϐρίσκεται στο G αφού τα δυο κοµµάτια της (η γ και το ℓ) ϐρίσκονται στο G. Αυτό δείχνει

ότι y ∈ A, δηλαδή D(x, r) ⊂ A, άρα το A είναι ανοιχτό.

G

γ

x0

x

y

D(x, r)

ℓ

΄Εστω τώρα a j ∈ A µια ακολουθία τέτοια ώστε a j → a για κάποιο a ∈ G. Αφού το G είναι ανοιχτό, υπάρχει

ανοιχτή µπάλα D(a, r) ⊂ G. Αλλά a j → a, άρα υπάρχει j0 τέτοιο ώστε a j0 ∈ D(a, r). Στη συνέχεια, ακριβώς

όπως πριν, συνδέουµε το a µε το a j0 µε ένα ευθύγραµµο τµήµα και µετά το a j0 µε το x0 µε µια καµπύλη

στο G και συµπεραίνουµε ότι a ∈ A. ∆ηλαδή το A είναι κλειστό.

΄Εχουµε λοιπόν ότι A = G, άρα κάθε σηµείο του G µπορεί να συνδεθεί µε το x0 µε κάποια καµπύλη,

συνεπώς το G είναι κατά τόξα συνεκτικό. �
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7. Η Τοπολογία Πηλίκο

Ορισµός. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος, Y ένα σύνολο, και f : X → Y µια απεικόνιση επί. Θέτουµε

T f = {G ⊂ Y : f −1(G) ανοιχτό}.
Η T f ονοµάζεται τοπολογία πηλίκο του Y ως προς f .

Παρατήρηση. Η τοπολογία πηλίκο είναι η µεγαλύτερη τοπολογία στο Y ως προς την οποία η f είναι

συνεχής.

Παράδειγµα. Αν X = R µε τη συνηθισµένη τοπολογία, Y = [0,+∞), και f (x) = x2, τότε η τοπολογία πηλίκο

του Y ως προς την f είναι ακριβώς η σχετική τοπολογία.

Θεώρηµα. ΄Εστω X, (Y,T ) τοπολογικοί χώροι, και f : X → Y συνεχής, ανοιχτή (ή κλειστή) και επί. Τότε

T = T f .

Απόδειξη. Αφού η T f είναι η µεγαλύτερη τοπολογία στο Y ως προς την οποία η f είναι συνεχής, έχουµε

ότι T ⊂ T f . Αντίστροφα, αν G ∈ T f , τότε από τον ορισµό της τοπολογίας πηλίκο, το f −1(G) είναι ανοιχτό.

Αλλά η f είναι ανοιχτή, άρα το G = f ( f −1(G)) είναι ανοιχτό ως προς την T . �

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, Y ένα σύνολο, f : X → Y επί, και Z ένας άλλος χώρος. Μια

συνάρτηση g : (Y,T f )→ Z είναι συνεχής αν και µόνο αν η g ◦ f είναι συνεχής.

X (Y,T f )

Z

-f

@
@

@
@R

g◦ f

?

g

Απόδειξη. Αν η g είναι συνεχής τότε η g ◦ f είναι συνεχής σαν σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. Αντίστροφα,

αν η g ◦ f είναι συνεχής, και το G ⊂ Z είναι ανοιχτό τότε το f −1(g−1(G)) = (g ◦ f )−1(G) είναι ανοιχτό,

εποµένως, από τον ορισµό της τοπολογίας πηλίκο, το g−1(G) είναι ανοιχτό. �

΄Οταν, σ’ ένα χώρο, λέµε ότι «ταυτίζουµε δυο σηµεία x, y» εννοούµε ότι υπάρχει µια σχέση ισοδυναµίας

R τέτοια ώστε (x, y) ∈ R. ΄Ετσι, µια κλάση ισοδυναµίας αποτελείται από όλα τα σηµεία που έχουµε ταυτίσει.

Ορισµός. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και R ⊂ X × X µια σχέση ισοδυναµίας. Θεωρούµε την απεικόνιση

πηλίκο Q : X → X/R, µε Q(x) = [x], όπου [x] είναι η κλάση ισοδυναµίας του x και X/R = {[x] : x ∈ X}
το σύνολο πηλίκο. Το X/R µε την τοπολογία πηλίκο ως προς Q ονοµάζεται χώρος πηλίκο. Ιδιαίτερα, αν

∆(X) = {(x, x) : x ∈ X} είναι η διαγώνιος, και A ⊂ X κάποιο υποσύνολο, τότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε τη

σχέση ισοδυναµίας R = ∆(X) ∪ (A × A). Στην περίπτωση αυτή γράφουµε X/A αντί X/R.

∆ιαισθητικά, το X/R είναι ο χώρος που προκύπτει αν «συρρικνώσουµε» κάθε κλάση ισοδυναµίας σ’ έναν

αντιπρόσωπό της. ΄Ετσι, το X/A προκύπτει αν συρρικνώσουµε το A σ’ ένα σηµείο.

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, Y ένα σύνολο και f : X → Y επί. Θεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας

R f = {(x1, x2) : f (x1) = f (x2)} (στην περίπτωση αυτή, η f λέγεται απεικόνιση ταύτισης). Τότε ο χώρος πηλίκο

X/R f είναι οµοιοµορφικός µε τον (Y,T f ).

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση h : X/R f → Y µε h([x]) = f (x). Η h είναι καλά ορισµένη 1-1 και επί.

Παρατηρούµε ότι h ◦ Q = f και h−1 ◦ f = Q.

X (X/R f ,TQ)

Y

-Q

@
@

@
@
@R

f

?

h

X (Y,T f )

X/R f

-f

@
@

@@R
Q

?
h−1

Εποµένως, από το προηγούµενο ϑεώρηµα, οι h και h−1 είναι συνεχείς. �

Παραδείγµατα. Θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό X ≈ Y αν οι X και Y είναι οµοιοµορφικοί. Επίσης, µε

S n−1 ϑα συµβολίζουµε την επιφάνεια της µοναδιαίας µπάλας του Rn, δηλαδή την µοναδιαία σφαίρα. Τέλος

ϑα χρησιµοποιούµε ελεύθερα µιγαδικό συµβολισµό στο R2.
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(1) [0, 2π]/{0, 2π} ≈ S 1. Πράγµατι, ϑεωρούµε την απεικόνιση ταύτισης f : [0, 2π] → S 1 µε f (t) = eit.

Η f είναι συνεχής και κλειστή, άρα η συνηθισµένη τοπολογία του S 1 συµπίπτει µε την τοπολογία

πηλίκο ως προς f . Επίσης ∆([0, 2π]) ∪ ({0, 2π} × {0, 2π}) = R f . Εποµένως

[0, 2π]/{0, 2π} = [0, 2π]/R f ≈ (S 1,T f ) = S 1.

(2) Στο X = Rn r {0} ϑεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας R µε (x, y) ∈ R αν και µόνο αν υπάρχει λ > 0
τέτοιο ώστε y = λx, δηλαδή δυο σηµεία είναι ισοδύναµα αν ανήκουν στην ίδια ηµιευθεία µε αρχή

το 0. Τότε X/R ≈ S n−1. Εδώ η απεικόνιση ταύτισης είναι η f : X → S n−1 µε f (x) = x/|x|, όπου |x|
είναι το µέτρο του x. Η f είναι συνεχής και ανοιχτή, άρα η τοπολογία της S n−1 είναι η τοπολογία

πηλίκο ως προς f . Παρατηρούµε ότι R = R f , έτσι

X/R = X/R f ≈ (S n−1,T f ) = S n−1.

(3) Στο X = Rn r {0} ϑεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας R µε (x, y) ∈ R αν και µόνο αν υπάρχει λ , 0
τέτοιο ώστε y = λx, δηλαδή δυο σηµεία είναι ισοδύναµα αν ανήκουν σε κάποια ευθεία που περνάει

από το 0. Ο χώρος πηλίκο X/R συµβολίζεται µε RPn−1 και ονοµάζεται πραγµατικός προβολικός

χώρος.

(4) Στο [0, 1] × [0, 1], για κάθε x ταυτίζουµε το (x, 0) µε το (x, 1) και για κάθε y το (0, y) µε το (1, y).
Ο χώρος που προκύπτει (το "torus") είναι οµοιοµορφικός µε τον S 1 × S 1. Η απεικόνιση ταύτισης

είναι η (s, t) 7→ (e2πis, e2πit). Το S 1 × S 1 είναι µε τη σειρά του οµοιοµορφικό µε την επιφάνεια του

σχήµατος.

(5) Στο [0, 1] × [0, 1] ταυτίζουµε το (0, y) µε το (1, 1 − y) για κάθε y και παίρνουµε την «ταινία του

Mobius».

(6) Στο [0, 1]× [0, 1], για κάθε y ταυτίζουµε το (0, y) µε το (1, y) και για κάθε x το (x, 0) µε το (1− x, 1).
Παίρνουµε µια κλειστή επιφάνεια (την «ϕιάλη του Klein») χωρίς εσωτερικό ή εξωτερικό η οποία δεν

είναι οµοιοµορφική µε κανένα υποσύνολο του R3.
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8. Χώροι Hausdorff

Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X λέγεται T2 ή Hausdorff αν για κάθε x, y ∈ X µε x , y υπάρχουν

περιοχές U,V των x, y αντίστοιχα τέτοιες ώστε U ∩ V = ∅.

X
U

V

x y

Παραδείγµατα.

(1) Κάθε µετρικός χώρος (X, ρ) είναι Hausdorff γιατί αν x, y ∈ X µε x , y τότε D(x, ε) ∩ D(y, ε) = ∅
όπου ε = ρ(x, y)/2.

(2) ΄Ενας τετριµµένος χώρος µε τουλάχιστο δυο σηµεία δεν είναι Hausdorff γιατί το µοναδικό µη κενό

ανοιχτό σύνολο είναι ο ίδιος ο χώρος.

(3) Το N µε τη συµπεπερασµένη τοπολογία δεν είναι Hausdorff γιατί κάθε δυο µη κενά ανοιχτά

σύνολα τέµνονται.

Παρατηρήσεις.

(1) Αν ο (X,T ) είναι Hausdorff και S είναι µια τοπολογία στο X µεγαλύτερη της T , τότε ο (X,S ) είναι

Hausdorff. ΄Ετσι, για παράδειγµα, το R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων

είναι Hausdorff.

(2) Σ’ ένα χώρο Hausdorff τα µονοσύνολα, άρα και τα πεπερασµένα σύνολα, είναι κλειστά.

Θεώρηµα. ΄Ενας χώρος X είναι Hausdorff αν και µόνο αν κάθε συγκλίνον δίκτυο συγκλίνει σε ένα µόνο

σηµείο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο X είναι Hausdorff και έστω ότι για κάποιο δίκτυο xλ, λ ∈ Λ, έχουµε ότι xλ → x και

xλ → y µε x , y. Επιλέγουµε περιοχές U,V των x, y τέτοιες ώστε U ∩V = ∅. Τότε υπάρχουν λ1, λ2 ∈ Λ τέτοια

ώστε xλ ∈ U για κάθε λ � λ1 και xλ ∈ V για κάθε λ � λ2. ΄Ετσι αν πάρουµε λ0 ∈ Λ µε λ0 � λ1 και λ0 � λ1,

ϑα έχουµε xλ0 ∈ U ∩ V, άτοπο.

Αντίστροφα, έστω ότι ο X δεν είναι Hausdorff. Τότε υπάρχουν x, y ∈ X µε x , y τέτοια ώστε U ∩ V , ∅
για κάθε περιοχή U του x και κάθε περιοχή V του y. Θεωρούµε το σύνολο

Λ = {(U,V) : U περιοχή του x, V περιοχή του y}

µε σχέση διάταξης

(U1,V1) � (U2,V2)⇔ U2 ⊂ U1 & V2 ⊂ V1.

Το (Λ,�) είναι κατευθυνόµενο. Τώρα, για κάθε (U,V) ∈ Λ επιλέγουµε x(U,V) ∈ U ∩ V. Τότε x(U,V) → x και

x(U,V) → y. Πράγµατι, αν U0,V0 είναι τυχούσες περιοχές των x, y, τότε για κάθε (U,V) � (U0,V0) έχουµε

x(U,V) ∈ U ∩ V ⊂ U0 ∩ V0 ⊂ U0 και x(U,V) ∈ U ∩ V ⊂ U0 ∩ V0 ⊂ V0. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

(1) Ο X είναι Hausdorff.

(2) Για κάθε x, y ∈ X µε x , y, υπάρχει περιοχή U του x τέτοια ώστε y < U.

(3) Για κάθε x ∈ X έχουµε ⋂

U περιοχή του x

U = {x}.

(4) Η διαγώνιος ∆(X) = {(x, x) : x ∈ X} είναι κλειστό υποσύνολο του X × X.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε την ισοδυναµία A ∩ B = ∅ ⇔ (A × B) ∩ ∆(X) = ∅, για κάθε A, B ⊂ X.

(1)⇒ (2) Αφού ο X είναι Hausdorff υπάρχουν περιοχές U,V των x, y µε U∩V = ∅. ∆ηλαδή υπάρχει περιοχή

του y η οποία δεν τέµνει το σύνολο U. Αυτό σηµαίνει ότι το y δεν ανήκει στο U.

(2)⇒ (3) Το x προφανώς ανήκει στην τοµή ⋂

U περιοχή του x

U.
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Αν τώρα y είναι κάποιο σηµείο διαφορετικό από το x τότε υπάρχει περιοχή U του x τέτοια ώστε

y < U. Εποµένως

y <
⋂

U περιοχή του x

U.

΄Αρα το x είναι το µοναδικό στοιχείο της τοµής.

(3)⇒ (4) ΄Εστω (x, y) < ∆(X). Τότε x , y, άρα

y <
⋂

U περιοχή του x

U.

΄Ετσι υπάρχει περιοχή U του x τέτοια ώστε y < U. Εποµένως το X r U είναι µια περιοχή του y µε

U ∩
(
X r U

)
= ∅. Συνεπώς το U ×

(
X r U

)
είναι µια περιοχή του (x, y) µε

(
U ×

(
X r U

))
∩∆(X) = ∅.

∆ηλαδή το ∆(X) είναι κλειστό.

(4)⇒ (1) ΄Εστω x, y ∈ X µε x , y. Τότε (x, y) < ∆(X). Αφού το ∆(X) είναι κλειστό, υπάρχουν περιοχές U,V
των x, y τέτοιες ώστε (U × V) ∩ ∆(X) = ∅. Αυτό σηµαίνει ότι U ∩ V = ∅.

�

Θεώρηµα. ΄Εστω Xi, i ∈ I, µια οικογένεια τοπολογικών χώρων. Τότε το γινόµενο
∏

i∈I Xi είναι Hausdorff αν

και µόνο αν κάθε παράγοντας Xi είναι Hausdorff.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι κάθε Xi είναι Hausdorff, και έστω x, y ∈
∏

i∈I Xi µε x , y. Τότε υπάρχει j ∈ I τέτοιο ώστε

p j(x) , p j(y). Αφού ο X j είναι Hausdorff, υπάρχουν U,V περιοχές των p j(x), p j(y) τέτοιες ώστε U ∩ V = ∅.
Τότε οι p−1

j (U), p−1
j (V) είναι ξένες περιοχές των x, y. ΄Αρα το γινόµενο είναι Hausdorff.

Αντίστροφα, έστω ότι το γινόµενο είναι Hausdorff. Σταθεροποιούµε j ∈ I και ϑα δείξουµε ότι ο X j είναι

Hausdorff. ΄Εστω x j, y j ∈ X j µε x j , y j. Επιλέγουµε δυο σηµεία x, y ∈ ∏
i∈I Xi µε pi(x) = pi(y) αν i , j και

p j(x) = x j, p j(y) = y j. Τότε x , y. Αφού το γινόµενο είναι Hausdorff υπάρχουν περιοχές
∏

i∈I Ui,
∏

i∈I Vi

των x, y τέτοιες ώστε
(∏

i∈I Ui
)∩ (∏

i∈I Vi
)
= ∅. Παρατηρούµε ότι για κάθε i , j τα σύνολα Ui και Vi τέµνονται

αφού περιέχουν το σηµείο pi(x) = pi(y). Εποµένως, κατ’ ανάγκη, έχουµε ότι U j ∩ V j = ∅. Αλλά το U j είναι

περιοχή του x j και το V j είναι περιοχή του y j. Συµπεραίνουµε ότι ο X j είναι Hausdorff. �

Παρατηρήσεις.

(1) Αν ο X είναι Hausdorff και Y ⊂ X, τότε ο Y µε τη σχετική τοπολογία είναι Hausdorff.

(2) Η ιδιότητα Hausdorff, γενικά, δεν µεταφέρεται από συνεχείς απεικονίσεις (ϕυσικά, µεταφέρεται

από οµοιοµορφισµούς). Για παράδειγµα, αν X = {0, 1} και T = {∅, X, {0}}, τότε ο (X,T ) δεν

είναι Hausdorff γιατί η µοναδική περιοχή του 1 είναι ολόκληρος ο χώρος. ΄Οµως η απεικόνιση

f : R→ X µε f = χ{1} είναι συνεχής, ανοιχτή και επί.

(3) ΄Ενας χώρος πηλίκο ενός χώρου Hausdorff δεν είναι κατ’ ανάγκη Hausdorff. Για παράδειγµα, στοR/Q, η σταθερή ακολουθία ξn = [0] συγκλίνει σε κάθε [α] = {α}, α ∈ R r Q. Πράγµατι έστω

Q : R→ R/Q, Q(x) = [x], η απεικόνιση πηλίκο, και έστω G τυχούσα περιοχή του [α]. Το Q−1(G)
είναι ανοιχτό υποσύνολο του R, άρα υπάρχει ϱητός r ∈ Q−1(G). Εποµένως

ξn = [0] = [r] = Q(r) ∈ G

για κάθε n.

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και R µια σχέση ισοδυναµίας στο X τέτοια ώστε

(1) Το R είναι κλειστό υποσύνολο του X × X.

(2) Η Q : X → X/R, Q(x) = [x], είναι ανοιχτή απεικόνιση.

Τότε ο X/R είναι Hausdorff.

Απόδειξη. ΄Εστω Q(x),Q(y) ∈ X/R µε Q(x) , Q(y). Τότε τα x, y δεν είναι ισοδύναµα, άρα (x, y) < R. Αφού το

R είναι κλειστό, υπάρχουν U,V περιοχές των x, y τέτοιες ώστε (U × V) ∩ R = ∅. Αφού η Q είναι ανοιχτή τα

Q(U),Q(V) είναι ξένες περιοχές των Q(x),Q(y) (αν τα Q(U),Q(V) τέµνονταν, ϑα υπήρχαν z1 ∈ U, z2 ∈ V µε

Q(z1) = Q(z2). Αλλά τότε (z1, z2) ∈ (U × V) ∩ R, άτοπο). �

Παράδειγµα. Θεωρούµε τον προβολικό χώρο RPn−1
= Rn r {0}/R, όπου R είναι η σχέση ισοδυναµίας

(x, y) ∈ R ⇔ υπάρχει λ , 0 τέτοιο ώστε y = λx. Ο RPn−1 είναι Hausdorff. Πράγµατι, έστω (x j, y j) ∈ R µε

(x j, y j) → (x, y). Αφού (x j, y j) ∈ R, υπάρχουν λ j , 0 ώστε y j = λ jx j, άρα |λ j| → |y|/|x| > 0. Εποµένως η λ j

είναι ϕραγµένη, συνεπώς υπάρχει υπακολουθία λk j τέτοια ώστε λk j → λ, για κάποιο λ , 0. Συµπεραίνουµε
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ότι y = lim yk j = lim λk j xk j = λx, δηλαδή (x, y) ∈ R και έτσι το R είναι κλειστό. ΄Εστω τώρα G ⊂ Rn r {0}
ανοιχτό. Τότε

Q−1(Q(G)) =
⋃

λ,0

λG,

όπου λG = {λg : g ∈ G}. Αλλά τα σύνολα λG είναι ανοιχτά ως εικόνες του G µέσω του οµοιοµορφισµού

x 7→ λx, λ , 0. ΄Αρα, από τον ορισµό της τοπολογίας πηλίκο, το Q(G) είναι ανοιχτό. ∆ηλαδή η Q είναι

ανοιχτή. Το συµπέρασµα έπεται από το προηγούµενο ϑεώρηµα.
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9. Κανονικοί Χώροι

Ορισµός. ΄Ενας χώρος Hausdorff X λέγεται T3 ή κανονικός (regular), αν για κάθε F ⊂ X κλειστό και κάθε

x < F υπάρχουν U,V ⊂ X ανοιχτά και ξένα τέτοια ώστε x ∈ U και F ⊂ V. ∆ηλαδή τα x και F διαχωρίζονται

από ανοιχτά σύνολα.

X
U

V

x F

Παραδείγµατα.

(1) Κάθε µετρικός χώρος (X, d) είναι T3. Πράγµατι, έστω F ⊂ X κλειστό και a < F. Θεωρούµε τη

συνάρτηση f (x) = d(x, F) = inf{d(x, y) : y ∈ F}. Η f είναι συνεχής γιατί | f (x) − f (y)| ≤ d(x, y).
Επίσης f (a) > 0 γιατί a < F και F κλειστό. Τέλος f |F = 0. Εποµένως a ∈ f −1(( f (a)/2,+∞)) και

F ⊂ f −1((−∞, f (a)/2)). Τα f −1(( f (a)/2,+∞), f −1((−∞, f (a)/2)) είναι προφανώς ξένα και ανοιχτά

σαν αντίστροφες εικόνες ανοιχτών συνόλων µέσω της συνεχούς f .
(2) Το R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων είναι T3. ΄Εστω F ⊂ R κλειστό και

x < F. Επιλέγουµε µια περιοχή (a, x] του x τέτοια ώστε (a, x] ∩ F = ∅, και για κάθε y ∈ F µια

περιοχή (by, y] του y τέτοια ώστε x < (by, y]. Τότε

(a, x] ∩
⋃

y∈F
(by, y] = ∅.

(3) Υπάρχει χώρος T2 ο οποίος δεν είναι T3. Επίσης µια τοπολογία ισχυρότερη µιας κανονικής

τοπολογίας, δεν είναι κατ’ ανάγκη κανονική. Αυτά προκύπτουν από το εξής παράδειγµα. Στο R
ϑεωρούµε την τοπολογία που παράγεται από την οικογένεια

{(a, b) : a, b ∈ R, a < b} ∪ {Q}.
΄Ετσι, µια ϐάση για την τοπολογία αποτελείται από όλα τα ανοιχτά διαστήµατα και όλα τα σύνολα

της µορφής (a, b) ∩ Q. Η τοπολογία αυτή είναι ισχυρότερη της συνηθισµένης, άρα είναι T2.

Παρατηρήστε ότι το F = R r Q είναι κλειστό και 0 < F. Ισχυριζόµαστε ότι το F και το x δεν

διαχωρίζονται από ανοιχτά σύνολα. Πράγµατι, έστω U τυχούσα περιοχή του 0 και V τυχόν ανοιχτό

υπερσύνολο του F. Η U περιέχει ένα σύνολο της µορφής (−δ, δ) ∩ Q. Επιλέγουµε τώρα έναν

άρρητο α ∈ (−δ, δ). Η V είναι περιοχή του α, άρα περιέχει κάποιο διάστηµα (α− ε, α+ ε) το οποίο

κατ’ ανάγκη τέµνει το (−δ, δ) ∩Q. ∆ηλαδή κάθε περιοχή του 0 τέµνει κάθε ανοιχτό υπερσύνολο

του F. Αυτό σηµαίνει ότι ο χώρος δεν είναι T3.

Παρατηρήσεις.

(1) Κάθε υπόχωρος ενός χώρου T3 είναι T3.

(2) Ακριβώς όπως στην περίπτωση χώρων Hausdorff, η συνεχής εικόνα ή ένα πηλίκο ενός χώρου T3

δεν είναι αναγκαστικά T3.

Θεώρηµα. ΄Ενας χώρος Hausdorff X είναι T3 αν και µόνο αν για κάθε x ∈ X και κάθε περιοχή U του x,

υπάρχει περιοχή V του x τέτοια ώστε V ⊂ U.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο X είναι T3, και έστω U µια περιοχή του x. Τότε x < X r U, άρα υπάρχουν V,W ⊂ X
ανοιχτά και ξένα τέτοια ώστε x ∈ V και X r U ⊂ W. Εποµένως, V ⊂ X rW = X rW ⊂ U. Αντίστροφα, έστω

F ⊂ X κλειστό και x < F. Τότε το X r F είναι περιοχή του x, άρα υπάρχει V περιοχή του x τέτοια ώστε

V ⊂ X r F. Τότε το X r V είναι ανοιχτό υπερσύνολο του F ξένο µε το V. �

Παρατήρηση. Το προηγούµενο ϑεώρηµα µας δίνει µια εναλλακτική απόδειξη ότι ένας µετρικός χώρος είναι

T3. Για κάθε x και κάθε ε > 0 έχουµε D(x, ε/2) ⊂ D(x, ε).

Θεώρηµα. Το γινόµενο µιας οικογένειας χώρων Xi, i ∈ I, είναι T3 αν και µόνο αν κάθε παράγοντας Xi είναι

T3.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο X =
∏

i∈I Xi είναι T3. Σταθεροποιούµε j ∈ I και ένα σηµείο z = (zi)i∈I ∈ X. Τότε το

σύνολο A j =
⋂

i, j p−1
i ({zi}) είναι χώρος T3 ως προς τη σχετική τοπολογία. Είναι επίσης οµοιοµορφικό µε τον

X j µέσω του οµοιοµορφισµού:

A j ∋ y 7→ p j(y) ∈ X j.

΄Αρα ο X j είναι T3. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι όλοι οι παράγοντες είναι T3. Κατ’ αρχάς παρατηρούµε ότι

ο X είναι T2 ως γινόµενο χώρων T2. ΄Εστω τώρα x ∈ X και U =
⋂n

k=1 p−1
ik

(Uik ) µια περιοχή του x. Τότε το

Uik είναι περιοχή του pik (x), άρα, από το προηγούµενο ϑεώρηµα, υπάρχει µια περιοχή Vik του pik (x) τέτοια

ώστε V ik ⊂ Uik . Αλλά τότε το
⋂n

k=1 p−1
ik

(Vik ) είναι µια περιοχή του x τέτοια ώστε

n⋂

k=1

p−1
ik

(Vik ) =
n⋂

k=1

p−1
ik

(
V ik

)
⊂

n⋂

k=1

p−1
ik (Uik ) = U.

Εποµένως, πάλι από το προηγούµενο ϑεώρηµα, ο X είναι T3. �

Θεώρηµα. Αν ο X είναι T3 και το A ⊂ X κλειστό, τότε ο X/A είναι Hausdorff.

Απόδειξη. ΄Εστω Q : X → X/A, Q(x) = [x], η απεικόνιση πηλίκο. Παρατηρήστε ότι Q(x) = {x} αν x < A και

Q(x) = A αν x ∈ A. ΄Ετσι η Q|XrA : XrA→ X/Ar {A} είναι 1-1 και επί. ΄Εστω τώρα [x], [y] ∈ X/A µε [x] , [y].
Τότε τα x και y δεν είναι ισοδύναµα άρα αποκλείεται να ανήκουν και τα δυο στο A.

Αν x < A και y < A, τότε αφού ο X είναι T2 και το A κλειστό, υπάρχουν ξένες περιοχές U,V ⊂ X r A των

x, y. Αφού η Q|XrA είναι 1-1 έχουµε ότι Q(U) ∩ Q(V) = ∅. Επίσης Q−1(Q(U)) = U και Q−1(Q(V)) = V, άρα

τα Q(U) και Q(V) είναι ανοιχτά από τον ορισµό της τοπολογίας πηλίκο.

Αν x < A και y ∈ A, τότε αφού ο X είναι T3, υπάρχουν U,V ανοιχτά και ξένα τέτοια ώστε x ∈ U και

A ⊂ V. Τα Q(U) και Q(V) είναι ξένα γιατί αν υπήρχαν u ∈ U και v ∈ V µε Q(u) = Q(v) τότε τα u, v ϑα ήταν

ισοδύναµα, δηλαδή ϑα είχαµε u = v ή u, v ∈ A, εποµένως τα U,V δεν ϑα ήταν ξένα. Επίσης Q−1(Q(U)) = U
γιατί η Q|XrA είναι 1-1, άρα το Q(U) είναι ανοιχτό. Τέλος

Q−1(Q(V)) = Q−1(Q(A ∪ (V r A))) = Q−1(Q(A)) ∪ Q−1(Q(V r A)) = Q−1({A}) ∪ (V r A) = A ∪ (V r A) = V.

∆ηλαδή και το Q(V) είναι ανοιχτό.

XX

VV

xx

y

y

UU AA

Συµπεραίνουµε ότι σε κάθε περίπτωση, τα Q(U), Q(V) είναι ξένες περιοχές των [x], [y].
�

Παρατήρηση. Η υπόθεση ότι το A είναι κλειστό δεν µπορεί να παραληφθεί όπως ϕαίνεται από το παράδειγ-

µα R/Q.
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10. Φυσιολογικοί Χώροι

Ορισµός. ΄Ενας χώρος Hausdorff X λέγεται T4 ή ϕυσιολογικός (normal), αν για κάθε A, B ⊂ X κλειστά και

ξένα, υπάρχουν U,V ⊂ X ανοιχτά και ξένα τέτοια ώστε A ⊂ U και B ⊂ V.

X
U

V

A B

Παραδείγµατα.

(1) Κάθε µετρικός χώρος (X, d) είναι T4, γιατί αν τα A, B ⊂ X είναι κλειστά και ξένα και ϑεωρήσουµε

τη συνεχή συνάρτηση

f (x) =
d(x, A)

d(x, A) + d(x, B)

τότε έχουµε A ⊂ f −1((−∞, 1/2)), B ⊂ f −1((1/2,+∞)).
(2) Το R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων είναι T4. Πράγµατι, έστω A, B ⊂ R

κλειστά και ξένα. Για κάθε x ∈ A επιλέγουµε µια περιοχή (ax, x] ξένη µε το B και για κάθε y ∈ B
επιλέγουµε µια περιοχή (by, y] ξένη µε το A. Τότε

⋃

x∈A
(ax, x] ∩

⋃

y∈B

(by, y] = ∅.

Θεώρηµα. ΄Ενας χώρος Hausdorff X είναι T4 αν και µόνο αν για κάθε A ⊂ X κλειστό και κάθε U ⊃ A
ανοιχτό υπάρχει V ⊃ A ανοιχτό τέτοιο ώστε V ⊂ U.

Απόδειξη. Τελείως ανάλογη µε την απόδειξη του αντίστοιχου ϑεωρήµατος για χώρους T3. �

Θεώρηµα.

(1) ΄Ενας κλειστός υπόχωρος ενός χώρου T4 είναι T4.

(2) Αν ο X είναι T4, ο Y είναι T2, και η f : X → Y συνεχής, κλειστή και επί, τότε ο Y είναι T4.

Απόδειξη.

(1) ∆υο ξένα και κλειστά υποσύνολα ενός κλειστού υπόχωρου είναι κλειστά σ’ ολόκληρο το χώρο, άρα

διαχωρίζονται.

(2) ΄Εστω A, B ⊂ Y κλειστά και ξένα. Τότε τα f −1(A), f −1(B) ⊂ X είναι κλειστά και ξένα, άρα υπάρχουν

U,V ⊂ X ανοιχτά και ξένα τέτοια ώστε f −1(A) ⊂ U και f −1(B) ⊂ V. Αφού η f είναι κλειστή τα

Y r f (X r U) και Y r f (X r V) είναι ανοιχτά και ξένα υπερσύνολα των A, B.

�

Παρατήρηση. ΄Ενας υπόχωρος ενός ϕυσιολογικού χώρου δεν είναι κατ’ ανάγκη ϕυσιολογικός. Για πα-

ϱάδειγµα (εδώ απαιτούνται γνώσεις ϑεωρίας συνόλων) αν ϑεωρήσουµε τους χώρους διατακτικών αριθµών

[0, ω], [0, ω1] µε την τοπολογία που έχει ϐάση όλα τα διαστήµατα της µορφής (α, β] (µαζί µε το {0}) και

ϑέσουµε X = [0, ω] × [0, ω1], τότε ο X είναι ϕυσιολογικός, αλλά ο ανοιχτός υπόχωρος Y = X r {(ω,ω1)} δεν

είναι γιατί τα κλειστά (στον Y) και ξένα σύνολα {ω} × [0, ω1) και [0, ω) × {ω1} δεν διαχωρίζονται.

Η ιδιότητα T4 επιβάλλει περιορισµούς στο «πόσο πολλά» µπορεί να είναι τα κλειστά και ξένα υποσύνολα

ενός χώρου, όπως ϕαίνεται από το ακόλουθο.

Θεώρηµα. ΄Εστω X ένας ϕυσιολογικός χώρος, Y ⊂ X κλειστό και διακριτό, και D ⊂ X πυκνό. Τότε

|P(Y)| ≤ |P(D)|, όπου µε | · | συµβολίζουµε τον πληθάριθµο.

Απόδειξη. Αφού ο Y είναι διακριτός, κάθε υποσύνολό του είναι κλειστό στον X. Εποµένως για κάθε A ⊂ Y
υπάρχουν UA,VA ⊂ X ανοιχτά και ξένα τέτοια ώστε A ⊂ UA και Y r A ⊂ VA. Αφού τα UA είναι ανοιχτά και

το D πυκνό, έχουµε ότι UA ∩ D , ∅. Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση

ϕ : P(Y)→P(D), ϕ(A) = UA ∩ D.
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Τότε η ϕ είναι 1-1. Πράγµατι, αν A, B ⊂ Y µε A , B τότε µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να

υποθέσουµε ότι A ∩ (Y r B) , ∅, άρα UA ∩ VB , ∅, εποµένως UA ∩ VB ∩ D , ∅ γιατί το D είναι πυκνό. Αν

λοιπόν είχαµε ότι ϕ(A) = ϕ(B) τότε

∅ , UA ∩ VB ∩ D = ϕ(A) ∩ VB = ϕ(B) ∩ VB = UB ∩ D ∩ VB = ∅,
άτοπο. Συµπεραίνουµε ότι |P(Y)| ≤ |P(D)|. �

Σαν εφαρµογή, δίνουµε το ακόλουθο παράδειγµα το οποίο δείχνει ότι υπάρχει χώρος T3 ο οποίος δεν

είναι T4, ότι το γινόµενο δυο T4 χώρων δεν είναι κατ’ ανάγκη T4 και ότι µια τοπολογία ισχυρότερη µιας

τοπολογίας T4 µπορεί να µην είναι T4.

Παράδειγµα. ΄Εστω Rs το σύνολο των πραγµατικών αριθµών µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων

διαστηµάτων. Θέτουµε X = Rs ×Rs, Y = {(x,−x) : x ∈ R} και D = Q×Q. Ο X είναι T3 σαν γινόµενο χώρων

T3. Επίσης, το D είναι πυκνό γιατί το Q είναι πυκνό στον Rs. Τέλος, όπως έχουµε δει, το Y είναι κλειστό

και διακριτό. Αν ο X ήταν T4, τότε από το προηγούµενο ϑεώρηµα ϑα είχαµε ότι |P(Y)| ≤ |P(D)|. Αλλά

|P(Y)| = |P(R)| και |P(D)| = |P(N)| = |R|, άτοπο γιατί ο πληθάριθµος του δυναµοσυνόλου είναι γνήσια

µεγαλύτερος από τον πληθάριθµο του συνόλου.

Θεώρηµα. ΄Εστω X ένας χώρος T4 και A ⊂ X κλειστό. Τότε ο X/A είναι T4.

Απόδειξη. Ανάλογη µε την απόδειξη του αντίστοιχου ϑεωρήµατος της προηγούµενης ενότητας. �
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11. Το Λήµµα του Urysohn και το Θεώρηµα Επέκτασης του Tietze

Η σηµαντικότερη ιδιότητα των ϕυσιολογικών χώρων είναι ότι δυο κλειστά και ξένα σύνολα µπορούν να

διαχωριστούν από συνεχείς συναρτήσεις, ακριβώς όπως και στην περίπτωση των µετρικών χώρων.

Θεώρηµα (Το Λήµµα του Urysohn). ΄Εστω X ένας χώρος T4 και A, B ⊂ X κλειστά και ξένα. Τότε υπάρχει

f : X → [0, 1] συνεχής τέτοια ώστε f |A = 0 και f |B = 1.

Απόδειξη. ΄Εστω D = {k/2n : n = 0, 1, 2, . . . k = 0, 1, 2, . . . , 2n} το σύνολο όλων των δυαδικών αριθµών στο

[0, 1]. Το D είναι πυκνό. Θα ορίσουµε επαγωγικά µια οικογένεια Ur, r ∈ D, ανοιχτών υποσυνόλων του X
µε τις ακόλουθες ιδιότητες.

(1) A ⊂ Ur, B ∩ Ur = ∅.
(2) Αν r < s τότε Ur ⊂ Us.

A

B

X

U0

U1/8
U1/4

Θέτουµε U1 = X \ B. Τότε A ⊂ U1. Αφού το A είναι κλειστό και ο χώρος ϕυσιολογικός, υπάρχει U0

ανοιχτό τέτοιο ώστε A ⊂ U0 ⊂ U0 ⊂ U1. ΄Εστω τώρα ότι τα Uk/2n−1 , k = 0, 1, . . . , 2n−1, έχουν οριστεί ώστε να

ικανοποιούνται οι (1) και (2). Θα ορίσουµε τα Uk/2n , k = 0, 1, 2, . . . , 2n. Αν ο k είναι άρτιος, δηλαδή k = 2ℓ,
τότε το Uk/2n = Uℓ/2n−1 έχει ήδη οριστεί. Αν ο k είναι περιττός τότε οι k − 1 και k + 1 είναι άρτιοι εποµένως τα

U(k−1)/2n , U(k+1)/2n έχουν οριστεί και έχουµε U(k−1)/2n ⊂ U(k+1)/2n . Αφού ο χώρος είναι ϕυσιολογικός υπάρχει

Uk/2n ανοιχτό τέτοιο ώστε

U (k−1)/2n ⊂ Uk/2n ⊂ Uk/2n ⊂ U(k+1)/2n .

Αυτό ολοκληρώνει τον επαγωγικό ορισµό. Αντικαθιστούµε τώρα το U1 µε όλο τον χώρο X και ορίζουµε

f : X → [0, 1], f (x) = inf{r ∈ D : x ∈ Ur}.

Αφού U1 = X, η f είναι καλά ορισµένη. Αν x ∈ A τότε το x ανήκει σε όλα τα Ur εποµένως f (x) = 0. Αν x ∈ B
τότε το x ανήκει µόνο στο U1 άρα f (x) = 1. ∆είχνουµε τέλος ότι η f είναι συνεχής. ΄Εστω x0 ∈ X. Χωρίς

ϐλάβη της γενικότητας, f (x0) ∈ (0, 1). ΄Εστω τώρα I = ( f (x0) − ε, f (x0) + ε) µια περιοχή του f (x0). Αφού το

D είναι πυκνό, υπάρχουν r1, r2 ∈ D τέτοια ώστε f (x0) − ε < r1 < r2 < f (x0). Τότε x0 < Ur2 , άρα x0 < Ur1 .

Επίσης f (x0) < f (x0) + ε, άρα υπάρχει r3 ∈ D µε f (x0) ≤ r3 < f (x0) + ε τέτοιο ώστε x0 ∈ Ur3 . Εποµένως το

W = Ur3 rUr1 είναι περιοχή του x0. Παρατηρούµε ότι f (W) ⊂ I γιατί αν x ∈ W τότε r1 ≤ f (x) ≤ r3. Συνεπώς

η f είναι συνεχής. �

Παρατηρήσεις.

(1) Ισχύει και το αντίστροφο του λήµµατος του Urysohn: Αν ένας χώρος Hausdorff X έχει την ιδιότητα

ότι για κάθε A, B ⊂ X κλειστά και ξένα υπάρχει f : X → R συνεχής ώστε f |A = 0 και f |B = 1, τότε ο

X είναι T4. Πράγµατι, τα ανοιχτά σύνολα f −1((−∞, 1/2)) και f −1((1/2,+∞)) διαχωρίζουν τα A και

B.

(2) Αφού [0, 1] ≈ [a, b], έχουµε ότι αν ο X είναι T4 και A, B ⊂ X κλειστά και ξένα τότε υπάρχει

f : X → [a, b] συνεχής τέτοια ώστε f |A = a και f |B = b.

Θεώρηµα (Το Θεώρηµα Επέκτασης του Tietze). ΄Εστω X ένας χώρος T4, A ⊂ X κλειστό και f : A → R
συνεχής. Τότε υπάρχει h : X → R συνεχής τέτοια ώστε h|A = f . ∆ηλαδή η f έχει συνεχή επέκταση.

Στην απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε την ακόλουθη.
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Πρόταση. ΄Εστω X χώρος T4, A ⊂ X κλειστό και F : A → R συνεχής τέτοια ώστε |F(x)| ≤ c για κάθε x ∈ A.

Τότε υπάρχει H : X → R συνεχής τέτοια ώστε |H(x)| ≤ c/3 για κάθε x ∈ X και |F(x) − H(x)| ≤ 2c/3 για κάθε

x ∈ A.

Απόδειξη. Θέτουµε A+ = {x ∈ A : F(x) ≥ c/3} και A− = {x ∈ A : F(x) ≤ −c/3}. Τα A+ και A− είναι κλειστά

στο A, άρα και στο X αφού το A είναι κλειστό. Από το λήµµα του Urysohn υπάρχει H : X → [−c/3, c/3]
συνεχής τέτοια ώστε H|A+ = c/3 και H|A− = −c/3. Η H είναι προφανώς η Ϲητούµενη. �

Απόδειξη. (Του Θεωρήµατος του Tietze.)

1η περίπτωση. Υποθέτουµε ότι | f | ≤ c στο A και δείχνουµε ότι υπάρχει συνεχής επέκταση h τέτοια ώστε |h| ≤ c
στο X. Εφαρµόζουµε την προηγούµενη πρόταση για F = f και παίρνουµε µια h0 : X → R
συνεχή τέτοια ώστε |h0| ≤ c/3 στο X και | f − h0| ≤ 2c/3 στο A. Στη συνέχεια εφαρµόζουµε την

πρόταση για F = f − h0 και παίρνουµε µια h1 : X → R συνεχή τέτοια ώστε |h1| ≤ 1/3 · 2c/3
στο X και | f − h0 − h1| ≤ (2/3)2c στο A. Συνεχίζοντας µε διαδοχικές εφαρµογές της πρότασης,

παίρνουµε µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων hn : X → R τέτοια ώστε |hn| ≤ 1/3(2/3)nc στο X
και | f −∑n

k=0 hk | ≤ (2/3)n+1c στο A. Αφού
∑∞

n=0(2/3)n < ∞, από το κριτήριο Weierstrass έχουµε ότι

η h =
∑∞

n=0 hn είναι συνεχής. Επίσης |h| ≤ c/3
∑∞

n=0(2/3)n
= c στο X. Τέλος παίρνοντας όρια καθώς

n→ ∞ στη σχέση | f −∑n
k=0 hk | ≤ (2/3)n+1c έχουµε ότι f = h|A.

2η περίπτωση. Υποθέτουµε ότι | f | < c στο A και δείχνουµε ότι υπάρχει συνεχής επέκταση h τέτοια ώστε |h| < c στο

X. Από την 1η περίπτωση, υπάρχει συνεχής επέκταση ĥ τέτοια ώστε |̂h| ≤ c. ϑέτουµε

A0 = {x ∈ X : |̂h| = c}.
Τότε το A0 είναι κλειστό και ξένο µε το A, άρα από το λήµµα του Urysohn υπάρχει ϕ : X → [0, 1]
συνεχής τέτοια ώστε ϕ|A0 = 0 και ϕ|A = 1. Θέτουµε h = ϕ̂h.

3η περίπτωση. ∆εν υπάρχει περιορισµός για την f . Εδώ ϑεωρούµε έναν οµοιοµορφισµό ψ : R → (−1, 1). Τότε

από την 2η περίπτωση υπάρχει g : X → (−1, 1) συνεχής επέκταση της ψ ◦ f . ΄Ετσι η h = ψ−1 ◦ g
είναι η Ϲητούµενη επέκταση.

�

Παρατήρηση. Ισχύει και το αντίστροφο του ϑεωρήµατος του Tietze. Αν ένας χώρος Hausdorff έχει την

ιδιότητα ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε κάθε κλειστό σύνολο έχει συνεχή επέκταση, τότε ο χώρος είναι T4.

Πράγµατι, αν A, B είναι κλειστά και ξένα, τότε η f : A∪ B→ [0, 1] µε f |A = 0 και f |B = 1 είναι συνεχής, άρα

έχει συνεχή επέκταση σ’ ολόκληρο το χώρο. ∆ηλαδή, τα A και B διαχωρίζονται από µια συνεχή συνάρτηση,

εποµένως ο χώρος είναι ϕυσιολογικός.
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12. Συνθήκες Αριθµησιµότητας

Ορισµός. ΄Ενας χώρος λέγεται διαχωρίσιµος αν έχει ένα αριθµήσιµο και πυκνό υποσύνολο.

Παραδείγµατα.

(1) Το R µε τη συνηθισµένη τοπολογία και µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων

είναι διαχωρίσιµος χώρος αφού και στις δυο περιπτώσεις το Q είναι πυκνό.

(2) ΄Ενας υπεραριθµήσιµος διακριτός χώρος δεν είναι διαχωρίσιµος αφού το µοναδικό πυκνό υπο-

σύνολο είναι ο ίδιος ο χώρος.

Θεώρηµα. ΄Εστω X διαχωρίσιµος.

(1) Κάθε ανοιχτός υπόχωρος είναι διαχωρίσιµος.

(2) Αν Y είναι κάποιος χώρος και f : X → Y συνεχής και επί, τότε ο Y είναι διαχωρίσιµος.

Απόδειξη. ΄Εστω D ⊂ X αριθµήσιµο και πυκνό.

(1) Αν το A ⊂ X είναι ανοιχτό, τότε το D ∩ A είναι πυκνό στο A διότι κάθε U ⊂ A ανοιχτό στο A είναι

ανοιχτό στο X εποµένως τέµνει το D άρα και το D ∩ A.

(2) ΄Εχουµε Y = f (X) = f
(
D
)
⊂ f (D). ΄Αρα το f (D) είναι πυκνό.

�

Παρατήρηση. ΄Ενας αυθαίρετος υπόχωρος ενός διαχωρίσιµου χώρου δεν είναι κατ’ ανάγκη διαχωρίσιµος.

Για παράδειγµα, αν Rs είναι το σύνολο των πραγµατικών αριθµών µε την τοπολογία των αριστερά ηµι-

άνοιχτων διαστηµάτων τότε το Rs × Rs είναι διαχωρίσιµος χώρος αφού το Q × Q είναι πυκνό. Αλλά η

αντιδιαγώνιος {(x,−x) : x ∈ R} είναι υπεραριθµήσιµη και διακριτή, άρα δεν µπορεί να είναι διαχωρίσιµος

χώρος. Παρά ταύτα έχουµε το ακόλουθο.

Θεώρηµα. Αν ο (X, d) είναι διαχωρίσιµος µετρικός χώρος και Y ⊂ X, τότε ο Y είναι διαχωρίσιµος.

Απόδειξη. ΄Εστω {xn : n ∈ N} πυκνό στο X. Τότε για κάθε k ∈ N και y ∈ Y υπάρχει n(y, k) ∈ N τέτοιο ώστε

d(y, xn(y,k)) < 1/k. Το σύνολο {n(y, k) : y ∈ Y} είναι αριθµήσιµο, άρα υπάρχουν yk
j ∈ Y, j ∈ N, τέτοια ώστε

{n(y, k) : y ∈ Y} = {n(yk
j, k) : j ∈ N}. Τότε το {yk

j : j, k ∈ N} είναι πυκνό στο Y. Πράγµατι, έστω y ∈ Y και ε > 0.

Επιλέγουµε k, j ∈ N µε 1/k < ε/2 και n(y, k) = n(yk
j, k). Τότε

d(y, yk
j) ≤ d(y, xn(y,k)) + d(xn(yk

j ,k), y
k
j) < 1/k + 1/k < ε.

�

Παράδειγµα. Ο Rs ×Rs είναι διαχωρίσιµος αλλά η αντιδιαγώνιος δεν είναι. ΄Αρα ο χώρος αυτός δεν είναι

µετρικοποιήσιµος.

Θεώρηµα. ΄Εστω Xn, n ∈ N, µια ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων. Τότε το γινόµενο X =
∏∞

n=1 Xn είναι

διαχωρίσιµος χώρος.

Απόδειξη. ΄Εστω Dn ⊂ Xn αριθµήσιµο και πυκνό. Σταθεροποιούµε ένα z = (zn)n∈N ∈ X. Τότε το σύνολο

D =
∞⋃

n=1


n∏

j=1

D j ×
∞∏

j=n+1

{z j}


είναι αριθµήσιµο και πυκνό γιατί το τυχόν ανοιχτό ϐασικό σύνολο U =
⋂n

k=1 p−1
ik

(Gik ), i1 < i2 < · · · < in,

τέµνει το ορθογώνιο R =
∏in

j=1 D j ×
∏∞

j=in+1{z j} ⊂ D. Πράγµατι, η ik-πλευρά του U δηλαδή το ανοιχτό σύνολο

Gik , τέµνει την ik πλευρά του R η οποία είναι το πυκνό σύνολο Dik . Για j , ik, η j-πλευρά του U είναι

ολόκληρος ο χώρος X j ο οποίος ϕυσικά τέµνει την j-πλευρά του R. �

Παρατήρηση. ΄Ενα αυθαίρετο γινόµενο διαχωρίσιµων χώρων µπορεί να µην είναι διαχωρίσιµος χώρος. Για

παράδειγµα το RI , όπου ο πληθάριθµος του I είναι γνήσια µεγαλύτερος από τον πληθάριθµο του R (η

απόδειξη παραλείπεται).

Ορισµός. ΄Ενας χώρος λέγεται 1ος αριθµήσιµος αν κάθε σηµείο του έχει αριθµήσιµη ϐάση περιοχών.

Παραδείγµατα.

(1) Κάθε µετρικός χώρος (X, d) είναι 1ος αριθµήσιµος αφού η οικογένεια {D(x, 1/n) : n ∈ N} είναι

ϐάση περιοχών του x.

(2) Το R µε την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων είναι 1ος αριθµήσιµος χώρος γιατί

η οικογένεια {(x − 1/n, x] : n ∈ N} είναι ϐάση περιοχών του x.
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(3) Αν το I είναι ένα υπεραριθµήσιµο σύνολο, τότε ο χώρος X = RI δεν είναι 1ος αριθµήσιµος,

άρα δεν είναι µετρικοποιήσιµος. Στην πραγµατικότητα κανένα σηµείο δεν έχει αριθµήσιµη ϐάση

περιοχών. Ας υποθέσουµε ότι κάποιο x = (xi)i∈I ∈ X έχει αριθµήσιµη ϐάση περιοχών {Un : n ∈ N},
όπου Un =

⋂
i∈Jn

p−1
i (Gn

i ), Jn ⊂ I πεπερασµένο, Gn
i ⊂ R ανοιχτό. Τότε αν επιλέξουµε i0 ∈ Ir

⋃
n∈N Jn

ϑα έχουµε ότι η περιοχή U = p−1
i0

((xi0 − 1, xi0 + 1)) δεν περιέχει κανένα Un, αφού η i0-πλευρά της

U είναι ένα ϕραγµένο διάστηµα, ενώ η i0-πλευρά των Un είναι το R.

Παρατήρηση. ΄Ενας υπόχωρος ενός 1ου αριθµήσιµου χώρου είναι 1ος αριθµήσιµος.

Θεώρηµα. ΄Εστω Xn, n ∈ N, µια ακολουθία 1ων αριθµήσιµων χώρων. Τότε το γινόµενο X =
∏∞

n=1 Xn είναι

1ος αριθµήσιµος χώρος.

Απόδειξη. ΄Εστω x = (xn)n∈N ∈ X, και Bn αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του xn ∈ Xn. Τότε η οικογένεια

∞⋃

n=1


n⋂

k=1

p−1
k (Uk) : Uk ∈ Bk, k = 1, 2, . . . , n



είναι µια αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του x. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X 1ος αριθµήσιµος, A ⊂ X, x ∈ X, Y κάποιος χώρος, και f : X → Y.

(1) x ∈ A αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία xn ∈ A τέτοια ώστε xn → x.

(2) Η f είναι συνεχής στο x αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία xn ∈ X µε xn → x έχουµε f (xn)→ f (x).

∆ηλαδή σ’ ένα 1ο αριθµήσιµο χώρο οι ακολουθίες µπορούν να παίξουν το ϱόλο των δικτύων.

Απόδειξη. ΄Εστω {Bn:n ∈ N} µια ϐάση περιοχών του x. Αντικαθιστώντας το Bn µε το
⋂

k≤n Bk, µπορούµε να

υποθέσουµε ότι η Bn είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία συνόλων.

(1) Αν x ∈ A, επιλέγουµε xn ∈ A ∩ Bn. Τότε xn → x. Πράγµατι, αν U είναι τυχούσα περιοχή του x τότε

υπάρχει n0 τέτοιο ώστε Bn0 ⊂ U. Εποµένως για κάθε n ≥ n0 έχουµε xn ∈ Bn ⊂ Bn0 ⊂ U.

(2) Ας υποθέσουµε ότι η f δεν είναι συνεχής στο x. Τότε υπάρχει περιοχή V του f (x) τέτοια ώστε

f (Bn) 1 V για κάθε n. Επιλέγουµε xn ∈ Bn µε f (xn) < V. Τότε xn → x και f (xn)9 f (x).

�

Ορισµός. ΄Ενας χώρος (X,T ) λέγεται 2ος αριθµήσιµος αν η T έχει αριθµήσιµη ϐάση.

Παρατηρήσεις.

(1) ΄Ενας υπόχωρος ενός 2ου αριθµήσιµου χώρου είναι 2ος αριθµήσιµος.

(2) ΄Ενας 2ος αριθµήσιµος χώρος είναι 1ος αριθµήσιµος και διαχωρίσιµος γιατί αν {Bn : n ∈ N} είναι

µια ϐάση για την τοπολογία, τότε η {Bn : x ∈ Bn} είναι αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του τυχόντος

x. Επίσης, αν επιλέξουµε xn ∈ Bn, τότε το σύνολο {xn : n ∈ N} είναι πυκνό. Σ’ ένα µετρικό χώρο

ισχύει και το αντίστροφο.

Θεώρηµα. ΄Ενας διαχωρίσιµος µετρικός χώρος (X, d) είναι 2ος αριθµήσιµος.

Απόδειξη. ΄Εστω {xn : n ∈ N} πυκνό. Τότε η οικογένεια {D(xn, 1/m) : n,m ∈ N} είναι ϐάση για την τοπολογία.

Πράγµατι, έστω G ⊂ X ανοιχτό και x ∈ G. Τότε υπάρχει m ∈ N τέτοιο ώστε D(x, 1/m) ⊂ G. Επιλέγοντας xn

µε d(x, xn) < 1/(2m), παίρνουµε ότι x ∈ D(xn, 1/(2m)) ⊂ D(x, 1/m) ⊂ G. �

Θεώρηµα (Lindelof ). ΄Εστω X 2ος αριθµήσιµος.

(1) Αν Gi, i ∈ I, είναι µια οικογένεια ανοιχτών υποσυνόλων του X, τότε υπάρχει J ⊂ I αριθµήσιµο τέτοιο

ώστε
⋃

i∈I Gi =
⋃

j∈J G j.

(2) Αν B είναι µια ϐάση για την τοπολογία του X, τότε υπάρχει C ⊂ B αριθµήσιµη τέτοια ώστε η C είναι

ϐάση.

Απόδειξη. ΄Εστω {Un : n ∈ N} µια ϐάση για την τοπολογία του X.

(1) Θέτουµε G =
⋃

i∈I Gi. Για κάθε x ∈ G υπάρχει i(x) ∈ I µε x ∈ Gi(x), άρα υπάρχει n(x) ∈ N τέτοιο

ώστε x ∈ Un(x) ⊂ Gi(x). Το σύνολο {n(x) : x ∈ G} είναι αριθµήσιµο, εποµένως υπάρχουν xk ∈ G,

k ∈ N, τέτοια ώστε {n(x) : x ∈ G} = {n(xk) : k ∈ N}. Θέτουµε J = {i(xk) : k ∈ N}. Τότε
⋃

j∈J G j = G.

(2) Αφού η B είναι ϐάση, κάθε Un γράφεται σαν ένωση συνόλων της B. Εποµένως, από το (1),

υπάρχει αριθµήσιµη υποοικογένεια Bn ⊂ B τέτοια ώστε Un =
⋃

B∈Bn
B. Θέτουµε C =

⋃
n∈NBn.

Αφού η {Un : n ∈ N} είναι ϐάση, και η C είναι ϐάση.

�
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Παράδειγµα. Ο χώρος Rs είναι διαχωρίσιµος, 1ος αριθµήσιµος και όχι 2ος αριθµήσιµος (άρα δεν είναι

µετρικοποιήσιµος). Αν ήταν 2ος αριθµήσιµος, τότε ϑα υπήρχαν an < bn, n ∈ N, τέτοια ώστε η οικογένεια

{(an, bn] : n ∈ N} να είναι ϐάση για την τοπολογία. Αν τώρα επιλέξουµε x ∈ R διαφορετικό από όλα τα

bn, τότε η περιοχή (−∞, x] δεν µπορεί να περιέχει κάποιο διάστηµα (an, bn] µε x ∈ (an, bn] γιατί ϑα είχαµε

bn = x.

Θεώρηµα. ΄Εστω Xn, n ∈ N, µια ακολουθία 2ων αριθµήσιµων χώρων. Τότε το γινόµενο X =
∏∞

n=1 Xn είναι

2ος αριθµήσιµος χώρος.

Απόδειξη. ΄Εστω Bn αριθµήσιµη ϐάση για την τοπολογία του Xn. Τότε η οικογένεια

∞⋃

n=1


n⋂

k=1

p−1
k (Uk) : Uk ∈ Bk, k = 1, 2, . . . , n


είναι µια αριθµήσιµη ϐάση για την τοπολογία του X. �

Παρατήρηση. ΄Ενα υπεραριθµήσιµο γινόµενο 2ων αριθµήσιµων χώρων γενικά δεν είναι 2ος αριθµήσιµος

χώρος, γιατί όπως είδαµε µπορεί να µην είναι ούτε 1ος αριθµήσιµος.

Θεώρηµα. Αν ο X είναι 2ος αριθµήσιµος και T3 τότε είναι T4.

Απόδειξη. ΄Εστω A, B ⊂ X κλειστά και ξένα. Αφού ο X είναι T3, για κάθε x ∈ A υπάρχει περιοχή Ux του x
τέτοια ώστε U x ∩ B = ∅. Οµοίως, για κάθε y ∈ B υπάρχει Vy περιοχή του y τέτοια ώστε Vy ∩ A = ∅. Αφού ο

X είναι 2ος αριθµήσιµος υπάρχουν xn ∈ A και yn ∈ B τέτοια ώστε

⋃

x∈A
Ux =

∞⋃

n=1

Uxn ,
⋃

y∈B

Vy =

∞⋃

n=1

Vyn .

Θέτουµε

Ũn = Uxn r

n⋃

k=1

Vyk , Ṽn = Vyn r

n⋃

k=1

U xk ,

και

U =
∞⋃

n=1

Ũn, V =
∞⋃

n=1

Ṽn.

Τότε τα U,V είναι ανοιχτά και ξένα υπερσύνολα των A, B. �
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13. Μετρικοποιησιµότητα

Στην ενότητα αυτή ϑα χαρακτηρίσουµε τους διαχωρίσιµους µετρικοποιήσιµους χώρους.

Θεώρηµα (Urysohn). ΄Εστω X 2ος αριθµήσιµος και T3, τότε ο X είναι µετρικοποιήσιµος (και διαχωρίσιµος).

Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε µια σειρά ενδιάµεσα αποτελέσµατα.

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Θέτουµε ρ = d/(1 + d). Τότε η τοπολογία που επάγει η µετρική ρ

ταυτίζεται µε την τοπολογία που επάγει η d. ΄Ετσι, σ’ ένα µετρικοποιήσιµο χώρο µπορούµε πάντα να υποθέτουµε

ότι η τοπολογία του επάγεται από µια µετρική ϕραγµένη από το 1.

Απόδειξη. ΄Ενας µετρικός χώρος είναι 1ος αριθµήσιµος, εποµένως αρκεί να δείξουµε ότι µια ακολουθία

συγκλίνει ως προς τη µια µετρική αν και µόνο αν συγκλίνει ως προς την άλλη. Αν xn → x ως προς την

d τότε ρ(xn, x) = d(xn, x)/(1 + d(xn, x)) → 0, άρα xn → x ως προς τη ρ. Αν xn → x ως προς τη ρ τότε

d(xn, x) = ρ(xn, x)/(1 − ρ(xn, x))→ 0, άρα xn → x ως προς την d. �

Θεώρηµα. ΄Εστω Xn, n ∈ N, µια ακολουθία µετρικοποιήσιµων χώρων. Τότε το γινόµενο X =
∏∞

n=1 Xn είναι

µετρικοποιήσιµος χώρος.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η τοπολογία του Xn επάγεται από τη µετρική dn. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υπο-

ϑέτουµε ότι dn ≤ 1. Στο X ϑεωρούµε τη µετρική

d(x, y) =
∞∑

k=1

dk(x(k), y(k))
2k

.

Θα δείξουµε ότι η τοπολογία που επάγει η d ταυτίζεται µε την τοπολογία γινόµενο. Αφού οι δυο τοπολο-

γίες είναι 1ες αριθµήσιµες, αρκεί να δείξουµε ότι µια ακολουθία συγκλίνει ως προς την d αν και µόνο αν

συγκλίνει κατά συντεταγµένη, διότι σύγκλιση ως προς την τοπολογία γινόµενο είναι ισοδύναµη µε κατά συν-

τεταγµένη σύγκλιση. Αν d(xn, x) → 0, τότε για κάθε k έχουµε dk(xn(k), x(k)) ≤ 2kd(xn, x) → 0. Αντίστροφα,

έστω ότι xn(k)→ x(k) για κάθε k, και έστω ε > 0. Επιλέγουµε k0 τέτοιο ώστε
∑∞

k=k0+1 1/2k < ε. Τότε

d(xn, x) =
k0∑

k=1

dk(xn(k), x(k))
2k

+

∞∑

k=k0+1

dk(xn(k), x(k))
2k

<

k0∑

k=1

dk(xn(k), x(k))
2k

+ ε.

Εποµένως lim sup d(xn, x) ≤ ε. Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε ε, άρα d(xn, x)→ 0. �

Παρατήρηση. ΄Ενα υπεραριθµήσιµο γινόµενο µετρικοποιήσιµων χώρων δεν είναι γενικά µετρικοποιήσιµο,

αφού µπορεί να µην είναι 1ος αριθµήσιµος χώρος.

Πρόταση. ΄Εστω X χώρος Hausdorff, Xi, i ∈ I, µια οικογένεια τοπολογικών χώρων, και fi : X → Xi µια

οικογένεια συνεχών συναρτήσεων τέτοια ώστε για κάθε A ⊂ X κλειστό και κάθε x < A υπάρχει i ∈ I τέτοιο

ώστε fi(x) < fi(A). Τότε η απεικόνιση

f : X →
∏

i∈I
Xi, f (x) = ( fi(x))i∈I

είναι οµοιοµορφισµός του X στο f (X).

Απόδειξη. Η f είναι προφανώς συνεχής και 1-1 γιατί αν x , y τότε, αφού τα µονοσύνολα είναι κλειστά,

υπάρχει i τέτοιο ώστε fi(x) < fi({y}), άρα f (x) , f (y). Θα δείξουµε ότι η f : X → f (X) είναι ανοιχτή. ΄Εστω

G ⊂ X ανοιχτό και f (x) ∈ f (G). Τότε x < X rG, άρα υπάρχει i τέτοιο ώστε fi(x) < fi(X rG). Εποµένως

f (x) ∈ p−1
i

(
Xi r fi(X rG)

)
∩ f (X) ⊂ f (G).

Αυτό σηµαίνει ότι το f (G) είναι ανοιχτό στο f (X). �

Απόδειξη. (Του ϑεωρήµατος µετρικοποιησιµότητας του Urysohn.) ΄Εστω {Un : n ∈ N} µια ϐάση για την

τοπολογία του X. Θέτουµε I = {(m, n) ∈ N ×N : Um ⊂ Un}. Αφού ο X είναι 2ος αριθµήσιµος και T3, είναι

ϕυσιολογικός, άρα, από το λήµµα του Urysohn, για κάθε (m, n) ∈ I, υπάρχει fm,n : X → [0, 1] συνεχής

τέτοια ώστε fm,n|Um
= 0 και fm,n|XrUn = 1. Θα δείξουµε ότι η οικογένεια fm,n ικανοποιεί την υπόθεση της

προηγούµενης πρότασης. ΄Εστω A ⊂ X κλειστό και x < A. Τότε υπάρχει Un τέτοιο ώστε x ∈ Un και Un∩A = ∅.
Αφού ο X είναι T3 υπάρχει Um τέτοιο ώστε x ∈ Um ⊂ Um ⊂ Un. Τότε (m, n) ∈ I και

fm,n(x) = 0 < {1} = fm,n(A).

Συµπεραίνουµε ότι ο X είναι οµοιοµορφικός µε έναν υπόχωρο του µετρικοποιήσιµου χώρου [0, 1]I (το I
είναι αριθµήσιµο), άρα ο X είναι µετρικοποιήσιµος. �
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Παρατηρήσεις.

(1) Φυσικά, ισχύει και το αντίστροφο του προηγούµενου ϑεωρήµατος. ΄Ενας διαχωρίσιµος µετρικός

χώρος είναι, όπως έχουµε δει, 2ος αριθµήσιµος και κανονικός.

(2) Υπάρχει πλήρης χαρακτηρισµός των µετρικοποιήσιµων χώρων (ανεξάρτητα από το αν είναι διαχω-

ϱίσιµοι), ξεφεύγει όµως από τους σκοπούς του µαθήµατος.
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14. Συµπαγείς Χώροι

Ορισµός. ΄Εστω X ένας χώρος και A ⊂ X. Μια οικογένεια ανοιχτών συνόλων Gi, i ∈ I, τέτοια ώστε A ⊂ ⋃
i∈I Gi

λέγεται ανοιχτή κάλυψη του A.

Ορισµός. ΄Ενας χώρος Hausdorff X λέγεται συµπαγής αν κάθε ανοιχτή κάλυψη του X έχει πεπερασµένη

υποκάλυψη. ∆ηλαδή για κάθε οικογένεια ανοιχτών συνόλων Gi, i ∈ I, µε
⋃

i∈I Gi = X, υπάρχουν i1, . . . , in ∈ I
τέτοια ώστε

⋃n
k=1 Gik = X. ΄Ενα υποσύνολο A ⊂ X λέγεται συµπαγές αν είναι συµπαγής χώρος ως προς τη

σχετική τοπολογία.

Παραδείγµατα.

(1) Το R µε τη συνηθισµένη τοπολογία και την τοπολογία των αριστερά ηµιάνοιχτων διαστηµάτων δεν

είναι συµπαγής χώρος γιατί η ανοιχτή κάλυψη (−n, n), n ∈ N, δεν έχει πεπερασµένη υποκάλυψη.

(2) ΄Ενας διακριτός χώρος X είναι συµπαγής αν και µόνο αν το X είναι πεπερασµένο. Η µια κατε-

ύθυνση είναι προφανής. Για την άλλη κατεύθυνση, ϑεωρούµε την ανοιχτή κάλυψη {{x} : x ∈ X}.
Αφού ο X είναι συµπαγής υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ X τέτοια ώστε X = {x1, . . . , xn}.

Θεώρηµα. Αν ο X είναι συµπαγής χώρος και το A ⊂ X κλειστό, τότε το A είναι συµπαγές.

Απόδειξη. ΄Εστω Gi, i ∈ I, µια ανοιχτή κάλυψη του A. Τότε η οικογένεια {X r A} ∪ {Gi : i ∈ I}, είναι ανοιχτή

κάλυψη του X, άρα έχει πεπερασµένη υποκάλυψη {X rA}∪ {Gik : k = 1, . . . , n}. Εποµένως τα Gik αποτελούν

πεπερασµένη υποκάλυψη του A. �

Θεώρηµα. Αν ο X είναι Hausdorff, το A ⊂ X συµπαγές, και x < A, τότε υπάρχουν U,V ⊂ X ανοιχτά και ξένα

τέτοια ώστε x ∈ U και A ⊂ V. Ιδιαίτερα, το A είναι κλειστό.

Απόδειξη. ΄Εστω x < A. Τότε για κάθε y ∈ A υπάρχουν περιοχές Uy και Vy των x και y αντίστοιχα τέτοιες

ώστε Uy ∩ Vy = ∅.

A

X

x

yUy

Vy

Η οικογένεια Vy, y ∈ A, είναι ανοιχτή κάλυψη του A, άρα υπάρχουν y1, . . . , yn ∈ A τέτοια ώστε A ⊂ ⋃n
k=1 Vyk .

Θέτουµε

U =
n⋂

k=1

Uyk , V =
n⋃

k=1

Vyk .

�

Θεώρηµα. Αν ο X είναι Hausdorff και A, B ⊂ X συµπαγή και ξένα, τότε υπάρχουν U,V ⊂ X ανοιχτά και ξένα

τέτοια ώστε A ⊂ U και B ⊂ V.

Απόδειξη. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα, για κάθε x ∈ A, υπάρχουν Ux,Vx ανοιχτά και ξένα τέτοια ώστε

x ∈ Ux και B ⊂ Vx. Η οικογένεια Ux, x ∈ A, είναι ανοιχτή κάλυψη του A, άρα υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ A
τέτοια ώστε A ⊂ ⋃n

k=1 Uxk . Θέτουµε

U =
n⋃

k=1

Uxk , V =
n⋂

k=1

Vxk .

Τότε τα U,V είναι ανοιχτά και ξένα υπερσύνολα των A, B. �

Θεώρηµα. Αν ο X είναι συµπαγής, τότε είναι T4.
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Απόδειξη. Αν A, B ⊂ X είναι κλειστά και ξένα, τότε είναι συµπαγή και το συµπέρασµα έπεται από το

προηγούµενο ϑεώρηµα. �

Θεώρηµα. ΄Εστω X συµπαγής, Y Hausdorff και f : X → Y συνεχής και επί. Τότε

(1) Ο Y είναι συµπαγής.

(2) Αν επιπλέον η f είναι 1-1, τότε είναι οµοιοµορφισµός.

Απόδειξη.

(1) ΄Εστω Gi, i ∈ I, µια ανοιχτή κάλυψη του Y. Τότε η f −1(Gi), i ∈ I, είναι ανοιχτή κάλυψη του X, άρα

έχει πεπερασµένη υποκάλυψη f −1(Gik ), k = 1, . . . , n. Συνεπώς η Gik , k = 1, . . . , n είναι κάλυψη του

f (X) = Y.

(2) Αν το A ⊂ X είναι κλειστό, τότε είναι συµπαγές αφού ο X είναι συµπαγής. ΄Αρα από το (1), το

f (A) είναι συµπαγές, εποµένως κλειστό. ΄Ετσι η f είναι 1-1, επί, συνεχής και κλειστή, άρα είναι

οµοιοµορφισµός.

�

Το ακόλουθο ϑεώρηµα είναι ένα από τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα στη Γενική Τοπολογία.

Θεώρηµα (Tychonoff ). ΄Εστω Xi, i ∈ I, µια οικογένεια συµπαγών χώρων. Τότε το γινόµενο X =
∏

i∈I Xi είναι

συµπαγής χώρος.

Για την απόδειξη, ϑα χρειαστούµε τα εξής.

Θεώρηµα (Το λήµµα του Zorn). ΄Εστω (X,�) ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο, τέτοιο ώστε κάθε ολικά

διατεταγµένο υποσύνολο A ⊂ X έχει άνω ϕράγµα, δηλαδή υπάρχει s ∈ X τέτοιο ώστε a � s για κάθε a ∈ A.

Τότε το X έχει µεγιστικό (maximal) στοιχείο, δηλαδή υπάρχει x0 ∈ X τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ X έχουµε

x0 � x ⇒ x = x0 (αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει στοιχείο γνήσια µεγαλύτερο από το x0. ∆εν σηµαίνει κατ’

ανάγκη ότι το x0 είναι µεγαλύτερο από κάθε στοιχείο του X, εκτός κι’ αν η διάταξη είναι ολική).

Απόδειξη. Γίνεται στο µάθηµα της Θεωρίας Συνόλων. �

Θεώρηµα (Alexander). ΄Εστω X χώρος Hausdorff και A µια υποβάση. Υποθέτουµε ότι κάθε ανοιχτή κάλυψη

του X από σύνολα της A έχει πεπερασµένη υποκάλυψη. Τότε ο X είναι συµπαγής.

Στην απόδειξη, αν S είναι κάποια οικογένεια συνόλων τότε ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό
⋃

S

για την ένωση
⋃

S∈S S .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο X είναι δεν είναι συµπαγής. Τότε υπάρχει ανοιχτή κάλυψη του X χωρίς

πεπερασµένη υποκάλυψη. Θέτουµε λοιπόν

F = {C : Η C είναι ανοιχτή κάλυψη του X χωρίς πεπερασµένη υποκάλυψη}.

Από το λήµµα του Zorn, το F έχει maximal (ως προς τη σχέση του περιέχεσθαι) στοιχείο, έστω C0. ∆ηλαδή

η C0 δεν έχει πεπερασµένη υποκάλυψη, και αν C είναι κάποια άλλη ανοιχτή κάλυψη γνήσια µεγαλύτερη

της C , τότε η C έχει πεπερασµένη υποκάλυψη. Πράγµατι, έστω {Dγ : γ ∈ Γ} ένα ολικά διατεταγµένο

υποσύνολο του F . Θέτουµε D =
⋃
γ∈ΓDγ και δείχνουµε ότι η D είναι άνω ϕράγµα του {Dγ : γ ∈ Γ} στο

F . Προφανώς Dγ ⊂ D για κάθε γ. Επίσης, αν η D δεν ανήκε στο F ϑα είχε πεπερασµένη υποκάλυψη

G1, . . . ,Gn. Τότε, αφού οι Dγ είναι συγκρίσιµες ως προς τη σχέση του περιέχεσθαι, όλα τα Gk ϑα ανήκαν σε

κάποιο Dγ0 , άρα η Dγ0 ϑα είχε πεπερασµένη υποκάλυψη, άτοπο.

Θέτουµε τώρα B = A ∩ C0 (η B µπορεί να είναι κενή). Η B δεν καλύπτει τον χώρο γιατί αν τον

κάλυπτε ϑα είχε πεπερασµένη υποκάλυψη (αφού B ⊂ A ). Αυτό είναι άτοπο διότι B ⊂ C0. Εποµένως

υπάρχει x <
⋃

B. Αφού η C0 είναι κάλυψη, υπάρχει V ∈ C0 µε x ∈ V. Αφού η A είναι υποβάση, υπάρχουν

U1, . . . ,Un ∈ A τέτοια ώστε x ∈ U1 ∩ · · · ∩Un ⊂ V. Αν κάποιο Ui ανήκε στην C0 τότε ϑα ανήκε στην B, άρα

ϑα είχαµε x ∈ ⋃
B, άτοπο. Εποµένως Ui < C0, και έτσι C0 $ C0∪{Ui} για κάθε i. Αφού η C0 είναι maximal,

έχουµε ότι για κάθε i η C0 ∪ {Ui} δεν ανήκει στο F , συνεπώς έχει πεπερασµένη υποκάλυψη. Εποµένως για

κάθε i υπάρχουν V i
j ∈ C0, j = 1, . . . , ki, τέτοια ώστε Ui ∪ V i

1 ∪ · · · ∪ V i
ki
= X. Αλλά τότε

X =
n⋂

i=1

Ui ∪
ki⋃

j=1

V i
j

 ⊂


n⋂

i=1

Ui

 ∪
n⋃

i=1

ki⋃

j=1

V i
j ⊂ V ∪

n⋃

i=1

ki⋃

j=1

V i
j.

∆ηλαδή η C0 έχει πεπερασµένη υποκάλυψη, άτοπο. �
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Απόδειξη. (Του ϑεωρήµατος του Tychonoff.) ΄Εστω C µια κάλυψη του X από υποβασικά σύνολα, δηλαδή

ορθογώνια της µορφής p−1
i (G), όπου i ∈ I, G ⊂ Xi ανοιχτό. Για κάθε i ϑέτουµε Ci = {G ⊂ Xi : p−1

i (G) ∈ C },
(το Ci αποτελείται από όλες τις µη τετριµµένες i-πλευρές των ορθογωνίων της C ). Τότε υπάρχει j ∈ I τέτοιο

ώστε η C j καλύπτει το X j, διαφορετικά ϑα µπορούσαµε για κάθε i να επιλέξουµε xi <
⋃

Ci. Αλλά τότε το

σηµείο x = (xi)i∈I δεν ϑα ανήκε σε κανένα σύνολο της C , άτοπο. Αφού ο X j είναι συµπαγής, υπάρχουν

G1, . . . ,Gn ∈ C j τέτοια ώστε X j = G1 ∪ · · · ∪ Gn. ΄Αρα X = p−1
j (G1) ∪ · · · ∪ p−1

j (Gn). ∆ηλαδή η C έχει

πεπερασµένη υποκάλυψη. Το συµπέρασµα έπεται από το ϑεώρηµα του Alexander. �

Παρατήρηση. Η απόδειξη του ϑεωρήµατος του Tychonoff είναι ουσιωδώς απλούστερη αν έχουµε πεπερα-

σµένο πλήθος χώρων. Στην περίπτωση αυτή το ϑεώρηµα του Alexander αντικαθίσταται από την σχεδόν

τετριµµένη παρατήρηση ότι ένας χώρος Hausdorff είναι συµπαγής αν και µόνο αν κάθε ανοιχτή κάλυψη

από ϐασικά σύνολα έχει πεπερασµένη υποκάλυψη. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι X και Y είναι συµπαγείς

χώροι και έστω Uκ × Vκ, κ ∈ K, µια ανοιχτή κάλυψη του X × Y από ϐασικά σύνολα. Παρατηρούµε ότι

για κάθε x ∈ X, η «ϕέτα» {x} × Y είναι συµπαγές υποσύνολο του X × Y γιατί είναι οµοιοµορφική µε τον Y.

Εποµένως υπάρχει Kx ⊂ K πεπερασµένο τέτοιο ώστε {x} × Y ⊂ ⋃
κ∈Kx

Uκ × Vκ.

x X

Y

{x} × Y

Θέτουµε Wx =
⋂
κ∈Kx

Uκ. Τότε η Wx, x ∈ X, είναι ανοιχτή κάλυψη του X, άρα υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ X τέτοια

ώστε X =
⋃n

j=1 Wx j . Συµπεραίνουµε ότι

X × Y =
n⋃

j=1

Wx j × Y =
n⋃

j=1

Wx j ×
⋃

κ∈Kx j

Vκ

 ⊂
n⋃

j=1

⋃

κ∈Kx j

Uκ × Vκ.

΄Αρα ο X × Y είναι συµπαγής.

Θα παρουσιάσουµε τώρα κάποιες ιδιότητες των συµπαγών µετρικών χώρων τις οποίες, γενικά, δεν έχουν

µη µετρικοποιήσιµοι συµπαγείς τοπολογικοί χώροι.

Θεώρηµα. ΄Ενας συµπαγής µετρικός χώρος (X, d) είναι διαχωρίσιµος και ϕραγµένος.

Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N, η οικογένεια D(x, 1/n), x ∈ X, είναι ανοιχτή κάλυψη του X, άρα υπάρχει

Fn ⊂ X πεπερασµένο, τέτοιο ώστε X =
⋃

x∈Fn
D(x, 1/n). Θέτουµε D =

⋃
n∈N Fn. Τότε το D είναι αριθµήσιµο

και πυκνό. Επίσης, για σταθεροποιηµένο x0 ∈ X, η ανοιχτή κάλυψη D(x0, n), n ∈ N, έχει πεπερασµένη

υποκάλυψη. ΄Αρα υπάρχει n0 τέτοιο ώστε X =
⋃n0

n=1 D(x0, n) = D(x0, n0), δηλαδή ο X είναι ϕραγµένος. �

Παρατήρηση. Υπάρχουν συµπαγείς τοπολογικοί χώροι οι οποίοι δεν είναι διαχωρίσιµοι. Για παράδειγµα,

ο χώρος {0, 1}I, όπου το I έχει πληθάριθµο γνήσια µεγαλύτερο από τον πληθάριθµο του R (η απόδειξη

παραλείπεται).

Θεώρηµα. ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) είναι συµπαγής αν και µόνο αν κάθε ακολουθία έχει συγκλίνουσα

υπακολουθία.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο X είναι συµπαγής και xn ∈ X µια ακολουθία. Για κάθε n ∈ N ϑέτουµε

Fn = {xn, xn+1, xn+2, . . . }.

Η Fn είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών συνόλων. Αφού ο X είναι συµπαγής, έχουµε ότι
⋂∞

n=1 Fn , ∅.
Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι η τοµή είναι κενή, τότε η οικογένεια X r Fn, n ∈ N, είναι ανοιχτή κάλυψη

του X, άρα υπάρχει n0 τέτοιο ώστε X =
⋃n0

n=1 X rFn = X rFn0 , εποµένως Fn0 = ∅, άτοπο. Επιλέγουµε λοιπόν

x ∈ ⋂∞
n=1 Fn. Αφού x ∈ F1, υπάρχει n1 τέτοιο ώστε d(x, xn1) < 1. Οµοίως, αφού x ∈ Fn1+1, υπάρχει n2 > n1

τέτοιο ώστε d(x, xn2) < 1/2. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε µια υπακολουθία xnk τέτοια ώστε

d(x, xnk ) < 1/k → 0.
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Αντίστροφα, έστω ότι κάθε ακολουθία στο X έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Ισχυριζόµαστε κατ’ αρ-

χάς ότι για κάθε n ∈ N, υπάρχει Fn ⊂ X πεπερασµένο τέτοιο ώστε X =
⋃

x∈Fn
D(x, 1/n). Πράγµατι, αν

υποθέσουµε ότι αυτό δεν είναι αλήθεια, τότε υπάρχει n0 τέτοιο ώστε ο X δεν καλύπτεται από πεπερασµένο

πλήθος δίσκων ακτίνας 1/n0. Επιλέγουµε τυχόν x1 ∈ X. Τότε X , D(x1, 1/n0), άρα υπάρχει x2 < D(x1, 1/n0).
Οµοίως, X , D(x1, 1/n0) ∪ D(x2, 1/n0), άρα υπάρχει x3 < D(x1, 1/n0) ∪ D(x2, 1/n0). Συνεχίζοντας µε τον

ίδιο τρόπο παίρνουµε µια ακολουθία xn τέτοια ώστε xn <
⋃

i<n D(xi, 1/n0), από το οποίο συνεπάγεται ότι

d(xn, xm) ≥ 1/n0 για κάθε n , m. Αυτό σηµαίνει ότι η xn δεν µπορεί να έχει συγκλίνουσα υπακολουθία,

άτοπο. Τώρα, το σύνολο
⋃

n∈N Fn είναι αριθµήσιµο και πυκνό, άρα ο X είναι διαχωρίσιµος, εποµένως

2ος αριθµήσιµος. ΄Εστω ότι δεν είναι συµπαγής. Τότε υπάρχει ανοιχτή κάλυψη C χωρίς πεπερασµένη

υποκάλυψη. Αφού ο χώρος είναι 2ος αριθµήσιµος, από το ϑεώρηµα Lindelof, η C έχει αριθµήσιµη υ-

ποκάλυψη, έστω D = {Gn : n ∈ N}. Η D δεν έχει πεπερασµένη υποκάλυψη, άρα, όπως πριν, µπορούµε

να επιλέξουµε µια ακολουθία xn <
⋃

i≤n Gi. Από υπόθεση, υπάρχουν µια υπακολουθία xkn και ένα σηµείο

x ∈ X µε xkn → x. Αφού η D είναι κάλυψη, έχουµε x ∈ Gm0 για κάποιο m0. Εποµένως υπάρχει n0 ≥ m0

τέτοιο ώστε xkn0
∈ Gm0 , άτοπο γιατί xkn0

<
⋃

i≤kn0
Gi. �

Παρατήρηση. Σ’ ένα µη µετρικοποιήσιµο χώρο, το προηγούµενο ϑεώρηµα γενικά δεν ισχύει. Η περιγραφή

των σχετικών αντιπαραδειγµάτων είναι εκτός των σκοπών του µαθήµατος.

Παράδειγµα. ΄Ενα υποσύνολο του Rn µε τη συνηθισµένη τοπολογία είναι συµπαγές αν και µόνο είναι κλει-

στό και ϕραγµένο. Αυτό είναι άµεση συνέπεια του προηγούµενου ϑεωρήµατος και του ότι κάθε ϕραγµένη

ακολουθία στο Rn έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (BolzanoWeierstrass).

Θεώρηµα. ΄Εστω X συµπαγής τοπολογικός χώρος και f : X → R συνεχής. Τότε η f παίρνει µέγιστη

και ελάχιστη τιµή. Αν επιπλέον ο X είναι µετρικοποιήσιµος τότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής ως προς

οποιαδήποτε µετρική επάγει την τοπολογία του X.

Απόδειξη. Το f (X) είναι συµπαγές υποσύνολο του R άρα είναι κλειστό και ϕραγµένο. Θέτουµε ℓ = inf f (X)
και u = sup f (X) και επιλέγουµε ακολουθίες ℓn, un ∈ f (X) τέτοιες ώστε ℓn → ℓ, un → u. Αφού το f (X)
είναι κλειστό, έχουµε ότι ℓ, u ∈ f (X). ∆ηλαδή το f (X) έχει µέγιστο και ελάχιστο στοιχείο, εποµένως η f
παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. ΄Εστω τώρα ότι η τοπολογία του X επάγεται από τη µετρική d. Για να

δείξουµε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε Ϲευγάρι ακολουθιών xn, yn ∈ X
µε d(xn, yn)→ 0 έχουµε f (xn)− f (yn)→ 0. Ας υποθέσουµε ότι f (xn)− f (yn)9 0. Τότε υπάρχει υπακολουθία

f (xnk ) − f (ynk ) τέτοια ώστε | f (xnk ) − f (ynk )| ≥ ε για κάποιο ε > 0. Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχουν

υπακολουθίες xnkℓ
, ynkℓ

, και σηµεία x, y ∈ X τέτοια ώστε xnkℓ
→ x, ynkℓ

→ y. Αλλά d(xnkℓ
, ynkℓ

)→ 0, άρα x = y,

εποµένως ε ≤ | f (xnkℓ
) − f (ynkℓ

)| → | f (x) − f (y)| = 0, άτοπο. �

Θεώρηµα. ΄Ενας συµπαγής µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρης, δηλαδή κάθε ακολουθία Cauchy συγκλίνει.

Απόδειξη. ΄Εστω xn µια ακολουθία Cauchy. Αφού ο χώρος είναι συµπαγής, υπάρχουν xkn και x ∈ X τέτοια

ώστε xkn → x. Αλλά τότε

d(xn, x) ≤ d(xn, xkn) + d(xkn , x)→ 0.

�

Παρατήρηση. Σε ένα αυθαίρετο τοπολογικό χώρο οι έννοιες «ϕραγµένο σύνολο», «οµοιόµορφα συνεχής

συνάρτηση» και «ακολουθία Cauchy» δεν έχουν, γενικά, νόηµα.
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15. Τοπικά Συµπαγείς Χώροι

Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου ονοµάζεται σχετικά συµπαγές αν η κλειστότητά του είναι

συµπαγές σύνολο. ΄Ενας χώρος Hausdorff ονοµάζεται τοπικά συµπαγής αν κάθε σηµείο έχει µια σχετικά

συµπαγή περιοχή.

Παραδείγµατα.

(1) Το Rn µε τη συνηθισµένη τοπολογία είναι τοπικά συµπαγής χώρος γιατί κάθε δίσκος είναι σχετικά

συµπαγές σύνολο.

(2) ΄Ενας διακριτός χώρος είναι τοπικά συµπαγής γιατί τα µονοσύνολα είναι συµπαγή.

(3) Το Q δεν είναι τοπικά συµπαγής χώρος γιατί κανένα διάστηµα δεν είναι συµπαγές (στο Q !).

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής χώρος, x ∈ X και U µια περιοχή του x. Τότε υπάρχει σχετικά συµπαγής

περιοχή V του x τέτοια ώστε V ⊂ U. Ιδιαίτερα, ο X είναι κανονικός.

Απόδειξη. ΄Εστω G σχετικά συµπαγής περιοχή του x. Το G είναι συµπαγές, άρα T3. Το G∩U είναι περιοχή

του x στο G, εποµένως υπάρχει περιοχή W του x τέτοια ώστε cl G(W∩G) ⊂ G∩U. ∆ηλαδή, W ∩G∩G ⊂ G∩U,

άρα W ∩G ⊂ G ∩U. Θέτουµε V = W ∩G. Τότε το V είναι κλειστό υποσύνολο του συµπαγούς G, άρα είναι

συµπαγές, και προφανώς V ⊂ U. �

Θεώρηµα (Baire). ΄Εστω X τοπικά συµπαγής και Gn, n ∈ N, ανοιχτά και πυκνά. Τότε το
⋂∞

n=1 Gn είναι πυκνό.

Απόδειξη. ΄Εστω U1 ανοιχτό και σχετικά συµπαγές. Θέτουµε D =
⋂∞

n=1 Gn. Θα δείξουµε ότι το U1 τέµνει

το D. Αφού το G1 είναι ανοιχτό και πυκνό, το G1 ∩ U1 είναι µη κενό και ανοιχτό. Από το προηγούµενο

ϑεώρηµα, υπάρχει U2 ανοιχτό και σχετικά συµπαγές τέτοιο ώστε U2 ⊂ G1 ∩ U1. Οµοίως, αφού το G2 είναι

ανοιχτό και πυκνό, το G2 ∩ U2 είναι µη κενό και ανοιχτό άρα υπάρχει U3 ανοιχτό και σχετικά συµπαγές

µε U3 ⊂ G2 ∩ U2. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, παίρνουµε µια ϕθίνουσα ακολουθία ανοιχτών και

σχετικά συµπαγών συνόλων Un τέτοια ώστε Un+1 ⊂ Gn ∩ Un. Η Un είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών

υποσυνόλων του συµπαγούς U1, άρα
⋂∞

n=1 Un , ∅. Συµπεραίνουµε ότι D ∩U1 , ∅. �

Παρατήρηση. Το ϑεώρηµα Baire δεν ισχύει αν ο χώρος δεν είναι τοπικά συµπαγής, ή αν η οικογένεια των

ανοιχτών και πυκνών δεν είναι αριθµήσιµη. Για παράδειγµα στο Q τα σύνολαQr {q}, q ∈ Q, είναι ανοιχτά

και πυκνά αλλά η τοµή τους είναι κενή. Οµοίως, στο R, η υπεραριθµήσιµη οικογένεια Rr {x}, x ∈ R, έχει

κενή τοµή.

Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου ονοµάζεται :

(1) Πουθενά πυκνό, αν η κλειστότητά του έχει κενό εσωτερικό.

(2) 1ης κατηγορίας, αν είναι αριθµήσιµη ένωση πουθενά πυκνών συνόλων.

Με αυτή την ορολογία, το ϑεώρηµα Baire µπορεί να διατυπωθεί ως εξής.

Θεώρηµα. ΄Ενας τοπικά συµπαγής χώρος δεν είναι 1ης κατηγορίας.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι X =
⋃∞

n=1 An, όπου τα An είναι πουθενά πυκνά. Τότε τα X r An είναι ανοιχτά και πυκνά

µε κενή τοµή, άτοπο. �

Τα σύνολα 1ης κατηγορίας είναι, από τοπολογική άποψη, «µικρά». Για παράδειγµα, οι ϱητοί είναι

σύνολο 1ης κατηγορίας. Οι άρρητοι δεν είναι, γιατί αν ήταν τότε το R ϑα ήταν 1ης κατηγορίας.

Παρατήρηση. Το ϑεώρηµα Baire ισχύει και σε πλήρεις µετρικούς χώρους. Η απόδειξη είναι παρόµοια.

Χρησιµοποιεί το γεγονός ότι σ’ ένα πλήρη µετρικό χώρο, µια ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών συνόλων η

διάµετρος των οποίων τείνει στο µηδέν, έχει τοµή ένα µονοσύνολο.

Ορισµός. ΄Εστω (X,T ) τοπικά συµπαγής, µη συµπαγής χώρος και ∞ ένα αντικείµενο µε ∞ < X. Θέτουµε

X∞ = X∪{∞}, και T∞ = T ∪{X∞ rK : K ⊂ X συµπαγές}. Ο χώρος (X∞,T∞) ονοµάζεται συµπαγοποίηση ενός

σηµείου ή συµπαγοποίηση Alexandroff του X.

Παρατηρήσεις.

(1) Η σχετική τοπολογία του X σαν υποσύνολο του X∞ είναι η T .

(2) Η ταυτοτική απεικόνιση ı : X → X∞ οµοιοµορφισµός του X επί της εικόνας του.

(3) Το X είναι πυκνό υποσύνολο του X∞.

(4) Αν ∞′ < X, τότε X∞ ≈ X∞′ .
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∆ιαισθητικά, ο X∞ προκύπτει αν προσθέσουµε στο X ένα σηµείο (το «άπειρο»). Στον καινούργιο χώρο,

µια ϐάση περιοχών ένος σηµείου x είναι οι περιοχές του x ως προς T αν x ∈ X, ενώ µια ϐάση περιοχών του

απείρου είναι τα συµπληρώµατα των συµπαγών υποσυνόλων του X. Για παράδειγµα στο R∞ µια περιοχή

του απείρου είναι το (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

Θεώρηµα. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής. Τότε ο X∞ είναι συµπαγής.

Απόδειξη. ∆είχνουµε κατ’ αρχάς ότι ο X∞ είναι Hausdorff. ΄Εστω x, y ∈ X∞ µε x , y. Αν x, y ∈ X τότε, αφού ο

X είναι Hausdorff, τα x, y διαχωρίζονται στον X, άρα και στον X∞. Αν x ∈ X και y = ∞, τότε, αφού ο X είναι

τοπικά συµπαγής, υπάρχει σχετικά συµπαγής περιοχή U του x. ΄Ετσι τα U και X∞rU διαχωρίζουν τα x και

∞. ΄Εστω τώρα Gi, i ∈ I, µια ανοιχτή κάλυψη του X∞. Τότε υπάρχει i0 ∈ I τέτοιο ώστε ∞ ∈ Gi0 . Επιλέγουµε

K ⊂ X συµπαγές τέτοιο ώστε ∞ ∈ X∞ r K ⊂ Gi0 . Αφού το K είναι συµπαγές υπάρχουν i1, . . . , in ∈ I τέτοια

ώστε K ⊂ Gi1 ∪ · · · ∪Gin . Εποµένως X∞ = Gi0 ∪Gi1 ∪ · · · ∪Gin , άρα ο X∞ είναι συµπαγής. �

Παραδείγµατα.

(1) Αν X = [0, 1), τότε X∞ ≈ [0, 1].
(2) Αν X = R, τότε X∞ ≈ S 1. Πράγµατι, έστω f : R → S 1 r {N}, ένας οµοιοµορφισµός, όπου N

είναι ο «ϐόρειος πόλος». Τότε η g : X∞ → S 1 µε g(x) = f (x), αν x ∈ R, και g(∞) = N είναι

οµοιοµορφισµός.

Θεώρηµα (Το Λήµµα του Urysohn για Τοπικά Συµπαγείς Χώρους). ΄Εστω X τοπικά συµπαγής, K ⊂ X
συµπαγές και U ⊃ K ανοιχτό. Τότε υπάρχει f : X → [0, 1] συνεχής µε f |K = 0 και f |XrU = 1.

Απόδειξη. Ο X∞ είναι συµπαγής, άρα ϕυσιολογικός, εποµένως από το λήµµα του Urysohn υπάρχει συνεχής

g : X∞ → [0, 1] τέτοια ώστε g|K = 0 και g|X∞rU = 1. Θέτουµε f = g|X. �
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