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Οµάδα ασκήσεων Νο 4

Πρόβληµα 1. Αν xn → x σε ένα χώρο µε νόρµα δείξτε ότι ‖xn‖ → ‖x‖.

Πρόβληµα 2. Ας είναι [a, b] ένα ϕραγµένο διάστηµα και

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

µια διαµέριση του [a, b] σε n διαστήµατα. Ας είναι επίσης V το σύνολο όλων των συναρτήσεων
f : [a, b] → C που σε κάθε διάστηµα της µορφής [xi, xi+1] είναι της µορφής Aix + Bi (κατά
τµήµατα γραµµικές συναρτήσεις). ∆είξτε ότι το V είαι γραµµικός χώρος. Ποια είναι η διάστασή
του ; Αποδείξτε επίσης ότι η ποσότητα (για f ∈ V )

max
i=0,1,...,n

|f(xi)|

είναι µια νόρµα στο V .

Σε ποια σηµεία πιάνεται το µέγιστο µιας τµηµατικά γραµµικής συνάρτησης ;

Πρόβληµα 3. Αν είναι f : [−1, 1] → C άρτια συνάρτηση, δηλ. f(−x) = f(x), τότε δείξτε ότι
υπάρχει µια ακολουθία πολυωνύµων pn(x) που συγκλίνουν οµοιόµορφα στην f στο [−1, 1] και
που είναι τέτοια ώστε οι περιττές δυνάµεις απουσιάζουν από τα µονώνυµα κάθε πολυωνύµου pn(x).

Προσεγγίστε οµοιόµορφα την f(x) από µια ακολουθία πολυωνύµων qn(x). Ποια ακολουθία
πολυωνύµων µπορείτε να ϕτιάξετε χρσιµοποιώντας την qn(x) που επίσης προσεγγίζει οµοιόµορφα
την f(x);

Πρόβληµα 4. ΄Εστω µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το [0, 1]∪ [2, 3] η οποία είναι συνεχής στο
πεδίο ορισµού της και έστω ε > 0. ∆είξτε ότι υπάρχει πολυώνυµο p(x) τέτοιο ώστε |f(x)− p(x)| < ε
για κάθε x στο πεδίο ορισµού της f .

Εφαρµόστε το ϑεώρηµα του Weierstrass σε µια κατάλληλη συνεχή συνάρτηση στο διάστηµα
[0, 3].

Πρόβληµα 5. Αν f : [0, 1]→ C συνεχής και ε > 0 δείξτε ότι υπάρχει πολυώνυµο p(x) τέτοιο ώστε
|f(x)− p(x)| < ε για κάθε x ∈ [0, 1] και µε p(0.1) = f(0.1).

Χρησιµοποιείστε το ϑεώρηµα του Weierstrass και προσθέστε µια κατάλληλη σταθερά στο πολυώνυµο
που προσεγγίζει την f .

Πρόβληµα 6. Αν f : [0, 1]→ C συνεχής και ε > 0 δείξτε ότι υπάρχει πολυώνυµο p(x) τέτοιο ώστε
|f(x)− p(x)| < ε για κάθε x ∈ [0, 1] και µε

p(0.1) = f(0.1) και p(0.2) = f(0.2).

΄Οπως και στο Πρόβληµα 5 αλλά τώρα προσθέτετε κάποιο κατάλληλο πολυώνυµο.

Πρόβληµα 7. ΄Εσω f : [a, b] → C µια συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει ακολουθία
πολυωνύµων pn(x) τέτοια ώστε

f(x) =

∞∑
n=1

pn(x), ∀x ∈ [0, 1],

µε τη σύγκλιση της σειράς να είναι οµοιόµορφη (δηλ. τα µερικά αθροίσµατα της σειράς συγκλίνουν
οµοιόµορφα στην f(x)).

Χρησιµοποιείστε επανειληµµένα το ϑεώρηµα του Weierstrass.


