LÔseis Twn Askhsewn Sta Diakrita Majhmatika I

Arampatzhs Giwrgos A.M.303 Tmăma Efarmosmènwn Majhmatikÿn

IanouĹrioc 2004

’Askhsh 1. DeÐxte ìti o arijmìc 8|9^k − 1 gia k ≥ 1 ApĹnthsh :Ja to deÐxoume epagwgikĹ. Gia k = 1 èqoume 8|9 − 1 profanÿc isqÔei.

Estw ìti isqÔei gia k, ja deÐxoume ìti isqÔei gia k + 1.Apì thn upìjesh èqoume ìti 9^k − 1 = 8ℓ, ℓ ∈ N. Gia k + 1 èqoume 9^{k+1} − 1 = 9^k9 − 1 = (8ℓ + 1)9 − 1 = 8(9ℓ + 1). Epomènwc o 9^{k+1} eÐnai pollaplĹsio tou 8 kai deÐxame to zhtoÔmeno.

’Askhsh 2. DeÐxte epagwgikĹ ìti gia n ≥ 1 isqÔei

1^3 + 2^3 + ... + n^3 = (1 + 2 + ...n)^2

’Apanthsh :Kat’ arqac gnwrÐzoume ìti

∑_n i=1 i =^{n(n+1)}_2 .

Sthn epagwgă : gia n = 1 profanÿc isqÔei. ’Estw ìti isqÔei gia n ja deÐxoume ìti isqÔei gia n + 1. Opìte

1^3 + 2^3 + ... + n^3 + (n + 1)^3 = (1 + 2 + ... + n + (n + 1))^2

(1 + 2 + ... + n)^2 + (n + 1)^3 = ( (n + 1)(n + 2) 2 )_2

( n(n + 1) 2 ) + (n + 1)^3 = ( (n + 1)(n + 2) 2 )_2

MetĹ apì aplèc prĹxeic katalăgoume se alhjă isìthta. DeÐxame loipìn ìti isqÔei gai n + 1, Ĺra deÐxame to zhtoÔmeno.

’Askhsh 3. Pìsec diaforetikèc triĹdec grammĹtwn mporoÔn na emfanistoÔn se ellhnikèc pinakÐdec autokinătwn? (mìno koinĹ latinikĹ kai ellănika grĹmmata) An kĹje tètoia akoloujeÐtai apì ènan tetrayăfio fusikì arijmì (me prÿto yhfÐo diaforetikì apì to 0) pìsa to polÔ autokÐnhta mporoÔn na taxinomhjoÔn sthn EllĹda;

’Apanthsh : Ta koinĹ grĹmmata eÐnai 14. Epomènwc stic treic jèseic mporoÔn na mpoun apo 1 apì ta 14 grĹmmata. ’Ara ìloi oi sundiasmoÐ eÐnai 14 · 14 · 14 = 14^3.

Sthn Ĺllh perÐptwsh èqoume touc Ðdiouc sundiasmoÔc gia ta grĹmmata kai gia touc arijmoÔc èqoume 9 epilogèc gia thn prÿth jèsh kai apì 10 epilogèc gia tic Ĺllec treic jèseic. SunolikĹ èqoume 14^3 · 9 · 10^3 epilogèc.

’Askhsh 4. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume duo uposÔnola A kai B tou [n] ÿste A ⊆ B? ’Apanthsh : Gia kĹje arijmo èqoume treic epilogèc, na anăkei sto A (Ĺra kai sto B), na anăkei mìno sto B, na mhn anăkei se kanèna apì ta dÔo. SunolikĹ ìloi oi arijmoÐ eÐnai n epomènwc oi dunatèc epilogèc eÐnai 3 · 3 · 3 · ... · 3 = 3^n

’Askhsh 5. An r, s, k ∈ N me r ≥ s deÐxte ìti s! eÐnai diairèthc tou (k + 1)(k + 2)...(k + r). ’Apanthsh : AfoÔ r ≥ s, isqÔei ìti r + k ≥ s kai

(r + k)! ≥ s! (1)

Epomènwc, (k + 1)(k + 2)...(k + r) =

(k + r)! k! (2) Jèloume dhladă na deÐxoume ìti s!|^{(k+r)!}_{k!} . Apì tic sqèseic (1) kai (2) blèpoume eÔkola ìti,

(k + r)! k! = (k + r)(k + r − 1)...(s + 1)s! k! Apì th sqèsh aută to zhtoÔmeno eÐnai profanèc.

’Askhsh 6. Pìsouc diairètec èqei o arijmìc 2^m? O arijmìc 2^m3^n?

’Apanthsh : Ja deÐxoume epagwgika ìti o arijmìc 2^m èqei m + 1 diairètec. O arijmìc 2 èqei duo diairètec. Estw ìti o 2^m èqei m + 1. O arijmìc 2^{m+1} = 2 · 2^m èqei tìsouc diairètec ìsouc o 2^m sun ènan (ton eautì tou) dhladă m + 2 . Epomènwc deÐxame to zhtoÔmeno.

O arijmoc 2^m èqei m + 1 kai o 3^n èqei n + 1 diairètec. Epomènwc to ginomeno touc èqei (m + 1)(n + 1) diairètec.

’Askhsh 7. ’Eqoume 10 arijmhmènec mpĹlec kai tria koutiĹ me qwrhtikìthtec 5, 3 kai 2 antÐstoiqa. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na bĹloume tic mpĹlec sta koutiĹ? (qwric eswterikă seirĹ mèsa sta koutiĹ) ’Apanthsh : Gia to prÿto koutÐ epilègw 5 apì tic 10 mpĹlec qwrÐc seirĹ me

(_{10} 5 ) trìpouc. ’Omoia gia to deÔtero me

(_5 3 ) trìpouc. Kai gia to teleutaÐo me

(_2 2 ) trìpouc. Telikÿc ìloi oi dunatoi sundiasmoÐ eÐnai ( 10 5 )( 5 3 )( 2 2 )

’Askhsh 8. Mia omĹda 20 atìmwn jèlei na ftiĹxei treic, xènec metaxÔ touc, epitropèc me 6, 5 kai 4 Ĺtoma h kĹje mia. Me pìsouc trìpouc mporèi na gÐnai autì? (eswterikă seirĹ den upĹrqei) ’Apanthsh :’Omoia me thn prohgoÔmenh. ( 20 6 )( 14 5 )( 11 4 )

’Askhsh 9. UpologÐste to Ĺjroisma^n ∑ k=1 k^2

(_n k ) ’Apanthsh :GnwrÐzoume ìti (a + b)^n = ∑ (_n k ) a^kb^{n−k}. Gia a = x, b = 1 èqoume

(1 + x)^n = ∑ (n k ) x^k (1)

ParagwgÐzoume thn parapĹnw sqèsh mia fora kai to apotèlesma pou paÐrnoume gia x = 1 eÐnai ∑ k ( n k ) = n2^{n−1} (2)

ParagwgÐzoume duo forèc thn sqèsh (1), antikajistoÔme x = 1 kai ìpou qreiasteÐ antikajistoÔme thn sqèsh (2).

’Askhsh 10. Pìsa diaforetikĹ grafămata upĹrqoun me n korufèc? Pìsa me n korufèc kai k akmèc? ’Apanthsh :’Enac trìpoc gia na skeftoÔme s’ authn thn Ĺskhsh eÐnai o exăc : apo to sÔnolo V , to sÔnolo twn korufwn, kataskeuĹzw to sÔnolo twn akmÿn. EÐnai èukolo na doÔme ìti to mègejoc autoÔ tou sunìlou eÐnai

(_n 2 ) .(kataskeuĹzoume ìlec tic dunatèc duĹdec qwric na mac endiafèrei h seirĹ) ’Ola ta dunatĹ uposÔnola tou sunìlou twn akmÿn eÐnai 2(^{n2}) kai apoteloÔn to plăjoc ìlwn twn dunatÿn grafhmĹtwn. Gia to deÔtero skèloc, arkeÐ apì to sÔnolo twn akmÿn na pĹrw ìlec tic dunatec k-Ĺdec, qwrÐc na me endiafèrei h seirĹ. Dhladă,

((n_2) k )

’Askhsh 11. GÐnetai se èna grĹfhma ìlec oi korufèc na èqoun diaforetikì bajmì? ’Apanthsh : ’Oqi. An ginìtan autì, tìte se èna grĹfhma me n korufec, kĹje korufh ja eÐqe diaforetikì bajmì. ’Estw apo 0 èwc n − 1 h kĹje korufă. ’Etsi ja èprepe h korufă me bajmì n − 1 na dÐnei akmèc se ìlec tic korufèc. ’Atopo, diìti upĹrqei mÐa korufă pou den paÐrnei kamÐa akmă (aută me bajmì 0). ’Estw twra ìti oi bajmoÐ kĹje korufăc xekinĹne apì to 1 mèqri to n. FusikĹ kai kĹti tètoio den mporeÐ na sumbeÐ, giatÐ h korufh me bajmì n dÐnei n akmèc ìmwc upĹrqoun mìno n − 1 korufèc kai to grĹfhma eÐnai aplì.

’Askhsh 12. DeÐxte ìti se opoiodăpote grĹfhma, to plăjoc korufÿn me perittì bajmì eÐnai Ĺrtio. ’Apanthsh : GnwrÐzoume ìti 2|E| = ∑ deg(v_i), v_i ∈ V . QwrÐzoume tic korufèc se autèc me Ĺrtio bajmì, u_i, kai se autèc me perittì bajmì, v_i. IsqÔei,

2|E| = ∑ degu_i + ∑ degvi

Epomènwc, ∑ degv_i = 2|E| + ∑ degu_i

EÔkola gÐnetai antilhptì ìti to deÔtero mèloc eÐnai Ĺrtioc arijmìc, Ĺra kai to prÿto ja eÐnai Ĺrtioc.

’Askhsh 13.Pìsa epagÿmena upografămata èqei èna grĹfhma me n korufèc?

’Apanthsh : Epagÿmeno eÐnai to grĹfhma to opoÐo proèrqetai apì kĹpoio Ĺllo grafhma mìno me diagrafă kĹpoiwn korufÿn tou. Oi akmèc den emplèkontai kajìlou. Epomènwc to plăjoc twn epagìmenwn upografhmĹtwn ènoc grafămatoc me n korufèc, eÐnai to plăjoc twn uposunìlwn tou sunìlou twn korufÿn, dhladă 2^n

’Askhsh 14. BreÐte ìla ta mh isìmorfa grafămata me tèssereic korufèc.

’Apanthsh : O arijmìc touc eÐnai 11. BrÐskontai eÔkola, me dokimèc, mìno pou jèlei lÐgo prosoqă ÿste na mhn pĹroume duo forèc to Ðdio grĹfhma.

’Askhsh 15. DeÐxte ìti èna sunektikì grĹfhma me n korufèc kai ligìterec apì n akmèc, èqei anagkastikĹ mia korufă bajmoÔ èna.

’Apanthsh : Ja to deÐxoume me Ĺtopo. ’Estw ìti èqei se ìlec tic korufec bajmì perissìtero apì èna. Tìte apì gnwstì tÔpo èqoume, 2|E| = ∑ deg(v_i) ⇒ |E| = n. ’Atopo, Ĺfou to plăjoc twn akmÿn ja èprepe na eÐnai mikrìtero apì to plăjoc twn korufÿn kai ìqi Ðso.

’Askhsh 16. DeÐxte ìti h diĹmetroc enìc sunektikoÔ grafămatoc me n korufèc eÐnai to polÔ n−1. PerigrĹyte me plărh apìdeixh ìla ta grafămata me n korufèc kai diĹmetro n − 1. EpÐshc ìla ta grafămata me diĹmetro 1. ’Apanthsh :

’Askhsh 17. An se èna grĹfhma upĹrqoun akribÿc duo korufèc me perittì bajmì, tìte autèc sundèontai me èna monopĹti.

’Apanthsh : ’Estw ìti oi duo autèc korufèc den sundèontai me kanèna monopĹti. Tìte sto grĹfhma ja upĹrqoun duo sunistÿsec oi opoÐec den enÿnontai metaxÔ touc. Tìte kĹje upogrĹfhma ja èqei akribÿc mia korufă perittoÔ bajmoÔ. ’Atopo, giati sÔmfwna me thn parapĹnw Ĺskhsh, den gÐnetai to plăjoc twn korufÿn me perittì bajmì se èna grĹfhma na eÐnai perittì.

’Askhsh 18. ApodeÐxte ìti èna dĹsoc me n korufèc kai m sunektikec sunistÿsec, èqei akribÿc n − m akmèc. ’Apanthsh : ’Estw T_i oi sunektikèc sunistÿsec tou dĹsouc (i = 1, ..., m) kai n_i to plăjoc twn korufÿn tou antÐstoiqa. To plăjoc twn akmÿn tou kĹje dèntrou eÐnai n_i − 1. IsqÔei epÐshc ìti,

∑_m i=1 n_i = n. Opìte, m∑ i=1 n_i − 1 = m∑ i=1 n_i − m = n − m

kai deÐxame to zhtoÔmeno.

’Askhsh 19. DeÐxte ìti an prosjèsoume mia akmă se èna dèntro tìte dhmiourgoÔme akribÿc èna kÔklo. ’Apanthsh :

’Askhsh 20. ’Ena grĹfhma lègetai aplĹ sunektikì an paramènei sunektikì akìmh kai an diagrĹyoume mia opoiadăpote akmă tou. Pìsec to ligìtero akmèc prèpei na èqei èna tètoio grĹfhma me n korufèc? BreÐte èna grĹfhma pou na piĹnei ton elĹqisto arijmì akmÿn.

’Apanthsh : Gia na <Ąntèxei>> thn tuqaÐa diagrafă h kĹje korufă, ja prèpei na èqei deg(v_i) ≥ 2. ’Ara,

2|E| = n∑ i=1 deg(v_i) ⇒ |E| = n

Epomènwc, èna grĹfhma ja prèpei na èqei to ligìtero tìsec akmèc ìsec kai oi korufèc tou. To elĹqisto grĹfhma pou piĹnei ton elĹqisto arijmì akmÿn eÐnai to plărec grĹfhma me treic korufèc.