Diakrita Majhmatika

MiqĹlhs KolountzĹkhs Tmăma Majhmatikÿn Panepistămio Krăths Lewfìros KnwsoÔ 714 09 HrĹkleio

E-mail: kolount@member.ams.org WWW: http://fourier.math.uoc.gr/~mk

Perieqìmena

KefĹlaio 1. Epagwgă 5 1. H mèjodoc sthn aplă thc morfă 5 2. Proqwrhmènh qrăsh thc epagwgăc 7 3. Efarmogă: To jeÿrhma tou GĹmou (Hall) 10 4. Prìtupo Diagÿnisma gia Ĺskhsă sac 11

KefĹlaio 2. Basikèc arqèc aparÐjmhshc 13 1. Arqă pollaplasiasmoÔ anexĹrthtwn epilogÿn 13 2. Arqă pollaplasiasmoÔ hmi-anexĹrthtwn epilogÿn 16 3. Prìtupo Diagÿnisma gia Ĺskhsă sac 21

KefĹlaio 3. Proqwrhmènh aparÐjmhsh 23 1. DiamerÐseic kai sunduasmoÐ me epanĹjesh 23 2. PoluwnumikoÐ suntelestèc 25 3. Tì Diwnumikì Jeÿrhma 26 4. Sunduastikèc apodeÐxeic tautotătwn 27 5. Prìtupo Diagÿnisma gia Ĺskhsă sac 28

KefĹlaio 4. Eisagwgă sth jewrÐa grafhmĹtwn 31 1. AplĹ grafămata 31 2. MerikĹ eidikĹ grafămata 33 3. Upografămata kai isomorfÐa 33 4. Sunektikìthta kai apostĹseic pĹnw se grafămata 36 5. Dèntra kai dĹsh 38 6. GenikeÔseic thc ènnoiac tou grafămatoc 42 7. O algìrijmoc tou Kruskal gia elĹqista dèntra pou parĹgoun se grafămata me bĹrh 43 8. O algìrijmoc Floyd-Warshall gia eÔresh apostĹsewn pĹnw se grafămata 45

KefĹlaio 5. Dimeră grafămata kai tairiĹsmata 47 1. Dimeră grafămata 47 2. TairiĹsmata se dimeră grafămata 49 3. Mègista tairiĹsmata 51

3

KEF§ALAIO 1

Epagwgă

§1. H mèjodoc sthn aplă thc morfă H mèjodoc thc majhmatikăc epagwgăc qrhsimopoieÐtai gia na apodeÐxoume protĹseic oi opoÐec exartÿntai, sthn aploÔsterh perÐptwsh, apì mia akèraia metablhtă, h opoÐa sunăjwc, allĹ ìqi pĹnta, sumbolÐzetai me to grĹmma n. SumbolÐzoume sunăjwc me P (n) thn prìtash aută. ’Etsi, P (0) shmaÐnei ìti h prìtash eÐnai alhjăc gia n = 0, P (1) ìti eÐnai alhjăc gia n = 1, k.o.k. Skopìc mac eÐnai na deÐxoume thn alăjeia thc P (n), gia n ≥ n_0, ìpou n_0 eÐnai ènac akèraioc, sunăjwc mh arnhtikìc, arijmìc. Jèloume me Ĺlla lìgia na deÐxoume thn alăjeia twn protĹsewn P (n_0), P (n_0 + 1), P (n_0 + 2), . . . .

H mèjodoc, loipìn, thc epagwgăc gia thn apìdeixh thc prìtashc (1) gia kĹje n ≥ n_0 : P (n), sunÐstatai sthn apìdeixh twn exăc dÔo protĹsewn: (2) P (n_0) kai (3) gia kĹje n ≥ n_0 : P (n) ⇒ P (n + 1).

Gia na deÐxoume dhl. ìti isqÔei h prìtash gia ìlec tic timèc tou n pou jèloume, dhl. gia n ≥ n_0, deÐqnoume prÿta ìti isqÔei gia n = n_0 kai epÐshc deÐqnoume ìti an isqÔei gia mia timă tou n tìte isqÔei kai gia thn epìmenh, dhl. gia to n + 1. H (2) onomĹzetai arqikă ă basikă perÐptwsh kai h (3) onomĹzetai epagwgikì băma. H upìjesh P (n) sto epagwgikì băma onomĹzetai epagwgikă upìjesh.

ParĹdeigma 1.1. Na deiqteÐ ìti, gia n ≥ 1,

(4) 1 + 2 + · · · + n = 1 2 n(n + 1). Edÿ h arqikă timă thc paramètrou n eÐnai n = 1, opìte elègqoume prÿta ap’ ìla an isqÔei h prìtash gia n = 1. Profanÿc to ariserì mèloc isoÔtai me 1 enÿ, antikajistÿntac, blèpoume ìti to Ðdio isqÔei kai gia to dexÐ. ’Ara isqÔei h basikă perÐptwsh kai proqwroÔme na deÐxoume to epagwgikì băma.

H epagwgikă upìjesh eÐnai tÿra h (4) (me thn upìjesh pĹnta ìti n ≥ 1) kai prèpei qrhsimopoiÿntac thn na deÐxoume thn Ðdia prìtash ìpou to n èqei antikatastajeÐ me n + 1, thn isìthta dhladă

(5) 1 + 2 + · · · + n + (n + 1) = 1 2 (n + 1)(n + 2).

’Omwc, qrhsimopoiÿntac thn (4) (afairÿntac thn (4) apì thn (5) katĹ mèlh) h (5) eÐnai isodÔnamh me thn isìthta n + 1 = 1 2 (n + 1)(n + 2) − 1 2 n(n + 1) pou eÔkola elègqoume me aplèc prĹxeic ìti isqÔei. DeÐxame loipìn kai to epagwgikì băma opìte h epagwgikă apìdeixh eÐnai plărhc.

6 1. EPAGWGH

Paratărhsh 1.1. EÐnai shmantikì na tonÐsoume ìti gia na mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ h mèjodoc thc epagwgăc prèpei h parĹmetroc thc prìtashc (n sto prohgoÔmeno parĹdeigma) aparaÐthta na paÐrnei timèc se èna sÔnolo (sto prohgoÔmeno parĹdeigma ătan oi fusikoÐ arijmoÐ) pou na mporeÐ na exantlhjeÐ an xekinăsoume apì th basikă perÐptwsh kai proqwrĹme kĹje forĹ katĹ èna.

’Etsi de mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ h mèjodoc thc epagwgăc ìtan p.q. h parĹmetroc mporeÐ na pĹrei opoiadăpote pragmatikă timă.

Ac doÔme, gia parĹdeigma, thn prìtash P (x) : o pragmatikìc arijmìc x eÐnai akèraioc.

To P (0) profanÿc isqÔei kai to Ðdio isqÔei kai h sunepagwgă P (x) ⇒ P (x + 1), den isqÔei ìmwc h prìtash gia ìlec tic (pragmatikèc) timèc thc paramètrou x, allĹ mìno gia ìsec eÐnai prositèc apì to basikì arijmì 0 me diadoqikèc auxăseic katĹ 1, eÐnai dhl. alhjăc gia touc fusikoÔc arijmoÔc allĹ ìqi gia ìlouc touc pragmatikoÔc.

Askhsh 1.1. DeÐxte epagwgikĹ ìti gia n ≥ 1 isqÔei (6) 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 = 1 6 n(n + 1)(2n + 1).

ParĹdeigma 1.2. Na deiqteÐ ìti 2^n > n^3 gia n ≥ 10. Gia thn arqikă timă n = 10 prèpei na deÐxoume 2^{10} = 1024 > 10^3 = 1000, pou isqÔei.

Gia to epagwgikì băma upojètoume ìti n ≥ 10 kai ìti 2^n > n^3 kai prèpei na deÐxoume ìti 2^{n+1} > (n + 1)^3. PollaplasiĹzontac thn epagwgikă mac upìjesh me 2 paÐrnoume 2^{n+1} > 2n^3. ArkeÐ loipìn na deÐxoume ìti, gia n ≥ 10, isqÔei 2n^3 ≥ (n + 1)^3. Aută grĹfetai isodÔnama wc (2^{1/3}n)^3 ≥ (n + 1)^3, ă 2^{1/3}n ≥ n + 1, ă n ≥ 1 2^{1/3} − 1 , pou isqÔei gia n ≥ 10 afoÔ isqÔei gia n = 10 (aplèc prĹxeic).

Askhsh 1.2. Ac deÐxoume epagwgikĹ thn exăc prìtash: gia kĹje sÔnolo apì n Ĺloga (n ≥ 1) ìla èqoun to Ðdio qrÿma. Gia n = 1 Ĺlogo h prìtash eÐnai profanÿc alhjină. Ac deÐxoume kai to epagwgikì băma. Upojètoume ìti isqÔei h prìtash gia n Ĺloga kai th deÐqnoume gia n + 1. ’Estw loipìn Ĺloga a_1, a_2, . . . , a_n, a_{n+1}. Apì thn epagwgikă upìjesh ta n Ĺloga a_1, . . . , a_n èqoun ìla to Ðdio qrÿma. EpÐshc apì thn epagwgikă upìjesh ta n Ĺloga a_2, . . . , a_{n+1} èqoun ìla to Ðdio qrÿma. ’Ara èqoun ìla ta Ĺloga to Ðdio qrÿma.

PoÔ eÐnai to lĹjoc?

Askhsh 1.3. Oi arijmoÐ Fibonacci F_i, i ≥ 1, orÐzontai anadromikĹ apì F_1 = F_2 = 1, kai F_n = F_{n−1} + F_{n−2} gia n > 2.

DeÐxte me epagwgă ìti gia n ≥ 1 o arijmìc F_{3n} eÐnai Ĺrtioc.

Askhsh 1.4. DÐnontai n eujeÐec sto epÐpedo. Se pìsa to polÔ qwrÐa qwrÐzoun autèc to epÐpedo? (DeÐte to Sqăma 1.)

Askhsh 1.5. Se mÐa qÿra kĹje mia apì tic n ≥ 2 pìleic thc sundèetai me kĹje Ĺllh me èna monìdromo. DeÐxte ìti upĹrqei trìpoc na xekinăsei kaneÐc apì mÐa pìlh thc qÿrac autăc kai na episkefteÐ kĹje Ĺllh, akribÿc mÐa forĹ, kinoÔmenoc pĹnw sto upĹrqon odikì dÐktuo (kai sebìmenoc touc monìdromouc).

1. EPAGWGH 7

Sqăma 1. Tèssereic eujeÐec pou orÐzoun 11 qwrÐa sto epÐpedo

Askhsh 1.6. DeÐxte ìti gia kĹje x ∈ R \ {1} isqÔei o tÔpoc gia thn peperasmènh gewmetrikă seirĹ

(7) 1 + x + x^2 + · · · + x^n =

1 − x^{n+1} 1 − x , n ≥ 1. Apì autì deÐxte ìti, an |x| < 1, tìte gia thn Ĺpeirh gewmetrikă seirĹ isqÔei (8) ∞∑ k=0 x^k = 1 + x + x^2 + · · · + x^n + · · · = 1 1 − x .

1.1 ’Olec oi prohgoÔmenec periptÿseic wc epagwgikă upìjesh H mèjodoc thc legìmenhc isqurăc majhmatikăc epagwgăc apodeiknÔei thn alăjeia miac prìtashc P (n), gia n ≥ n_0, deÐqnontac kat’ arqăn thn alăjeia thc prìtashc P (n_0) (se autì tautÐzetai me th sunhjismènh epagwgă) allĹ to epagwgikì băma sunÐstatai sthn apìdeixh thc sunepagwgăc P (n_0), P (n_0 + 1), . . . , P (n − 1), P (n) ⇒ P (n + 1).

Me Ĺlla lìgia, gia na deÐxoume thn prìtash P (n + 1) mac epitrèpetai na qrhsimopoiăsoume thn alăjeia ìlwn twn prohgoumènwn periptÿsewn, kai ìqi mìno thc amèswc prohgoÔmenhc.

ParĹdeigma 1.3. Prÿtoc lègetai ènac fusikìc arijmìc megalÔteroc tou 1 an oi mìnoi diairètec tou eÐnai to 1 kai o eautìc tou. DeÐqnoume ìti kĹje fusikìc arijmìc n ≥ 2 eÐnai ginìmeno prÿtwn arijmÿn (isqÔei kai monadikìthta tou anaptÔgmatoc autoÔ allĹ den to apodeiknÔoume autì edÿ).

H basikă perÐptwsh eÐnai h n = 2. AfoÔ to 2 eÐnai prÿtoc arijmìc h prìtash isqÔei. ’Estw tÿra n > 2 kai ac upojèsoume ìti h prìtash isqÔei gia ìlec tic mikrìterec timèc. Upojètoume dhl. ìti an 2 ≤ k < n tìte o fusikìc arijmìc k mporeÐ na grafeÐ sa ginìmeno prÿtwn arijmÿn. OfeÐloume na deÐxoume, qrhsimopoiÿntac aută thn upìjesh, oti kai o n grĹfetai sa ginìmeno prÿtwn.

An o n eÐnai prÿtoc arijmìc tìte isqÔei fusikĹ autì. ’Ara mporoÔme na upojèsoume oti o n den eÐnai prÿtoc. Autì shmaÐnei ìti upĹrqei kĹpoioc fusikìc arijmìc k, diaforetikìc apì to 1 kai apì to n, pou diaireÐ to n. Autì sunepĹgetai ìti 1 < k < n, Ĺra, sÔmfwna me thn epagwgikă upìjesh, oi arijmoÐ k kai n/k (gia ton opoÐo epÐshc isqÔei 1 < n/k < n) grĹfontai sa ginìmeno prÿtwn. To Ðdio isqÔei sunepÿc kai gia ton n pou isoÔtai me to ginìmenìc touc.

Askhsh 1.7. KĹje akèraia axÐa n ≥ 12 mporeÐ na ftiaqteÐ me kèrmata axÐac 4 kai 5. Askhsh 1.8. H akoloujÐa a_n, n ≥ 1, orÐzetai apì touc tÔpouc a_1 = 1, a_2 = 3, a_n = a_{n−1} + a_{n−2} (n ≥ 3).

DeÐxte ìti a_n < (7/4)^n, gia n ≥ 1.

§2. Proqwrhmènh qrăsh thc epagwgăc

2.1 Pollaplă epagwgă

8 1. EPAGWGH

Pollèc forèc h prìtash pou jèloume na deÐxoume exartĹtai apì perissìterec apì mÐa paramètrouc. MporeÐ, gia parĹdeigma, na prokeitai gia mia prìtash P (m, n) pou exartĹtai apì dÔo paramètrouc m, n ≥ 0. H mèjodoc thc epagwgăc mporeÐ merikèc forèc na efarmosteÐ kai se tètoiec periptÿseic. Sthn aploÔsterh perÐptwsh to prìblhma antimetwpÐzetai sa mia epallhlÐa monoparametrikÿn problhmĹtwn.

Se mia tupikă tètoia perÐptwsh apodeiknÔetai prÿta h prìtash P (0, 0), kai metĹ deÐqnoume th sunepagwgă (9) P (m, n) ⇒ P (m + 1, n). Me mìna autĹ ta dÔo bămata sto <<oplostĹsiì>> mac de mporoÔme akìmh na xefÔgoume apì th grammă n = 0. An ìmwc apodeÐxoume kai th sunepagwgă (10) (∀m ≥ 0 ∀k < n P (m, k)) ⇒ P (0, n), tìte èqoume mia plărh apìdeixh gia ìla ta zeÔgh twn timÿn (m, n).

m n koutÐ B shmeÐo C

(0, 0) koutÐ A

Sqăma 2. Diplă epagwgă

Ac perigrĹyoume lÐgo to ti shmaÐnoun autèc oi sunepagwgèc pou moiĹzoun (kai eÐnai) arketĹ aujaÐretec. Autì pou jèloume eÐnai na apodeÐxoume thn alăjeia thc prìtashc P (m, n) se ìla ta akèraia shmeÐa tou tetarthmorÐou m, n ≥ 0 tou epipèdou. Ac anaferjoÔme sto Sqăma 2 ìpou paristĹnetai sqhmatikĹ to tetarthmìrio autì.

Me to basikì băma thc epagwgăc apodeiknÔoume thn alăjeia thc P (·, ·) sto shmeÐo (0, 0). MetĹ thn apìdeixh thc (9) mporoÔme epekteÐnoume thn alăjeia thc P (·, ·) se ìlo to (hmiĹpeiro) <<koutÐ A>>, pou apoteleÐtai apì ìla ta shmeÐa tou tÔpou (·, 0). Kai autì giatÐ to nìhma thc sunepagwgăc (9) eÐnai ìti h alăjeia thc prìtashc epekteÐnetai apì kĹje shmeÐo sto amèswc dexiĹ tou.

Gia na epekteÐnoume thn alăjeia thc P (·, ·) kai proc ta pĹnw qreiĹzetai na èqoume kai èna <<kanìna>> pou na sunĹgei thn alăjeia thc P (·, ·) se èna shmeÐo gnwrÐzontac thn alăjeia autăc se shmeÐa pou eÐnai austhrĹ qamhlìtera. Autìc eÐnai akribÿc o rìloc thc sunepagwgăc (10). An, gia parĹdeigma, gnwrÐzoume ìti h P alhjeÔei sto <<koutÐ B>>, dhl. se ìla ta shmeÐa tou tÔpou (m, k), ìpou to m eÐnai otidăpote kai k < n, sumperaÐnoume tìte ìti h P (0, n) (sto <<shmeÐo C>>) isqÔei. Me shmeÐo afethrÐac tÿra to shmeÐo

1. EPAGWGH 9

C kai qrhsimopoiÿntac xanĹ th sunepagwgă 9 epekteÐnoume thn alăjeia thc P sth grammă akribÿc pĹnw apì to koutÐ B. SuneqÐzontac me autì ton trìpo ep’ Ĺpeiron blèpoume ìti h prìtash alhjeÔei pantoÔ sto tetarthmìrio pou mac endiafèrei.

Prèpei na tonÐsoume edÿ ìti upĹrqoun polloÐ trìpoi na gÐnei h epagwgă se parapĹnw apì mÐa metablhtă, kai ìti autìc pou anafèrame parapĹnw eÐnai aplĹ ènac apì autoÔc. Autì pou qreiĹzetai se mia efarmogă thc epagwgăc eÐnai èna epagwgikì băma pou na mporeÐ na <<kalÔyei>> ìlo to sÔnolo twn timÿn pou paÐrnoun oi parĹmetroi (m kai n ston trìpo pou perigrĹyame parapĹnw) xekinÿntac apì merikèc aplèc basikèc periptÿseic. IdoÔ èna Ĺllo parĹdeigma: ac upojèsoume ìti oi parĹmetroi m kai n thc prìtasăc mac paÐrnoun ìlec touc fusikoÔc arijmoÔc wc timèc kai ìti mporoÔme eÔkola na apodeÐxoume thn prìtasă mac an m = 0 ă an n = 0 (sunoriakèc sunjăkec). EpÐshc, gia kĹje zeÔgoc timÿn m kai n ìpou kai ta dÔo eÐnai toulĹqiston 1, h alăjeia thc prìtashc prokÔptei apì thn alăjeia thc prìtashc sta shmeÐa (m − 1, n − 1) kai (m − 1, n) (ta shmeÐa akribÿc aristerĹ kai aristerĹ-kĹtw apì to (m, n) sto Sqăma 2). Tìte h prìtash alhjeÔei gia ìla ta m, n ≥ 0 afoÔ gia opoiodăpote tètoio zeÔgoc mporeÐ kaneÐc me diadoqikèc anagwgèc na odhghjeÐ na exartĹtai apì thn alăjeia thc prìtashc sto sÔnoro tou tetarthmorÐou, ìpou gnwrÐzoume ìti aută isqÔei. DeÐte kai thn ’Askhsh 1.9.

Askhsh 1.9. H akoloujÐa a(n, k) orÐzetai gia n, k ≥ 0, kai ikanopoieÐ ta parakĹtw. a(n, 0) = 1, (n ≥ 0), a(n, k) = 0, (n < k), kai a(n, k) = a(n − 1, k − 1) + a(n − 1, k), (n ≥ k ≥ 1). DeÐxte ìti gia n ≥ k ≥ 1 isqÔei a(n, k) = n(n − 1)(n − 2) · · · (n − k + 1) 1 · 2 · 3 · · · k .

2.2 EnisqÔontac thn prìtash pou jèloume na deÐxoume

Pollèc forèc, kai par’ ìti ek prÿthc ìyewc mporeÐ na faÐnetai parĹdoxo, ìtan pĹme na deÐxoume me epagwgă mia prìtash P eÐnai eukolìtero na deÐxoume mia isqurìterh prìtash Q, mia prìtash dhl. gia thn opoÐa na isqÔei gia kĹje n h sunepagwgă Q(n) ⇒ P (n).

Autì den eÐnai kai tìso perÐergo an skeftoÔme ìti sto epagwgikì băma (3) h prìtash P emfanÐzetai sto sumpèrasma allĹ kai sthn upìjesh. Dhl. nai men duskoleÔoume kĹpwc th zwă mac (pernÿntac apì thn P sthn Q) afoÔ èqoume na apodeÐxoume kĹti duskolìtero apì prin, enisqÔoume ìmwc tautìqrona kai thn epagwgikă mac upìjesh opìte den eÐnai profanèc ìti qĹnoume. Se pollèc periptwseic kerdÐzoume sthn eukolÐa apìdeixhc.

ParĹdeigma 1.4. Na deiqteÐ ìti o arijmìc 1 + 3 + 5 + · · · + 2n − 1 (Ĺjroisma twn prÿtwn n perittÿn fusikÿn arijmÿn) eÐnai tèleio tetrĹgwno gia n ≥ 1.

Ac grĹyoume gia aplìthta S_n = 1 + 3 + · · · + 2n − 1, opìte S_{n+1} = S_n + 2n + 1. Gia n = 1 profanÿc isqÔei h prìtash afoÔ S_1 = 1 = 1^2.

Gia to epagwgikì băma upojètoume ìti isqÔei S_n = t^2 gia kĹpoio akèraio t. ’Eqoume tìte

S_{n+1} = S_n + 2n + 1 = t^2 + 2n + 1.

Dustuqÿc apì dw kai pèra den upĹrqei trìpoc na deÐxoume ìti h posìthta t^2 + 2n + 1 eÐnai tèleio tetrĹgwno.

An ìmwc antÐ na deÐxoume thn prìtash

P (n) : S_n eÐnai tèleio tetrĹgwno

deÐxoume thn isqurìterh prìtash Q(n) : S_n = n^2, h opoÐa profanÿc sunepĹgetai thn P (n), tìte mac lÔnontai ta qèria, afoÔ parapĹnw apì thn epagwgikă upìjesh t = n kai se aută thn perÐptwsh h posìthta t^2 + 2n + 1 eÐnai Ðsh me (n + 1)^2, kai èqoume loipìn deÐxei to epagwgikì băma.

10 1. EPAGWGH

Askhsh 1.10. (Anisìthta Bernoulli) DeÐxte me epagwgă wc proc n ìti gia kĹje fusikì arijmì n ≥ 0 kai pragmatikì arijmì x ≥ −1 isqÔei (11) (1 + x)^n ≥ 1 + nx. DokimĹste tÿra na deÐxete me epagwgă thn asjenèsterh anisìthta (1 + x)^n ≥ nx.

§3. Efarmogă: To jeÿrhma tou GĹmou (Hall) ’Estw X èna, peperasmèno ă Ĺpeiro, sÔnolo kai A_1, . . . , A_n ⊆ X èna sÔsthma uposunìlwn tou X. Gia aplìthta mporoÔme na jewrăsoume ìti to sÔnolo X eÐnai peperasmèno, an kai ìlec oi apodeÐxeic isqÔoun kai gia Ĺpeiro X (allĹ pĹnta ta A_i prèpei na eÐnai peperasmèna).

Orismìs 1.1. Ta stoiqeÐa x_1 ∈ A_1, . . . , x_n ∈ A_n onomĹzontai èna sÔsthma xènwn antiprosÿpwn (SXA) gia to sÔsthma sunìlwn A_1, . . . , A_n an ta x_1, . . . , x_n eÐnai ìla diaforetikĹ.

To prìblhma pou ja mac apasqolăsei eÐnai na broÔme sunjăkec gia thn Ôparxh enìc SXA gia èna sÔsthma sunìlwn F = {A_1, . . . , A_n}. H onomasÐa fijeÿrhma tou GĹmoufl proèrqetai apì thn exăc analogÐa: upojètoume ìti èqoume n gunaÐkec Γ_1, . . . , Γ_n kai ìti A_i eÐnai to sÔnolo twn andrÿn pou apodèqetai h gunaÐka Γ_i wc suzÔgouc. To erÿthma eÐnai pìte mporoÔme na dialèxoume apì èna sÔzugo gia kĹje gunaÐka, apì autoÔc pou apodèqetai, kai diaforetikì gia kĹje gunaÐka. Autì loipìn gÐnetai an kai mìno an h oikogèneia uposunìlwn A_1, . . . , A_n (tou sunìlou ìlwn twn andrÿn) èqei kĹpoio sÔsthma xènwn antiprosÿpwn.

Orismìs 1.2. Gia kĹje J ⊆ [n] orÐzoume A(J) = A_F (J) = ⋃ j∈J A_j . O deÐkthc F ja paraleÐpetai ìtan den upĹrqei prìblhma sÔgqishc.

EÐnai fanerì pwc an to sÔsthma F èqei èna SXA {x_1, . . . , x_n} tìte èqoume (12) ∀J ⊆ [n] : |A(J)| ≥ |J|. Autì giatÐ to sÔnolo A(J) perièqei toulĹqiston ta x_j , j ∈ J, ta opoÐa ex orismoÔ eÐnai ìla diaforetikĹ.

H sunjăkh (12) lègetai sunjăkh tou Hall kai to epìmeno jeÿrhma mac lèei ìti ektìc apì anagkaÐa eÐnai kai ikană gia thn Ôparxh enìc SXA gia to sÔsthma sunìlwn F.

Jeÿrhma 1.1. (To jeÿrhma tou GĹmou) To sÔsthma sunìlwn F èqei SXA an kai mìno an isqÔei h sunjăkh tou Hall (12).

Apìdeixh. Epagwgă wc prìc n. Gia n = 1 to jeÿrhma eÐnai profanèc. Upojètoume pwc isqÔei mèqri kai n − 1. Estw F = {A_1, . . . , A_n} èna sÔsthma uposunìlwn tou X pou ikanopoieÐ thn (12). Ena sÔnolo J ⊂ [n], J ≠ ∅, [n], lègetai krÐsimo an |A(J)| = |J|.

PerÐptwsh 1h: Den upĹrqei krÐsimo sÔnolo J.

Apì thn (12) to A_1 èqei toulĹqiston èna stoiqeÐo, èstw x_1. JewroÔme tÿra to sÔsthma uposunìlwn tou X \ {x_1} F^′ = {A^′_2, . . . , A^′_n}, me A^′_j = A_j \ {x_1}, j = 2, . . . , n. Estw J ⊆ {2, . . . , n}. AfoÔ to J den eÐnai krÐsimo gia to sÔsthma F èqoume |A_F ′ (J)| ≥ |A_F (J)| − 1 > |J| − 1 ≥ |J|, Ĺra h sunjăkh tou Hall (12) isqÔei gia to sÔsthma F^′. Apì thn epagwgikă upìjesh upĹrqei èna SXA x_2, . . . , x_n gia to F^′. EÐnai eÔkolo tìte na deÐ kaneÐc pwc ta x_1, x_2, . . . , x_n eÐnai èna SXA gia to F.

1. EPAGWGH 11

PerÐptwsh 2h: UpĹrqei kĹpoio krÐsimo sÔnolo.

Estw J èna krÐsimo sÔnolo me to elĹqisto dunatì mègejoc. Gia aploÔsteush mporoÔme na jewrăsoume ìti J = {1, . . . , k}. Eqoume tìte |A(J)| = |J|. AfoÔ h sunjăkh tou Hall isqÔei gia to sÔsthma F eÐnai fanerì ìti ja isqÔei kai gia to sÔsthma A_1, . . . , A_k uposunìlwn tou A(J). AfoÔ k < n sumperaÐnoume apì thn epagwgikă upìjesh pwc upĹrqei SXA x_1, . . . , x_k ∈ A(J) gia ta A_1, . . . , A_k.

Ja deÐxoume ìti upĹrqei kai èna SXA gia ta sÔnola A_{k+1}, . . . , A_n me ìlouc touc antiprosÿpouc /∈ A(J), kai ètsi ja èqei oloklhrwjeÐ h apìdeixh. GiĹutì ja deÐxoume ìti isqÔei h sunjăkh tou Hall gia to sÔsthma F^′ = { A^′_{k+1}, . . . , A^′_n } uposunìlwn tou X \ A(J), me A^′_j = A_j \ A(J), j = k + 1, . . . , n. Estw loipìn I ⊆ {k + 1, . . . , n}. Prèpei na deÐxoume |A_F ′ (I)| ≥ |I|.

Apì th sunjăkh tou Hall gia to arqikì sÔsthma F èqoume |A_F (I ∪ J)| ≥ |I ∪ J| = |I| + |J|. AllĹ eÐnai fanerì ìti epÐshc èqoume A_F (I ∪ J) = A_F ′ (I) ∪ A_F (J), ìpou h ènwsh eÐnai xènh.

Epetai ìti |A_F ′ (I)| = |A_F (I ∪ J)| − |A_F (J)| = |A_F (I ∪ J)| − |J| ≥ |I ∪ J| − |J| = |I| + |J| − |J| = |I|, pou eÐnai autì pou jèlame na deÐxoume. Ara to sÔsthma F^′ èqei SXA tou opoÐou h ènwsh me to SXA {x_1, . . . , x_k} tou sustămatoc A_1, . . . , A_k, mac dÐnei èna SXA gia to arqikì sÔsthma F. □

§4. Prìtupo Diagÿnisma gia Ĺskhsă sac

Askhsh 1.11. DeÐxte ìti o arijmìc 8 diaireÐ to 9^k − 1 gia k ≥ 1. Askhsh 1.12. DeÐxte ìti gia n ≥ 0 kai 0 ≤ k ≤ n èqoume d^k dx^k x^n = n! (n − k)! x^{n−k}. Askhsh 1.13. DeÐxte epagwgikĹ ìti gia n ≥ 1 isqÔei (13) 1^3 + 2^3 + · · · + n^3 = (1 + 2 + · · · + n)^2.

Askhsh 1.14. DeÐxte thn isìthta ∑ {a_1,...,a_k }⊆[n] 1 a_1a_2 · · · a_k = n, ìpou sto Ĺjroisma upĹrqei akribÿc ènac prosjetèoc gia kĹje èna apì ta uposÔnola {a_1, . . . , a_k} tou [n] = {1, 2, . . . , n}. Askhsh 1.15. DÐnontai n kÔkloi sto epÐpedo. (DeÐte to Sqăma 3.) AutoÐ orÐzoun kĹpoia qwrÐa. DeÐxte ìti autĹ mporoÔn na qrwmatistoÔn kìkkina ă mplè me tètoio trìpo ÿste qwrÐa pou èqoun koinì sÔnoro (ìqi aplÿc koină gwnÐa allĹ olìklhro tìxo wc koinì sÔnoro) na èqoun diaforetikì qrÿma.

Oi kÔkloi brÐskontai se genikă jèsh: kĹje dÔo apì autoÔc eÐte tèmnontai eÐte eÐnai xènoi (den mporoÔn na efĹptontai) kai den upĹrqoun triplĹ shmeÐa tomăc.

12 1. EPAGWGH

Sqăma 3. KÔkloi pou orÐzoun qwrÐa sto epÐpedo

sapoÔni

kìyimo

Sqăma 4. H sokolĹta thc ’Askhshc 1.16 (m = 4, n = 5), kai èna kìyimo apì pĹnw proc to kĹtw.

Askhsh 1.16. ’Eqoume mia orjogÿnia sokolĹta pou apoteleÐtai apì tetragwnĹkia topojethmèna se m grammèc kai n stălec. To tetragwnĹki ìmwc thc pĹnw aristerĹ gwnÐac (kai mìno autì) eÐnai ftiagmèno apì sapoÔni antÐ gia sokolĹta.

DÔo paÐktec paÐzoun to akìloujo paiqnÐdi. ’Otan èrjei h seirĹ kĹpoiou paÐkth autìc kìbei èna kommĹti sokolĹta kai to trÿei. H m × n sokolĹta mporeÐ na kopeÐ eÐte orizìntia eÐte kĹjeta allĹ plărwc, dhl. an h sokolĹta kopeÐ orizìntia tìte aută qwrÐzetai se dÔo orjogÿniec sokolĹtec, mia k × n kai mia (m − k) × n, kai o paÐkthc dialègei kai trÿei èna apì ta dÔo orjogÿnia kommĹtia. OmoÐwc, an h sokolĹta kopeÐ kĹjeta tìte qwrÐzetai se duo kommĹtia, èna m × k kai èna m × (n − k). (DeÐte Sqăma 4.)

QĹnei o paÐkthc pou anagkĹzetai na fĹei to tetragwnĹki me to sapoÔni. Ja jèlate na paÐzate prÿtoc ă deÔteroc? H apĹnthsh exartĹtai apì ta m kai n. BreÐte (p.q. mantèyte) thn apĹnthsh kai apodeÐxte ìti èqete dÐkio me epagwgă wc proc to mègejoc thc sokolĹtac (mn).

KEF§ALAIO 2

Basikèc arqèc aparÐjmhshc

§1. Arqă pollaplasiasmoÔ anexĹrthtwn epilogÿn

Ac upojèsoume ìti kĹpoioc pÐnei ton kafè tou me ă qwrÐc zĹqarh, me ă qwrÐc gĹla. (Oi posìthtec gĹlatoc kai zĹqarhc pou mporeÐ kaneÐc na èqei eÐnai stajerèc. Den upĹrqei me olÐgh.) Pìsa diaforetikĹ eÐdh apì kafè prèpei na mporeÐ na ftiaxei èna kafeneÐo ÿste na mporeÐ na exuphretăsei ìlouc touc pelĹtec?

H apĹnthsh eÐnai 4:

(1) QwrÐc gĹla, qwrÐc zĹqarh (2) QwrÐc gĹla, me zĹqarh (3) Me gĹla, qwrÐc zĹqarh (4) Me gĹla, me zĹqarh

An skeftoÔme lÐgo prosektikìtera ja suneidhtopoiăsoume ìti 4 = 2 · 2 kai ìti o lìgoc pou h apĹnthsh eÐnai aută eÐnai ìti kĹje mia apì tic dÔo dunatèc epilogèc ìson aforĹ to perieqìmeno se gĹla mporeÐ na sunduasteÐ ma kĹje mÐa apì tic dÔo dunatèc epilogèc pou aforoÔn sto perieqìmeno se zĹqarh.

Askhsh 2.1. Poia h apĹnthsh sto Ĺnw <<prìblhma tou kafè>> an oi epilogèc mac wc proc th zĹqarh den eÐnai plèon oi NAI, OQI, allĹ mporoÔme eÐte na mhn èqoume kajìlou zĹqarh, eÐte na èqoume èna fakelĹki, eÐte dÔo?

Askhsh 2.2. An to arqikì <<prìblhma tou kafè>> prostejeÐ h epilogă KRUOS ă ZESTOS, thn opoÐa mporoÔme na èqoume anexĹrthta apì to gĹla ă th zĹqarh pou dialègoume, poia eÐnai h apĹnthsh?

H arqă tou pollaplasiasmoÔ anexĹrthtwn epilogÿn kwdikopoieÐ thn aplă aută paratărhsh pou kĹname:

Ac upojèsoume ìti èqoume na paragmatopoiăsoume mia sÔnjeth epilogă, h opoÐa sunÐstatai apì thn pragmatopoÐhsh k epÐ mèrouc epilogÿn, pou pragmatopoioÔntai anexĹrthta h mÐa apì thn Ĺllh, eÐnai dhl. tètoiec oi epÐ mèrouc epilogèc ÿste h epilogă timÿn gia kĹpoiec apì autèc na mhn ephreĹzei tic dunatìthtec pou upĹrqoun gia tic upìloipec. Tìte to sunolikì plăjoc dunatotătwn pou èqoume gia th sÔnjetă mac epilogă eÐnai to ginìmeno twn k dunatotătwn gia tic epÐ mèrouc epilogèc mac.

Se pio austhră glÿssa h arqă tou pollaplasiasmoÔ anexartătwn epilogÿn ekfrĹzetai wc exăc (genikĹ me |X| sumbolÐzoume ton plhjĹrijmo`pìsa stoiqeÐa èqei`tou sunìlou X):

Jeÿrhma 2.1. ’Estw k fusikìc arijmìc kai E to sÔnolo ìlwn twn diaforetikÿn k-Ĺdwn (x_1, . . . , x_k) ìpou x_1 ∈ E_1, x_2 ∈ E_2, . . . , x_k ∈ E_k, kai ta E_j eÐnai ìla peperasmèna sÔnola. Tìte |E| = |E_1| · |E_2| · · · |E_k|. Apìdeixh. Apìdeixh me epagwgă wc proc k. An k = 1 prìkeitai perÐ tautologÐac, afoÔ E = E_1.

Upojètoume tÿra ìti h prìtash isqÔei gia k = n kai th deÐqnoume gia k = n + 1. Jèloume na metrăsoume ta diatetagmèna antikeÐmena thc morfăc (14) (x_1, . . . , x_n, x_{n+1})

14 2. BASIKES ARQES APARIJMHSHS

ìpou x_j ∈ E_j , gia j = 1, . . . , n + 1. An E_{n+1} = {e_1, . . . , e_r} autĹ ta antikeÐmena (14) qwrÐzontai stic exăc xènec metaxÔ touc r omĹdec: G_1 eÐnai ekeÐna ta antikeÐmena pou sthn teleutaÐa jèsh touc èqoun e_1, dhl. ìla ta antikeÐmena thc morfăc (15) (x_1, . . . , x_n, e_1), me x_j ∈ E_j , G_2 eÐnai ekeÐna ta antikeÐmena me e_2 sthn teleutaÐa jèsh, k.o.k. Oi omĹdec autèc eÐnai metaxÔ touc isoplhjeÐc, afoÔ, p.q. mporeÐ h G_1 na tejeÐ se 1-1 kai epÐ antistoiqÐa me th G_2 mèsh thc apeikìnishc G_1 → G_2 (x_1, . . . , x_n, e_1) → (x_1, . . . , x_n, e_2).

To sunolikì plăjoc loipìn twn antikeimènwn tÔpou (14) eÐnai (16) |G_1| · r = |G_1| · |E_{n+1}|. AllĹ, eÐnai fanerì, to plăjoc stoiqeÐwn thc G_1 eÐnai ìsa kai ta diatetagmèna antikeÐmena (x_1, . . . , x_n), me x_j ∈ E_j , pou, lìgw thc epagwgikăc upìjeshc, eÐnai Ðso me |E_1| · · · |E_n|. Antikajistÿntac sthn (16) paÐrnoume to apotèlesma. □ Askhsh 2.3. Pìsouc dekadikoÔc akeraÐouc me to polÔ trÐa yhfÐa mporeÐ kaneÐc na grĹyei qrhsimopoiÿntac mìno ta grĹmmata 2,3,5?

Askhsh 2.4. Pìsec diaforetikèc stălec PRO-PO upĹrqoun (măkouc 13, me 1,2 ă Q se kĹje jèsh)? Askhsh 2.5. Pìsec diaforetikèc triĹdec grammĹtwn mporoÔn na emfanistoÔn se ellhnikèc pinakÐdec autokinătwn? (Se autèc qrhsimopoioÔntai mìno grĹmmata pou anăkoun kai sto ellhnikì kai sto latinikì alfĹbhto.) An kĹje tètoia triĹda akoloujeÐtai apì èna tetrayăfio fusikì arijmì (me prÿto yhfÐo diaforetikì apì to 0) pìsa to polÔ autokÐnhta mporoÔn na taxinomhjoÔn sthn EllĹda?

Askhsh 2.6. An rÐqnete suneqÿc èna zeugĹri tÐmia zĹria, pìso suqnĹ perimènete na fèrete dÔo Ĺsouc? ’Aso kai dÔo?

1.1 Plăjoc uposunìlwn enìc peperasmènou sunìlou H prÿth shmantikă efarmogă thc arqăc pollaplasiasmoÔ twn anexĹrthtwn epilogÿn eÐnai to akìloujo.

Jeÿrhma 2.2. ’Estw sÔnolo A me n stoiqeÐa, kai P(A) to dunamosÔnolo tou A, dhl. to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou A. Tìte |P(A)| = 2^n. Apìdeixh. MporeÐ kaneÐc eÔkola na apodeÐxei to Jeÿrhma me epagwgă wc proc to n, allĹ ac doÔme pÿc apodeiknÔetai efarmìzontac thn arqă pollaplasiasmoÔ. H basikă paratărhsh eÐnai ìti to plăjoc ìlwn twn uposunìlwn tou A = {a_1, . . . , a_n} mporeÐ na tejeÐ se 1-1 kai epÐ antistoiqÐa me to sÔnolo ìlwn twn diatetagmènwn n-Ĺdwn (17) (x_1, . . . , x_n) me x_1, . . . , x_n ∈ {0, 1}.

’Ontwc, h 1-1 kai epÐ aută antistoiqÐa eÐnai aută pou stèlnei to tuqìn uposÔnolo B ⊆ A sth n-Ĺda (x_1, . . . , x_n) ìpou x_j = 1 an kai mìno an j ∈ B (bebaiwjeÐte ìti aută h apeikìnish ìntwc eÐnai 1-1 kai epÐ).

AntÐ na metrăsoume loipìn ta stoiqeÐa tou P(A) = {B : B ⊆ A} mporoÔme na metrăsoume to plăjoc twn n-Ĺdwn (17). To apotèlesma eÐnai to Ðdio.

Gia na metrăsoume tÿra tic n-Ĺdec (17) skeftìmaste wc exăc: gia na epilèxoume mia tuqoÔsa n-Ĺda prèpei na kĹnoume n anexĹrthtec epilogèc, mia gia kĹje x_j , kai se kĹje mia apì autèc tic epilogèc èqoume dÔo dunatìthtec. ’Ara, to plăjoc dunatotătwn gia th sunolikă epilogă eÐnai 2 · 2 · · · 2 n = 2^n. □

Askhsh 2.7. Dÿste epagwgikă apìdeixh (wc proc to n) tou Jewrămatoc 2.2.

2. BASIKES ARQES APARIJMHSHS 15

ParĹdeigma 2.1. Mè pìsouc trìpouc mporeÐ kaneÐc na epilèxei dÔo xèna metaxÔ touc uposÔnola A kai B tou sunìlou [n] = {1, 2, . . . , n}? (’Askhsh sto diagÿnisma SeptembrÐou 2003)

Ta sÔnola autĹ mporoÔn an eÐnai kai kenĹ.

Gia na apantăsoume skeftìmaste wc exăc, kai o trìpoc autìc skèyhc apoteleÐ upìdeigma gia to pÿc skeftìmaste sthn pleionìthta twn periptÿsewn. Gia na metrăsoume loipìn ta sugkekrimèna antikeÐmena brÐskoume, kat’ arqăn, mia diadikasÐa gia na ta kataskeuĹsoume. Aută h diadikasÐa prèpei na eÐnai tètoia ÿste

• Na kwdikopoieÐtai me mia akoloujÐa apì epilogèc metĹ apì tic opoÐec katalăgoume se èna apì ta antikeÐmena thc klĹshc pou prospajoÔme na metrăsoume, • Gia kĹje mia apì tic dunatèc akoloujÐec epilogÿn pou kĹnoume na prokÔptei kai èna diaforetikì antikeÐmeno apì thn klĹsh, kai • Gia kĹje stoiqeÐo thc klĹshc twn proc mètrhsh antikeimènwn upĹrqei mia akoloujÐa epilogÿn (pou eÐnai kai monadikă, apì thn prohgoÔmenh apaÐthsh) pou mac dÐnei to stoiqeÐo autì.

H kataskeuă pou dÐnoume gia to sugkekrimèno prìblhma eÐnai h exăc. ProqwrĹme gia i = 1 èwc i = n kai gia kĹje i epilègoume an ja eÐnai sto sÔnolo A, sto sÔnolo B ă an de ja eÐnai se kanèna apì autĹ. De mporeÐ na eÐnai kai sta dÔo afoÔ ta A kai B ta jèloume xèna metaxÔ touc.

EÐnai fanerì pwc an èqoume dÔo diaforetikèc akoloujÐec apì tic n autèc epilogèc, tìte autèc odhgoÔn se dÔo diaforetikĹ antikeÐmena, se dÔo diaforetikĹ dhl. zeÔgh xènwn uposunìlwn A, B ⊆ [n]. ’Etsi, to plăjoc twn antikeimènwn pou mac endiafèrei eÐnai Ðso me to plăjoc twn dunatÿn akoloujiÿn epilogÿn mac. EÐnai epÐshc fanerì ìti oi n aplèc epilogèc pou apartÐzoun aută thn akoloujÐa epilogÿn eÐnai anexĹrthtec metaxÔ touc, afoÔ kĹje forĹ, kai ìti kai na èqoume epilèxei mèqri stigmăc, treÐc eÐnai oi dunatèc epilogèc mac gia ton trèqonta arijmì i, dhl. na epilèxoume i ∈ A, i ∈ B ă i /∈ A ∪ B. ’Etsi, to telikì apotèlesma eÐnai 3 · · · 3 n = 3^n. Askhsh 2.8. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume dÔo uposÔnola A kai B tou [n] ÿste A ⊆ B?

Askhsh 2.9. Poia h apĹnthsh sto erÿthma tou ParadeÐgmatoc 2.1 an apaităsoume ta sÔnola A kai B na eÐnai mh kenĹ? (Upìdeixh: afairèsete apì thn apĹnthsh pou dìjhke sto ParĹdeigma 2.1 mia katĹllhlh posìthta pou antiproswpeÔei epilogèc pou den plhroÔn to kritărio thc mh kenìthtac pou èqoume jèsei.)

1.2 Plăjoc sunartăsewn apì sÔnolo A se sÔnolo B

Mia sunĹrthsh apì to sÔnolo A sto sÔnolo B eÐnai aplĹ mia antistoÐqish kĹje stoiqeÐou tou A se kĹpoio stoiqeÐo tou B. An |A| = m kai |B| = n pìsec tètoiec sunartăseic upĹrqoun? H apĹnthsh eÐnai n^m:

Jeÿrhma 2.3. An A kai B eÐnai dÔo peperasmèna sÔnola, kai me B^A sumbolÐsoume to sÔnolo ìlwn twn sunartăsewn apì to A sto B, tìte | |B^A | | = |B|^{|A|}. Apìdeixh. To na epilèxoume mia sunĹrthsh apì to A sto B (èna mèloc dhl. tou sunìlou B^A) shmaÐnei aploÔstata na epilèxoume thn eikìna kĹje stoiqeÐou tou A anĹmesa se ìla ta stoiqeÐa tou B. Oi epilogèc autèc eÐnai profanÿc anexĹrthtec metaxÔ touc afoÔ den èqoume jèsei kanèna periorismì sto ti eÐdouc sunartăseic jèloume (p.q., ja mporoÔsame na jèloume 1-1 sunartăseic mìno`se aută thn perÐptwsh oi epilogèc de ja ătan fusikĹ anexĹrthtec). ’Etsi to plăjoc twn dunatÿn epilogÿn eÐnai |B| · · · |B| |A| = |B|^{|A|}.

□

16 2. BASIKES ARQES APARIJMHSHS

Askhsh 2.10. Poio to plăjoc twn sunartăsewn [n] → {0, 1}? PerigrĹyte mia fusiologikă sqèsh me ta uposÔnola tou [n]?

Askhsh 2.11. Pìsoi m × n pÐnakec upĹrqoun me stoiqeÐa 0, 1 ă 3?

Askhsh 2.12. Poio to plăjoc twn sunartăsewn f : [n] → N = {0, 1, 2, . . .} pou plhroÔn thn anisìthta f(k) < k gia kĹje k ∈ [n]?

Askhsh 2.13. An A = {−n, −n + 1, . . . , n − 1, n} poio to plăjoc twn sunartăsewn A → A pou eÐnai Ĺrtiec, plhroÔn dhl. f(−x) = f(x) gia ìla ta x ∈ A?

Askhsh 2.14. Pìsoi akèraioi arijmoÐ, mikrìteroi apì 10^6, èqoun kĹpoio 2 sto dekadikì touc anĹptugma? (Upìdeixh: Pìsoi den èqoun?)

Askhsh 2.15. Pìsouc diairètec èqei o fusikìc arijmìc

(18) n = p^{ν1}_1 · · · p^{νk}_k ?

O n èqei grafeÐ san ginìmeno dunĹmewn xènwn metaxÔ touc prÿtwn^1 arijmÿn p_j . MporeÐte na qrhsimopoiăsete to jemeliÿdec jeÿrhma pou lèei ìti kĹje fusikìc arijmìc n grĹfetai katĹ monadikì trìpo sth morfă (18), ektìc Ðswc apì th seirĹ twn paragìntwn.

§2. Arqă pollaplasiasmoÔ hmi-anexĹrthtwn epilogÿn EÐdame sthn §1 ìti ìtan èqoume na paragmatopoiăsoume mia sÔnjeth epilogă pou apoteleÐtai apì pollèc epÐ mèrouc epilogèc, oi opoÐec eÐnai anexĹrthtec h mia apì thn Ĺllh, mporoÔme dhl. na pragmatopoiăsoume tic epÐ mèrouc epilogèc ìlec tautìqrona, tìte to plăjoc duantotătwn gia th sÔnjeth epilogă isoÔtai me to ginìmeno twn duanatotătwn gia tic epÐ mèrouc epilogèc.

H arqă pollaplasiasmoÔ gÐnetai polÔ qrhsimìterh metĹ apì thn exăc paratărhsh. De qreiĹzetai oi epÐ mèrouc epilogèc mac na eÐnai anexĹrthtec. MporoÔme na epitrèyoume h prÿth mac epÐ mèrouc epilogă na ephreĹzei tic dunatìthtèc mac gia th deÔterh (ă kĹpoia Ĺllh) epilogă, arkeÐ na mhn ephreĹzei to plăjoc twn dunatotătwn gia thn epilogă aută. Den apaitoÔme dhl. na mènei to sÔnolo dunatotătwn thc kĹje epÐ mèrouc epilogăc analloÐwto apì kĹje prohgoÔmenă mac apìfash, arkeÐ na mènei to mègejoc tou sunìlou analloÐwto. Lème tìte ìti oi epÐ mèrouc epilogèc mac eÐnai hmi-anexĹrthtec^2.

ParĹdeigma 2.2. Ac upojèsoume ìti, parĹllhla me tic upojèseic thc ’Askhshc 2.1, se èna perièrgo tìpo o kìsmoc den pÐnei potè skèto kafè qwrÐc gĹla kai ìti den pÐnei epÐshc potè glukì (2 fakelĹkia zĹqarh) me gĹla. To plăjoc twn dunatÿn tÔpwn kafè eÐnai pĹli 2 · 2 an kai tÿra oi epilogèc (gĹla, zĹqarh) den eÐnai plèon anexĹrthtec, afoÔ an kĹpoioc epilèxei prÿta kafè qwrÐc gĹla oi epilogèc tou wc proc th zĹqarh eÐnai 1 ă 2 fakelĹkia enÿ an epilèxei kafè me gĹla oi epilogèc tou wc proc th zĹqarh eÐnai 0 ă 1 fakelĹki. Oi epilogă dhl. pou kĹnoume gia to gĹla ephreĹzei tic epilogèc mac gia th zĹqarh, allĹ ìqi to plăjoc twn epilogÿn autÿn, eÐnai dhl. h epilogă thc zĹqarhc hmianexĹrthth apì thn epilogă tou gĹlaktoc.

Paratărhsh 2.1. EÐnai pĹra polÔ shmantikì na parathrăsoume edÿ ìti h ènnoia thc hmi-anexarthsÐac ìpwc thn orÐsame perigrafikĹ edÿ exartĹtai apì th seirĹ me thn opoÐa pragmatopoioÔntai oi epÐ mèrouc epilogèc. An sto ParĹdeigma 2.2 epilèxei kaneÐc prÿta to epÐpedo zĹqarhc kai metĹ to an ja èqei o kafèc tou gĹla ă ìqi, paÔei h hmi-anexarthsÐa. An epilèxei kĹpoioc o kafèc tou na eÐnai skètoc (kajìlou zĹqarh) tìte èqei mÐa epilogă gia to gĹla: prèpei opwsdăpote na bĹlei. An epilèxei 1 fakelĹki zĹqarh mporeÐ bĹlei gĹla ă ìqi, enÿ an epilèxei 2 fakelĹkia zĹqarh pĹli èqei 1 epilogă: na mh bĹlei gĹla. An ajroÐsoume to plăjoc twn epilogÿn tìte paÐrnoume pĹli 1 + 2 + 1 = 4 fusikĹ. AllĹ parathreÐste ìti autìc o trìpoc metrămatoc eÐnai pio perÐplokoc mia kai den mporoÔme plèon na pollaplasiĹsoume tic epilogèc, allĹ prèpei na ajroÐsoume. Gi’ autì kai èna megĹlo kommĹti apì thn tèqnh tou metrămatoc ègkeitai sto na dialèxoume mia kală seirĹ metrămatoc, pou ja odhgăsei se aplì mètrhma.

1Prÿtoc lègetai ènac akèraioc megalÔteroc tou 1 an den èqei Ĺllouc diairètec parĹ mìno ton eautì tou kai to 1. P.q.

prÿtoi arijmoÐ eÐnai oi 2, 3, 5, 7, 11, 13, enÿ o 6 den eÐnai prÿtoc, allĹ sÔnjetoc arijmìc. UpĹrqoun Ĺpeiroi prÿtoi arijmoÐ.

2O ìroc den eÐnai kajierwmènoc.

2. BASIKES ARQES APARIJMHSHS 17

ParĹdeigma 2.3. Mia 10-melăc omĹda epilègei arqhgì kai (diaforetikì) uparqhgì. Me pìsouc trìpouc mporeÐ na gÐnei autì?

H apĹnthsh eÐnai me 10·9 = 90 diaforetikoÔc trìpouc. Prÿta epilègetai o arqhgìc kai metĹ o uparqhgìc. Gia ton arqhgì èqoume 10 epilogèc. AfoÔ epilegeÐ autìc, èstw o x, sth jèsh tou uparqhgoÔ mporoÔme na epilèxoume opoiondăpote ektìc tou x, èqoume dhl. 9 epilogèc. ParathreÐste ìti oi dÔo epilogèc den eÐnai anexĹrthtec afoÔ h epilogă tou arqhgoÔ ephreĹzei to sÔnolo twn dunatÿn epilogÿn gia uparqhgì, den ephreĹzei ìmwc to plăjoc twn dunatÿn uparqhgÿn. EÐnai dhl. oi dÔo autèc epilogèc hmi-anexĹrthtec.

Askhsh 2.16. ’Estw mia omĹda 5 andrÿn kai mia omĹda 7 gunaikÿn. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na pantrèyoume kai touc 5 Ĺndrec me gunaÐkec apì aută thn omĹda twn 7? IsqÔoun oi sunăjeic kanìnec (ìqi digamÐa).

Askhsh 2.17. Gia m ≤ n pìsec 1-1 sunertăseic upĹrqoun apì to [m] sto [n]? Askhsh 2.18. Sthn ’Askhsh 2.16 allĹxte touc koinwnikoÔc kanìnec ÿste na epitrèpoun se mia gunaÐka na pantreuteÐ tautìqrona ìsouc Ĺntrec jèlei.

2.1 Plăjoc diatetagmènwn epilogÿn. Metajèseic sunìlou Me pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume, katĹ trìpo diatetagmèno, r Ĺtoma apì n?

Jeÿrhma 2.4. To plăjoc twn diatetagmènwn r-Ĺdwn (r ≤ n) (19) (x_1, . . . , x_r) me x_j ∈ [n] ìla diaforetikĹ eÐnai n(n − 1)(n − 2) · · · (n − r + 1). Apìdeixh. Epilègoume prÿta to x_1. Gi’ autì èqoume n dunatìthtec. ’Eqontac epilèxei to x_1 den mporoÔme plèon na dialèxoume to Ðdio stoiqeÐo kai gia x_2. Oi dunatìthtec pou èqoume Ĺra gia to x_2 eÐnai mÐa ligìterec, dhl. n − 1. ’Eqontac epilèxei ta x_1, x_2 oi dunatìthtec gia to x_3 eÐnai plèon n − 2, klp. ParathroÔme ìti oi epilogèc eÐnai hmi-anexĹrthtec. Den ephreĹzoun dhl. oi mèqri kĹpoia stigmă epilogèc mac to plăjoc twn metèpeita epilogÿn mac. Efarmìzontac thn arqă tou pollaplasiasmoÔ paÐrnoume to apotèlesma, afoÔ gia to x_r ja èqoume n − r + 1 = n − (r − 1) dunatìthtec afoÔ ja èqoun ădh qrhsimopoihjeÐ akribÿc r − 1 stoiqeÐa apì ta n. □

Pìrisma 2.1. To plăjoc twn trìpwn na diatĹxoume sth seirĹ ta stoiqeÐa enìc sunìlou me n stoiqeÐa eÐnai n! = 1 · 2 · 3 · · · n. Oi diaforetikoÐ autoÐ trìpoi diĹtaxhc ìlwn twn stoiqeÐwn enìc sunìlou lègontai metajèseic tou sunìlou.

Apìdeixh. To na diatĹxoume ta stoiqeÐa tou sunìlou sth seirĹ eÐnai to Ðdio prĹgma me to na dialèxoume mia diatetagmènh n-Ĺda apì autĹ. Efarmìzoume loipìn to Jeÿrhma 2.4 me r = n. □

Askhsh 2.19. GrĹyte ìlec tic metajèseic tou sunìlou {A, B, C}.

Askhsh 2.20. Me pìsouc trìpouc mporoÔn na diataqjoÔn ta yhfÐa 1,2,3,4,5? Me pìsouc ta yhfÐa 1,1,3,4,5?

Askhsh 2.21. Se mia pìlh me exayăfia thlèfwna pìsa noÔmera to polÔ mporeÐ na upĹrqoun qwrÐc epanalambanìmena yhfÐa?

2.2 Mh diatetagmènec epilogèc. SunduasmoÐ Pìsa uposÔnola tou sunìlou [n] (ă, en gènei, enìc sunìlou me n stoiqeÐa) upĹrqoun me mègejoc k?

18 2. BASIKES ARQES APARIJMHSHS

Jeÿrhma 2.5. An 0 ≤ k ≤ n tìte to sÔnolo [n] (ă opoiodăpote sÔnolo me n stoiqeÐa) èqei ( n k ) := n(n − 1) · · · (n − k + 1) k! uposÔnola megèjouc k (akoloujoÔme th sÔmbash ìti èna ginìmeno me 0 parĹgontec isoÔtai me 1, ètsi 0! = 1).

To sÔmbolo (_n k ) profèretai: n anĹ k.

Pìrisma 2.2. An n, k fusikoÐ arijmoÐ, 0 ≤ k ≤ n, tìte a arijmìc n(n − 1) · · · (n − k + 1) k! eÐnai akèraioc.

Apìdeixh. Autì pou zhtĹme na metrăsoume eÐnai to plăjoc twn mh diatetagmènwn k-Ĺdwn me diaforetikĹ stoiqeÐa apì to [n]. Lègontac ìti jèloume na metrăsoume fimh diatetagmènecfl k-Ĺdec ennoÔme ìti an dÔo k-Ĺdec diafèroun mìno wc proc th seirĹ pou emfanÐzontai ta stoiqeÐa touc, tìte autèc tic jewroÔme Ðdiec kai tic metrĹme mÐa forĹ. An autì den Ðsque, an dhl. diaforetikĹ diatetagmènec k-Ĺdec jewroÔntan diaforetikèc, tìte thn apĹnthsh th dÐnei to Jeÿrhma 2.4, dhl. n(n − 1) · · · (n − k + 1).

ParatreÐste tÿra ìti se kĹje mh diatetagmènh k-Ĺda, se kĹje dhl. k-melèc uposÔnolo tou [n], antistoiqoÔn akribÿc k! diatetagmènec k-Ĺdec, mia kai me tìsouc trìpouc mporoÔn na diataqjoÔn ta stoiqeÐa enìc k-meloÔc sunìlou (Pìrisma 2.1). ’Ara, ston arijmì n(n − 1) · · · (n − k + 1) kĹje k-melèc uposÔnolo tou [n] èqei metrhjeÐ akribÿc k! forèc. Gia na broÔme sunepÿc to plăjoc twn k-melÿn uposunìlwn tou [n] arkeÐ na diairèsoume autì ton arijmì me k!. □

Paratărhsh 2.2. EÐnai shmantikì na tonÐsoume edÿ ìti h prohgoÔmenh apìdeixh douleÔei akribÿc epeidă kĹje k-melèc sÔnolo eÐqe metrhjeÐ ton Ðdio arijmì forÿn sthn posìthta n(n − 1) · · · (n − k + 1), kai Ĺra dikaioÔmastan na diairèsoume dia autì ton arijmì forÿn.

Askhsh 2.22. Poia eÐnai ta dimelă uposÔnola tou [4] = {1, 2, 3, 4}.

ParĹdeigma 2.4. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume tèssereic diaforetikoÔc diyăfiouc akeraÐouc (de mac endiafèrei h seirĹ touc) oÔtwc ÿste na qwrÐzontai autoÐ se dÔo zeÔgh kai oi arijmoÐ kĹje zeÔgouc na èqoun to Ðdio deÔtero (qamhlìtero) yhfÐo allĹ arijmoÐ se diaforetikĹ zeÔgh na èqoun diaforetikì deÔtero yhfÐo?

Gia na metrăsoume touc trìpouc skeftìmaste me poia diadikasÐa ja parĹgoume monosămanta èna tètoio apotèlesma. ParathroÔme ìti sth deÔterh jèsh qrhsimopoioÔntai akribÿc dÔo yhfÐa, èna sto èna zeÔgoc kai èna gia to Ĺllo. ApofasÐzoume loipìn kĹje tetrĹda tètoiwn arijmÿn na th grĹfoume wc exăc: (20) xa, ya, zb, wb ìpou isqÔei (21) a, b ∈ {0, . . . , 9}, x, y, z, w ∈ {1, . . . , 9}, a > b, x > y, z > w. Thn teleutaÐa aută apaÐthsh th bĹzoume ÿste kĹje tetrĹda apì autèc pou jèloume na metrăsoume na grĹfetai me monadikì trìpo sth morfă (20). PĹnta dhl. ìtan eÐnai na grĹyoume mia tetrĹda kĹtw grĹfoume prÿta to zeugĹri ìpou to yhfÐo twn monĹdwn eÐnai to megalÔtero, kai mèsa se kĹje zeugĹri grĹfoume prÿta autìn ton arijmì tou opoÐo to yhfÐo twn dekĹdwn eÐnai to megalÔtero.

Ta antikeÐmena dhl. pou jèloume na metrăsoume eÐnai se èna proc èna antistoiqÐa me tic exĹdec (a, b, x, y, z, w) pou ikanopoioÔn thn (21). Gia na metrăsoume tic exĹdec autèc metrĹme prÿta pìsec eÐnai oi epilogèc mac gia to zeÔgoc a, b, pìsec gia to zeÔgoc x, y kai pìsec gia to zeÔgoc z, w. Epeidă, lìgw thc fÔshc thc sunjăkhc (21), autèc oi epilogèc eÐnai anexĹrthtec metaxÔ touc mporoÔme na tic pollaplasiĹsoume. AllĹ gia na epilèxoume to zeÔgoc a, b ∈ {0, . . . , 9} me a > b mporoÔme aplĹ na epilèxoume èna dimelèc uposÔnolo tou {0, . . . , 9} kai na onomĹsoume a to megalÔtero stoiqeÐo tou kai b to mikrìtero. To plăjoc epilogÿn mac dhl. eÐnai

(_{10} 2 ) kai, omoÐwc skeptìmenoi, blèpoume ìti gia to zeÔgoc x, y èqoume

(_9 2 ) epilogèc kai omoÐwc gia to zeÔgoc z, w.

2. BASIKES ARQES APARIJMHSHS 19

To telikì apotèlesma eÐnai loipìn ( 10 2 )( 9 2 )_2 . ParĹdeigma 2.5. Apì mia sunhjismènh trĹpoula me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume mai exĹda apì fÔlla upì ton periorismì ìti akribÿc trÐa apì autĹ eÐnai spajiĹ (♣)? Oi exĹdec pou epilègoume eÐnai mh diatetagmènec.

Gia na apantăsoume brÐskoume mia diadikasÐa paragwgăc tou tupikoÔ apotelèsmatoc. AfoÔ loipìn prèpei trÐa apì autĹ ta qartiĹ na eÐnai spajiĹ xekinĹme dialègontac prÿta ap’ ìla autĹ. Ta trÐa autĹ fÔlla epilègontai qwrÐc kanèna periorismì apì ta 13 sunolikĹ spajiĹ thc trĹpoulac. ’Ara oi dunatìthtec gi’ aută thn epilogă eÐnai

(_{13} 3 ) . Sth sunèqeia epilègoume ta upìloipa trÐa fÔlla pou prèpei aplĹ na mhn eÐnai spajiĹ, epilègontai dhl.

apì ta 3 × 13 = 39 fÔlla pou den eÐnai spajiĹ, dÐnontĹc mac

(_{39} 3 ) dunatìthtec.

Epeidă h prÿth epilogă (twn spajiÿn) eÐnai anexĹrthth apì th deÔterh to telikì apotèlesma eÐnai ( 13 3 ) · ( 39 3 ) . ParĹdeigma 2.6. EÐnai polÔ shmantikì na tonÐsoume ìti h aparÐjmhsh pou kĹname sto ParĹdeigma 2.5 eÐnai swstă epeidă h mèjodoc kataskeuăc èqei tic akìloujec idiìthtec

• EÐnai tètoia ÿste diaforetikèc epÐ mèrouc epilogèc (sth mèjodo kataskeuăc pou perigrĹyame oi epÐ mèrouc epilogèc ătan dÔo: prÿta h epilogă twn spajiÿn kai metĹ h epilogă twn mh spajiÿn) odhgoÔn anagkastikĹ se diaforetikì apotèlesma, kai • KĹje dunatì apotèlesma eÐnai dunatì na kataskeuasteÐ me th mèjodì mac.

Oi dÔo autèc idiìthtec mazÐ exasfalÐzoun ìti upĹrqei amfimonosămanth antistoiqÐa anĹmesa se autĹ pou kataskeuĹzoume kai se autĹ pou jèloume na metrăsoume, Ĺra mporoÔme aplĹ na metrăsoume to plăjoc twn antikeimènwn pou kataskeuĹzoume.

Gia na tonÐsoume to pìso shmantikèc eÐnai autèc oi dÔo idiìthtec kai pìso prosektikoÐ prèpei na eÐmaste se antÐstoiqa metrămata, ac parallĹxoume lÐgo to erÿthma tou ParadeÐgmatoc 2.5. Ac rwtăsoume to Ðdio me mình diaforĹ ìti tÿra den apaitoÔme akribÿc trÐa fÔlla na eÐnai spajiĹ allĹ toulĹqiston trÐa.

Ac broÔme mia diadikasÐa kataskeuăc (sÔnjeth epilogă). AfoÔ ìpwsdăpote jèloume trÐa spajiĹ ac xekinăsoume epilègontĹc ta. ’Eqoume pĹli

(_{13} 3 ) dunatìthtec gi’ aută thn epilogă. Sto deÔtero stĹdio mènei aplĹ na epilèxoume Ĺlla trÐa fÔlla apì ta enapomènanta 49, afoÔ tÿra de mac peirĹzei na èqoume epiplèon spajiĹ. Sto deÔtero stĹdio loipìn èqoume

(_{49} 3 ) dunatìthtec. Ef’ ìson ta dÔo stĹdia epilogăc eÐnai hmianexĹrthta (prohgoumènwc ătan anexĹrthta) mporoÔme kai pĹli na pollaplasiĹsoume kai paÐrnoume telikì apotèlesma ( 13 3 ) · ( 49 3 ) . LAJOS!

Kai o lìgoc eÐnai ìti mporoÔme na èqoume to Ðdio apotèlesma akìmh ki an h sÔnjeth epilogă mac allĹxei. Gia parĹdeigma, h kataskeuă mac mporeÐ sto prÿto stĹdio na mac dÿsei 1 ♣, 2 ♣, 3 ♣ kai sto deÔtero 4 ♣, 1 ♥ kai 2 ♥. MporeÐ epÐshc na mac dÿsei sto prÿto stĹdio 1 ♣, 2 ♣, 4 ♣ kai sto deÔtero na mac dÿsei 3 ♣, 1 ♥ kai 2 ♥. H telikă exĹda eÐnai stic dÔo autèc periptÿseic h Ðdia. ’Ara o arijmìc

(_{13} 3 ) · (_{49} 3 ) pou upologÐsame prohgoumènwc eÐnai austhrĹ (kai mĹllon katĹ polÔ) megalÔteroc thc pragmatikìthtac.

Pÿc mporoÔme na diorjÿsoume th mèjodì mac? Mia aplă apĹnthsh eÐnai ìti mporoÔme na diaqwrÐsoume tic dunatèc exĹdec se tèssereic kathgorÐec: autèc pou èqoun akribÿc 3, akribÿc 4, akribÿc 5 ă akribÿc 6 spajiĹ. MporoÔme eÔkola na metrăsoume tic exĹdec kĹje kathgorÐac, ousiastikĹ me th mèjodo tou ParadeÐgmatoc 2.5, kai sto tèloc na prosjèsoume autĹ ta tèssera noÔmera. ’Etsi to apotèlesma eÐnai ( 13 3 )( 39 3 ) + ( 13 4 )( 39 2 ) + ( 13 5 ) 39 + ( 13 6 )

20 2. BASIKES ARQES APARIJMHSHS

ìpou o kĹje prosjetèoc antiproswpeÔei kai mia kathgorÐa. (BebaiwjeÐte ìti katalabaÐnete aută thn antistoiqÐa.)

ParĹdeigma 2.7. An anaptÔxoume (grĹyoume dhl. sth morfă a_0 +a_1x+a_2x^2 +· · ·+a_nx^n) to poluÿnumo (1 + x)^{10} poioc eÐnai o suntelestăc tou x^4?

Ac skeftoÔme lÐgo pÿc upologÐzei kaneÐc to anĹptugma enìc ginomènou, gia aplìthta tou (a + b)^2 = (a + b)(a + b) pou èqei dÔo mìno parĹgontec kai ìqi 10 ìpwc autì pou zhtĹme. To brÐskoume paÐrnontac kĹje prosjetèo tou prÿtou ajroÐsmatoc pollaplasiasmèno me kĹje prosjetèo tou deÔterou, kai ajroÐzoume ta apotelèsmata. An loipìn rwtăsoume poiìc eÐnai o suntelestăc tou ab sto anĹptugma, eÐnai sa na rwtĹme me pìsouc trìpouc mporeÐ na emfanisteÐ to ginìmeno ab kĹnontac to anĹptugma ìpwc parapĹnw.

Lìgw antimetajatikìthtac tou pollaplasiasmoÔ autì mporeÐ na emfanisteÐ eÐte wc ab eÐte wc ba. To ab emfanÐzetai akribÿc mÐa forĹ, ìtan sunduĹzoume sto anĹptugma to a apì thn prÿth parènjesh me to b apì th deÔterh. Den upĹrqei Ĺlloc trìpoc. OmoÐwc mÐa forĹ emfanÐzetai kai to ba ìtan sunduĹzetai to b apì thn prÿth parènjesh me to a apì th deÔterh. ’Ara o suntelestăc tou ab sto anĹptugma eÐnai 1 + 1 = 2. OmoÐwc ta a^2 kai b^2 mporoÔn to kajèna na prokÔyoun me èna mìno trìpo. Gia to a^2, p.q., prèpei na epilegeÐ to a kai apì thn prÿth kai apì th deÔterh parènjesh, omoÐwc kai gia to b^2. Epibebaiÿnetai ètsi o gnwstìc mac tÔpoc (a + b)^2 = a^2 + 2ab + b^2.

An rwtăsoume gia to suntelestă tou a^2b sto anĹptugma tou (a+b)^3 eÐnai sa na rwtĹme me pìsouc trìpouc mporoÔme na sunduĹsoume èna b me dÔo a apì tic treÐc parenjèseic (a + b) pou upĹrqoun sto ginìmeno. Autì mporeÐ na gÐnei me akribÿc treÐc trìpouc mia kai arkeÐ na poÔme apì poia parènjesh epilègoume na pĹroume to b. Autì prosdiorÐzei ìti apì tic Ĺllec dÔo paÐrnoume apì èna a.

Epanerqìmaste tÿra sto arqikì mac erÿthma kai rwtĹme gia to suntelestă tou x^4 sto anĹptugma tou (1+x)^{10}. Sto anĹptugma autì oi prosjetèoi prokÔptoun me epilogă, o kajènac, enìc 1 ă enìc x apì kĹje mÐa apì tic 10 parenjèseic. To x^4 loipìn mporeÐ na prokÔyei me tìsouc trìpouc ìsoi eÐnai oi trìpoi na epilèxoume tic 4 parenjèseic, apì tic opoÐec ja pĹroume ta x. ’Ara to apotèlesma eÐnai ( 10 4 ) . Askhsh 2.23. Apì mia omĹda 10 atìmwn, me pìsouc trìpouc mporeÐ na epilegeÐ èna trimelèc proedreÐo qwrÐc diakritoÔc rìlouc? ’Ena 5melèc proedreÐo me prìedro, antiprìedro kai 3 mèlh? (Upìdeixh: Gia to deÔtero erÿthma, epilèxte to proedreÐo epilègontac prÿta ton prìedro, metĹ ton antiprìedro kai, tèloc, ta trÐa mèlh mazÐ.)

Askhsh 2.24. Mè pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume, apì mia sunhjismènh trĹpoula me 52 fÔlla (pou qwrÐzontai se 4 qrÿmata kai 13 eÐdh), pènte fÔlla apì ta opoÐa 2 kìkkina (♦ ă ♥) kai 3 spajiĹ? De mac endiafèrei h seirĹ epilogăc twn fÔllwn.

Askhsh 2.25. An n Ĺrtio gia poio k ∈ {0, 1, . . . , n} megistopoieÐtai h posìthta (_n k ) ? Ti gÐnetai an n perittìc?

Askhsh 2.26. DeÐxte thn tautìthta n∑ k=0 ( n k ) = ( n 0 ) + ( n 1 ) + · · · + ( n n − 1 ) + ( n n ) = 2^n,

gia kĹje n ≥ 0.

Askhsh 2.27. DeÐxte thn tautìthta ( n k ) = ( n n − k )

gia kĹje n ≥ 0 kai 0 ≤ k ≤ n.

Askhsh 2.28. An r, s, k eÐnai fusikoÐ arijmoÐ me r ≥ s deÐxte ìti o arijmìc s! eÐnai diairèthc tou

(k + 1)(k + 2) · · · (k + r).

2. BASIKES ARQES APARIJMHSHS 21

§3. Prìtupo Diagÿnisma gia Ĺskhsă sac An grĹfate diagÿnisma sthn Ôlh pou èqei prohghjeÐ mèqri kai to tèloc autÿn twn shmeiÿsewn ta parakĹtw jèmata ja ătan endeiktikĹ (2 ÿrec, kleistèc shmeiÿseic). Elègxte ton eautì sac!

Askhsh 2.29. Me pìsouc trìpouc mporoÔn na upĹrxoun n zeugarÿmata anĹmesa se n Ĺndrec kai n gunaÐkec?

Askhsh 2.30. Pìsouc diairètec èqei o arijmìc 2^m? O arijmìc 2^m3^n?

Sqăma 5. Oi dÔo kuklikèc topojetăseic twn arijmÿn 1,2,3,4 mporoÔn na tautistoÔn me mia strofă 90 moirÿn, Ĺra jewroÔntai Ðdiec kuklikèc metajèseic

Askhsh 2.31. Pìsec kuklikèc metajèseic tou sunìlou [n] upĹrqoun? Mia kuklikă metĹjesh tou [n] eÐnai ènac trìpoc na grĹyoume ta stoiqeÐa tou se kÔklo (ÿste kĹje stoiqeÐo na èqei èna prohgoÔmeno kai èna epìmeno), allĹ dÔo kuklikèc metajèseic pou mporoÔn na tautistoÔn me mia strofă tou kÔklou jewroÔntai Ðdiec. Gia parĹdeigma, gia n = 4, oi metajèseic (1243) kai (3124) jewroÔntai Ðdiec. (DeÐte to Sqăma 5.)

Askhsh 2.32. An n eÐnai perittìc arijmìc deÐxte ìti ( n 0 ) + ( n 2 ) + ( n 4 ) + · · · + ( n n − 1 ) = ( n 1 ) + ( n 3 ) + ( n 5 ) + · · · + ( n n ) . Askhsh 2.33. Apì mia sunhjismènh trĹpoula me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume 6 qartiĹ (de mac endiafèrei h seirĹ touc) apì ta opoÐa ta trÐa na eÐnai kìkkina (♦ ă ♥) kai ta trÐa maÔra (♠ ă ♣), kai ta dÔo apì ta trÐa kìkkina na eÐnai Ðdiou eÐdouc (arijmoÔ).

Askhsh 2.34. Pìsec diaforetikèc lèxeic me 10 grĹmmata upĹrqoun pou na èqoun mèsa trÐa grĹmmata A, tèssera B kai stic upìloipec lèxeic opoiadăpote Ĺlla grĹmmata (apì ta 24 kefalaÐa thc ellhnikăc glÿssac)?

Proqwrhmènh aparÐjmhsh

§1. DiamerÐseic kai sunduasmoÐ me epanĹjesh

Ac sumbolÐsoume me P (n, r) to plăjoc twn trìpwn me touc opoÐouc mporoÔme na grĹyoume ton fusikì arijmì n wc Ĺjroisma r mh arnhtikÿn akeraÐwn x_1, . . . , x_r:

n = x_1 + · · · + x_r.

Gia parĹdeigma, an n = 3 kai r = 2 oi trìpoi autoÐ eÐnai oi

(22) 3 = 3 + 0 = 2 + 1 = 1 + 2 = 0 + 3

kai Ĺra P (3, 2) = 4. H seirĹ twn prosjetèwn x_1, . . . , x_r èqei shmasÐa. Thn posìthta P (n, r) thn onomĹzoume plăjoc diamerÐsewn tou n se r kommĹtia. ParathreÐste ìti den apaitoÔme to r na eÐnai ≤ n afoÔ to mègejoc twn kommatiÿn mporeÐ na eÐnai kai 0.

Jeÿrhma 3.1. An n ≥ 0 kai r ≥ 0 tìte isqÔei

(23) P (n, r) = ( n + r − 1 n ) = ( n + r − 1 r − 1 ) . Apìdeixh. ParistĹnoume ton arijmì n sa n mpĹlec sth seirĹ kai thn tuqoÔsa diamèrish tou n, dhl.

ton tuqìnta trìpo na grĹyoume n = x_1 + · · · + x_r, san èna qwrismì autăc thc seirĹc apì mpĹlec me r − 1 toiqÿmata (deÐte Sqăma 6).

x1 = 3 x2 = 0

x3 = 2 x4 = 1 x5 = 2 x6 = 1 x7 = 2 x8 = x9 = x10 = 0

Sqăma 6. QwrÐzontac n = 11 mpĹlec se r = 10 omĹdec me 9 endiĹmesa toiqÿmata

H timă tou x_1 brÐsketai an metrăsoume pìsec mpĹlec upĹrqoun apì to −∞ èwc to prÿto toÐqwma, to x_2 an metrăsoume tic mpĹlec apì to prÿto èwc to deÔtero toÐqwma, klp. Tèloc to x_r brÐsketai an metrăsoume tic mpĹlec apì to teleutaÐo (up’ arijmìn r − 1) toÐqwma èwc to +∞.

’Ara, gia na metrăsoume to plăjoc twn diamerÐsewn P (n, r) arkeÐ na metrăsoume pìsa diaforetikĹ sqămata san kai autì tou Sqămatoc 6 upĹrqoun, afoÔ eÐnai fanerì ìti se kĹje tètoio sqăma antistoiqeÐ kai mia diaforetikă diamèrish, kai antÐstrofa.

Me poia diadikasÐa mporoÔme loipìn na kataskeuĹsoume monosămanta èna tètoio sqăma? to kĹnoume wc exăc: bĹzoume prÿta sth seirĹ n + r − 1 antikeÐmena kai katìpin onomĹzoume ta n apì autĹ mpĹlec kai ta upìloipa r − 1 toiqÿmata. Autì mporeÐ na gÐnei akribÿc me (_{n+r−1} n ) trìpouc. H deÔterh isìthta mèsa sto sumpèrasma tou Jewrămatoc 3.1 eÐnai aplă sunèpeia thc tautìthtac (_a b ) = (_a a−b ) (deÐte thn ’Askhsh 2.27). □ 23

24 3. PROQWRHMENH APARIJMHSH

Gia parĹdeigma sÔmfwna me to Jeÿrhma 3.1 isqÔei P (3, 2) =

(_{3+2−1} 3 ) = (_4 3 ) = 4 to opoÐo sumfwneÐ me thn (22).

Askhsh 3.1. BreÐte ìlec tic diamerÐseic tou 4 se 3 kommĹtia.

Pèra apì th shmasÐa pou èqei to Ðdio to prìblhma tou na metrăsoume to plăjoc twn diamerÐsewn tou n se r kommĹtia, to erÿthma apoktĹ megalÔterh shmasÐa giatÐ eÐnai ènac isodÔnamoc trìpoc tou na rwtăsoume to exăc:

Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume k apì n stoiqeÐa ìtan kĹje stoiqeÐo apì ta n mporeÐ na epilegeÐ èna aperiìristo arijmì apì forèc, kai ìtan de mac endiafèrei h seirĹ twn epilegèntwn stoiqeÐwn?

’Enac isodÔnamoc trìpoc na jèsoume to Ðdio erÿthma eÐnai o akìloujoc. ’Eqoume èna sĹko pou èqei mèsa n mpĹlec. Oi mpĹlec fèroun h kĹje mia ton arijmì thc. EpanalambĹnoume k forèc thn prĹxh:

PaÐrnoume mia mpĹla apì to sĹko kai grĹfoume s’ èna qartÐ ton arijmì thc. ’Epeita epanatopojetoÔme th mpĹla sto sĹko.

Sto tèloc parathroÔme touc k arijmoÔc pou grĹyame, qwrÐc na mac enadiafèrei h seirĹ touc. Pìsa eÐnai ta dunatĹ diaforetikĹ apotelèsmata? Apì aută thn enallaktikă perigrafă prokÔptei kai to ìnoma sunduasmoÐ n stoiqeÐwn anĹ k me epanĹjesh. To plăjoc autÿn twn sunduasmÿn sumbolÐzetai me ⟨_n k ⟩ . ParĹdeigma 3.1. Oi sunduasmoÐ tou sunìlou {A, B} anĹ 3 me epanĹjesh eÐnai oi AAA, AAB, ABB, BBB. Gia parĹdeigma, o sunduasmìc ABB jewreÐtai Ðdioc me ton BAB mia kai ta stoiqeÐa diafèroun mìno sth seirĹ emfĹnishc.

Askhsh 3.2. DeÐxte ìti gia kĹje n isqÔei ⟨_n 1 ⟩ = n. EpÐshc ìti, gia n ≥ 2, isqÔei ⟨_n 2 ⟩ = n + (_n 2 ) . Sto tèloc autăc thc diadikasÐac epilogăc k stoiqeÐwn me epanĹjesh èqoume sta qèria mac k arijmoÔc, ìqi kat’ anĹgkh diaforetikoÔc metaxÔ touc, kĹje ènac apì touc opoÐouc anăkei sto sÔnolo {1, . . . , n}. ’Estw x_i, i = 1, . . . , n, to plăjoc autÿn twn arijmÿn pou eÐnai Ðsoi me i. Epeidă de mac endiafèrei h seirĹ pou emfanÐzetai kĹje èna apì ta noÔmera pou epilègoume, allĹ mìno to pìsec forèc emfanÐzetai, gÐnetai fanerì ìti (24) x_1 + · · · + x_n = k kai ìti kĹje diaforetikì apotèlesma thc epilogăc me epanĹjesh antistoiqeÐ kai se mia diaforetikă n-Ĺda x_1, . . . , x_n pou ikanopoieÐ thn (24). ’Eqoume ètsi apodeÐxei to akìloujo.

Jeÿrhma 3.2. Ta dunatĹ apotelèsmata epilogăc k antikeimènwn apì n me epanĹjesh eÐnai Ðsa to plăjoc me tic dunatèc diamerÐseic tou k se n kommĹtia. ’Eqoume dhladă ⟨ n k ⟩ = ( n + k − 1 k ) . Askhsh 3.3. An epilèxoume k antikeÐmena apì n me epanĹjesh kai den agnoăsoume th seirĹ twn epilogÿn (p.q., an epilègoume 3 antikeÐmena apì ta A, B me epanĹjesh, ta apotelèsmata AAB kai ABA jewroÔntai tÿra diaforetikĹ), pìsec diaforetikèc epilogèc upĹrqoun?

ParĹdeigma 3.2. (AlusÐdec DNA katĹ Gamow) Mia alusÐda DNA eÐnai mia peperasmènh seirĹ apì qhmikèc bĹseic. Oi bĹseic autèc eÐnai gnwstèc me ta sÔmbola A, C, G kai T. ’Ena aminoxÔ eÐnai mia alusÐda DNA kai eÐnai gnwstì ìti upĹrqoun akribÿc 20 aminoxèa. An upojèsoume ìti ìla ta aminoxèa eÐnai alusÐdec me to Ðdio măkoc, tìte eÔkola blèpoume ìti to măkoc autì de mporeÐ na eÐnai 1 ă 2. PrĹgmati upĹrqoun akribÿc 4 alusÐdec măkouc 1 (oi A, C, G kai T) kai 4^2 = 16 alusÐdec măkouc 2 (autì giatÐ mia tètoia alusÐda orÐzetai apì dÔo epilogèc me 4 dunatìthtec gia thn kĹje mÐa). Apì thn Ĺllh meriĹ oi alusÐdec DNA măkouc 3 eÐnai to plăjoc 4^3 = 64, eÐnai dhl. perissìterec apì 20.

To 1954 o G. Gamow prìteine ìti dÔo alusÐdec DNA kwdikopoioÔn to Ðdio aminoxÔ an kai mìno an perièqoun tic Ðdiec bĹseic anexartătwc seirĹc. Oi alusÐdec dhl. ACC kai CAC, an kai diaforetikèc, kwdikopoioÔn to

3. PROQWRHMENH APARIJMHSH 25

Ðdio aminoxÔ. An h upìjesh tou Gamow eÐnai swstă pìsa diaforetikĹ aminoxèa kwdikopoioÔntai me alusÐdec DNA măkouc 3? Me lÐgh skèyh blèpoume ìti to plăjoc twn diaforetikÿn aminoxèwn eÐnai to Ðdio me to plăjoc twn diaforetikÿn sunduasmÿn twn tessĹrwn grammĹtwn A, C, G kai T anĹ trÐa, me epanĹjesh. O arijmìc autìc eÐnai dhl. ⟨ 4 3 ⟩ = ( 4 + 3 − 1 3 ) = ( 6 3 ) = 6 · 5 · 4 3! = 20,

sumfwneÐ dhl. h upìjesh tou Gamow me to peiramatikĹ diapistwmèno gegonìc ìti upĹrqoun akribÿc 20 aminoxèa. ’Omwc, gia Ĺllouc lìgouc, h upìjesh tou Gamow èqei apodeiqjeÐ ìti den isqÔei.

Askhsh 3.4. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume n ìmoiec mpĹlec se k koutiĹ pou eÐnai arijmhmèna me touc arijmoÔc 1 èwc k?

ParĹdeigma 3.3. (H katanomă Bose-Einstein sth statistikă mhqanikă) Sth statistikă mhqanikă exetĹzoume èna sÔsthma apì t swmĹtia kĹje èna apì ta opoÐa mporeÐ na brÐsketai se p diaforetikèc katastĹseic, p.q. se p diaforetikĹ energeiakĹ epÐpeda. Mia katĹstash tou sustămatoc eÐnai perigrĹyoume se poia katĹstash eÐnai to kĹje swmĹtio. ’Otan ta swmĹtia eÐnai Ðdia metaxÔ touc upojètoume sunăjwc ìti den èqei shmasÐa poia apì ta t swmĹtia eÐnai sto kĹje energeiakì epÐpedo allĹ mìno pìsa. H upìjesh ìti ìlec autèc oi katastĹseic eÐnai ex Ðsou pijanèc lègetai katanomă Bose-Einstein.

Sto montèlo Bose-Einstein pìsec diaforetikèc katastĹseic tou sustămatoc upĹrqoun? An jèsoume x_i, i = 1, . . . , p, na eÐnai to plăjoc twn swmatÐwn sto energeiakì epÐpedo i, tìte prèpei aplĹ na dialèxoume touc mh arnhtikoÔc akeraÐouc x_i ÿste na èqoun Ĺjroisma t. Dhladă to plăjoc katastĹsewn tou sustămatoc eÐnai Ðso me to plăjoc twn diamerÐsewn tou t se p kommĹtia, dhl. ( t + p − 1 t ) . KĹje mia apì autèc tic katastĹseic èqei sunepÿc "pijanìthtafl emfĹnishc Ðsh me to antÐstrofo autoÔ tou arijmoÔ.

Askhsh 3.5. Sthn katanomă Fermi-Dirac upojètoume ìti ta t swmĹtia eÐnai ìla ìmoia kai ìti de mporoÔn dÔo swmĹtia na brÐskontai sto Ðdio energeiakì epÐpedo (upĹrqoun p energeiakĹ epÐpeda). An t ≤ p pìsec diaforetikèc katastĹseic tou sustămatoc swmatÐwn upĹrqoun? (DeÐte to ParĹdeigma 3.3 kai thn ’Askhsh 3.4.)

§2. PoluwnumikoÐ suntelestèc

’Eqoume deÐ ìti an jèloume na epilèxoume k antikeÐmena apì n, qwrÐc epanĹjesh, to plăjoc twn trìpwn na gÐnei autì eÐnai ( n k ) = n(n − 1) · · · (n − k + 1) k! = n! k!(n − k)! . Ti gÐnetai an jèloume na epilèxoume, pĹli qwrÐc epanĹjesh, mia omĹda stoiqeÐwn tou {1, . . . , n} megèjouc k_1, mia omĹda megèjouc k_2, klp, kai tèloc mia omĹda megèjouc k_r, ìpou gia j = 1, . . . , r èqoume 0 ≤ k_j ≤ n kai epiplèon isqÔei k_1 + · · · + k_r = n? Me pìsouc trìpouc dhl. mporoÔme na diamerÐsoume to {1, . . . , n} se èna sÔnolo megèjouc k_1, se èna sÔnolo megèjouc k_2 kai tèloc se èna sÔnolo megèjouc k_r?

Jeÿrhma 3.3. To plăjoc trìpwn na diamerÐsoume èna sÔnolo me n stoiqeÐa se r sÔnola me megèjh k_1, . . . , k_r, me k_1 + · · · + k_r = n, ìtan de mac endiafèrei h seirĹ twn stoiqeÐwn mèsa sta sÔnola autĹ, eÐnai

(25) ( n k_1, . . . , k_r ) = n! k_1!k_2! · · · k_r! . Apìdeixh. To prÿto sÔnolo mporeÐ na epilegeÐ me ( n k_1 ) = n! k_1!(n − k_1)!

26 3. PROQWRHMENH APARIJMHSH

trìpouc. MetĹ apì thn epilogă tou prÿtou sunìlou apomènoun n − k_1 stoiqeÐa aqrhsimopoÐhta, Ĺra to deÔtero sÔnolo mporeÐ na epilegeÐ me ( n − k_1 k_2 ) = (n − k_1)!

k_2!(n − k_1 − k_2)!

trìpouc. SuneqÐzonac kat’ autìn ton trìpo paÐrnoume ìti h epilogă tou proteleutaÐou sunìlou (me k_{r−1} stoiqeÐa) mporeÐ na gÐnei me ( n − k_1 − · · · − k_{r−2} k_{r−1}!(n − k_1 − · · · − k_{r−1})! )

trìpouc. EpÐshc, afoÔ èqoun epilegeÐ ta r − 1 prÿta sÔnola den upĹrqei plèon kamiĹ epilogă na gÐnei afou ta upìloipa k_r stoiqeÐa pou apomènoun akìmh aqrhsimopoÐhta anagkastikĹ pĹne sto teleutaÐo sÔnolo pou prèpei na epilèxoume.

’Etsi pollaplasiĹzontac tic dunatìthtec epilogÿn mac gia ta prÿta r − 1 sÔnola, kai kĹnontac tic aplopoiăseic paÐrnoume ton tÔpo (25). □

To sÔmbolo (_n k_1,...,k_r ) onomĹzetai poluwnumikìc suntelestăc (kat’ analogÐa me ta (_n k ) pou onomĹzontai diwnumikoÐ suntelestèc). ParathreÐste epÐshc ìti ( n k, n − k ) = ( n k ) = ( n n − k ) . Paratărhsh 3.1. O poluwnumikìc suntelestăc (_n k_1 ,...,k_r ) den allĹzei an ta k_1, . . . , k_r antikatastajoÔn apì mia metĹjesă touc (an allĹxei dhl. aplÿc h seirĹ touc).

Askhsh 3.6. ’Eqoume 10 arijmhmènec mpĹlec kai trÐa koutiĹ me qwrhtikìthtec 5, 3 kai 2 mpĹlec. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na bĹloume tic mpĹlec sta koutiĹ? (Den upĹrqei eswterikă seirĹ sta koutiĹ.)

§3. Tì Diwnumikì Jeÿrhma

To Diwnumikì Jeÿrhma (Jeÿrhma 3.4 eÐnai èna isqurìtato ergaleÐo gia upologismoÔc pou anafèrontai se posìthtec me diwnumikoÔc suntelestèc. EÐnai epÐshc h prÿth sÔndesh twn sunduastikÿn posotătwn pou sunantĹme me algebrikèc mejìdouc. Argìtera ja doÔme kai tic gennătriec sunartăseic akoloujiÿn sa mia fusikă epèktash thc mejìdou.

Jeÿrhma 3.4. Gia kĹje a, b ∈ R, kai akèraio n ≥ 0 isqÔei

(26) (a + b)^n = n∑ k=0 ( n k ) a^kb^{n−k}.

Apìdeixh. To aristerì mèloc eÐnai èna ginìmeno n paragìntwn Ðswn me (a + b). ’Otan kĹnoume ìlec tic prĹxeic, ìtan dhl. efarmìsoume thn epimeristikă idiìthta, autì pou kĹnoume eÐnai ìti sqhmatÐzoume ìla ta ginìmena pou mporoÔme na ftiĹxoume dialègontac èna prosjetèo apì kĹje parĹgonta (deÐte kai ParĹdeigma 2.7) kai ta prosjètoume, mazeÔontac mazÐ Ðdia monÿnuma.

EÐnai fanerì ìti, efìson oi prosjetèoi apì kĹje parĹdeigma eÐnai a ă b kai to plăjoc twn paragìntwn eÐnai n, ìla ta monÿnuma pou ja emfanistoÔn eÐnai thc morfăc a^kb^{n−k}, (0 ≤ k ≤ n). To monÿnumo autì emfanÐzetai opotedăpote èqoume epilèxei to a apì akribÿc k apì touc parĹgontec. AllĹ autì sumbaÐnei me akribÿc tìsouc trìpouc ìsoi eÐnai oi trìpoi na epilegoÔn k parĹgontec apì touc n, dhl. (_n k ) , kai autì akribÿc eÐnai to perieqìmeno tou jewrămatoc. □

Askhsh 3.7. Poio eÐnai to anĹptugma tou (1 + x)^5 se dunĹmeic tou x?

To Diwnumikì Jeÿrhma (Jeÿrhma 3.4) èqei pollèc efarmogèc se upologismoÔc ajroismĹtwn.

3. PROQWRHMENH APARIJMHSH 27

ParĹdeigma 3.4. Jètontac a = b = 1 sthn (26) paÐrnoume thn tautìthta (deÐte kai thn ’Askhsh 2.26)

2^n = n∑ k=0 ( n k ) . ParĹdeigma 3.5. Jètontac a = 1, b = −1 sthn (26) kai qwrÐzontac touc arnhtikoÔc apì touc jetikoÔc ìrouc paÐrnoume ìti gia kĹje n to Ĺjroisma twn diwnumikÿn suntelestÿn (_n k ) gia k Ĺrtio eÐnai Ðso me to Ĺjroisma gia k perittì

(27) ∑ 0≤k≤n k perittì

( n k ) = ∑ 0≤k≤n k Ĺrtio

( n k ) .

Autì eÐnai fanerì ìtan to n eÐnai perittì, mia kai tìte oi diwnumikoÐ suntelestèc me Ĺrtio k brÐskontai se èna proc èna antistoiqÐa me touc suntelestèc me perittì k (afoÔ isqÔei pĹnta (_n k ) = (_n n−k ) `deÐte kai ’Askhsh 2.27), allĹ den eÐnai ex Ðsou eÔkolo gia Ĺrtio k.

ParĹdeigma 3.6. Jètoume a = x, b = 1 sthn (26) kai paragwgÐzoume th sqèsh pou prokÔptei wc proc x. PaÐrnoume ètsi

n(1 + x)^{n−1} = n∑ k=1 k ( n k ) x^{k−1}. Jètontac tÿra x = 1 paÐrnoume th sqèsh n∑ k=1 k ( n k ) = n2^{n−1}. Askhsh 3.8. UpologÐste to Ĺjroisma ∑_n k=0 2^k (_n k ) . Askhsh 3.9. UpologÐste to Ĺjroisma ∑_n k=2 k(k − 1) (_n k ) . Askhsh 3.10. Jètontac a = x, b = 1/x kai 2n sth jèsh tou n sthn (26) deÐxte thn tautìthta ( 2n n ) = n∑ k=0 ( n k )_2 , exetĹzontac to suntelestă tou stajeroÔ ìrou.

Askhsh 3.11. Poioc o suntelestăc tou x^3y^5 sto anĹptugma tou (1 + x + y)^{12}? EkfrĹste thn apĹnthsă sac me poluwnumikoÔc suntelestèc. (DeÐte thn §2.)

§4. Sunduastikèc apodeÐxeic tautotătwn

Se aută thn parĹgrafo ja doÔme pÿc mporoÔme pollèc forèc na apodeiknÔoume tautìthtec qwrÐc idiaÐterec prĹxeic, aplĹ ermhneÔontac to aristerì kai to dexÐ mèloc me sunduastikì trìpo kai parathrÿntac ìti aparijmoÔn ta Ðdia antikeÐmena (Ĺra eÐnai kai Ðsa). Aută h teqnikă onomĹzetai kai diplì mètrhma mia kai metrĹme ta Ðdia antikeÐmena dÔo forèc, Ĺra ta dÔo apotelèsmata eÐnai Ðsa.

ParĹdeigma 3.7. (TrÐgwno tou Pascal) DeÐxte thn tautìthta

(28) ( n k ) = ( n − 1 k − 1 ) + ( n − 1 k ) . To aristerì mèloc metrĹei ta k-melă uposÔnola tou [n] = {1, . . . , n}. AutĹ ìmwc eÐnai duo kathgoriÿn: autĹ pou perièqoun to stoiqeÐo n kai ta upìloipa. To plăjoc autÿn pou perièqoun to n eÐnai (_{n−1} k−1 ) afoÔ kĹje èna apì autĹ ta k-melă uposÔnola kajorÐzetai monosămanta apì thn tomă tou me to sÔnolo [n−1] = {1, . . . , n − 1} pou èqei mègejoc k − 1. Ta upìloipa uposÔnola epÐshc kajorÐzontai monosămanta apì thn tomă touc me to [n − 1], mìno pou aută tÿra èqei mègejoc k, Ĺra to plăjoc touc eÐnai (_{n−1} k ) .

28 3. PROQWRHMENH APARIJMHSH

ParĹdeigma 3.8. Se mia sugkèntrwsh o arijmìc twn kalesmènwn pou antalĹssoun perittèc to plăjoc qeirayÐec eÐnai Ĺrtioc.

’Estw P_1, . . . , P_n oi kalesmènoi. JewroÔme to sÔnolo twn zeugÿn (P_i, P_j ) tètoia ÿste o P_i qairetĹei ton P_j , kai ac eÐnai x_i o arijmìc twn qeirayiÿn pou antalĹssei o P_i kai y o sunolikìc arijmìc qeirayiÿn pou antallĹsontai. To plăjoc twn zeugÿn (P_i, P_j ) isoÔtai, apì th mia meriĹ, me ∑_n i=1 x_i, kai, apì thn Ĺllh, me 2y, afoÔ se kĹje qeirayÐa antistoiqoÔn akribÿc dÔo zeugĹria (P_i, P_j ) kai (P_j , P_i). ’Etsi èqoume

2y = n∑ i=1 x_i Ĺra to plăjoc twn perittÿn x_i eÐnai anagkastikĹ Ĺrtio.

ParĹdeigma 3.9. Gia n_1, n_2 ≥ 0 isqÔei m∑ k=0 ( n_1 k )( n_2 m − k ) = ( n_1 + n_2 m ) , (m ≤ min {n_1, n_2}).

DexiĹ metrĹme ta uposÔnola megèjouc m tou [n_1 + n_2]. BĹfoume ta n_1 antikeÐmena Ĺspra kai ta Ĺlla maÔra. Ta uposÔnola megèjouc m pou mac endiafèroun qwrÐzontai stic m + 1 to plăjoc kathgorÐec C_k, k = 0, . . . , m. H kathgorÐa C_k perilambĹnei ìla ta m-melă uposÔnola tou [n_1 + n_2] pou perièqoun akribÿc k Ĺspra. Profanÿc èqoume |C_k| = (_{n1} k )(_{n2} m−k ) afoÔ gia na ftiĹxoume èna uposÔnola kathgorÐac C_k prèpei na epilèxoume k Ĺspra kai ta upìloipa n − k maÔra. ’Ara to aristerì mèloc thc isìthtac eÐnai Ðso me ∑_m k=0 |C_k|. ParĹdeigma 3.10. Gia kĹje n ≥ 2 isqÔei: ( 2n 2 ) = 2 ( n 2 ) + n^2.

AristerĹ metrĹme dimelă uposÔnola tou [2n]. ’Estw ìti qrwmatÐzoume n apì ta 2n antikeÐmena se Ĺspra kai ta Ĺlla maÔra. Ta dimelă uposÔnola tou [2n] eÐnai triÿn tÔpwn: (A) dÔo stoiqeÐa Ĺspra, (B) dÔo stoiqeÐa maÔra, (G) èna Ĺspro ki èna maÔro. Ta uposÔnola tÔpou (A) eÐnai (_n 2 ) to plăjoc afoÔ dialègoume dÔo apì ta n Ĺspra. Tìsa eÐnai kai ta uposÔnola tÔpou (B). Ta sÔnola tÔpou (G) eÐnai to plăjoc n · n, mia kai prèpei na dialèxoume èna apì n Ĺspra kai èna apì n maÔra. To sÔnolo gia tic treic kathgorÐec sunìlwn emfanÐzetai sto dexÐ mèloc.

ParĹdeigma 3.11. DeÐxte ìti

(29) n2^{n−1} = n∑ k=1 k ( n k )

(deÐte epÐshc to ParĹdeigma 3.6) arijmÿntac me dÔo diaforetikoÔc trìpouc ta zeÔgh (x, M) tètoia ÿste x ∈ M ⊆ [n]. UpĹrqoun (_n k ) sÔnola M ⊆ [n] me mègejoc k, kai gia kĹje èna apì autĹ mporoÔme na epilèxoume wc x opoiodăpote apì ta k stoiqeÐa tou, Ĺra to plăjoc twn zeugÿn (x, M) tètoia ÿste x ∈ M ⊆ [n] isoÔtai me to dexÐ mèloc thc (29).

’Omwc ta zeÔgh autĹ mporoÔn na arijmhjoÔn epilègontac prÿta to x kai metĹ epilègontac ta upìloipa stoiqeÐa tou M, to sÔnolo dhl. M \{x}. ’Omwc ìla ta shmeÐa tou [n] ektìc to x summetèqoun ston kajorismì tou M \ {x}, kai Ĺra oi dunatìthtec gi’ autì eÐnai 2^{n−1}, Ĺra oi dunatìthtec gia ta zeÔgh eÐnai n2^{n−1}, pou eÐnai to aristerì mèloc.

§5. Prìtupo Diagÿnisma gia Ĺskhsă sac

An grĹfate diagÿnisma sthn Ôlh pou èqei prohghjeÐ mèqri kai to tèloc autÿn twn shmeiÿsewn ta parakĹtw jèmata ja ătan endeiktikĹ (2 ÿrec, kleistèc shmeiÿseic). Elègxte ton eautì sac!

Askhsh 3.12. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na moirĹsoume 21 daforetikĹ biblÐa sta Ĺtoma A, B kai G, oÔtwc ÿste oi A kai B mazÐ na pĹroun diplĹsia biblÐa apì ton G?

3. PROQWRHMENH APARIJMHSH 29

Askhsh 3.13. Mia omĹda 20 atìmwn jèlei na ftiĹxei treic, xènec metaxÔ touc, epitropèc me 6, 5 kai 4 Ĺtoma h kĹje mÐa. (Mèsa se kĹje epitropă den upĹrqoun qwristĹ axiÿmata`ta mèlh touc eÐnai isodÔnama.) Me pìsouc trìpouc mporeÐ na gÐnei autì?

Askhsh 3.14. UpologÐste to Ĺjroisma_n ∑ k=1 k^2 ( n k ) . Askhsh 3.15. UpologÐste to Ĺjroisma n∑ k=0 1 k + 1 ( n k ) . Askhsh 3.16. DeÐxte tic tautìthtec

(30) ( n k )( k l ) = ( n l )( n − l k − l )

kai (31) k∑ i=0 ( m i )( n k − i ) = ( m + n k ) . Askhsh 3.17. DeÐxte ìti, gia n ≥ 1 isqÔei

(32) ( 2n + 2 n + 1 ) = ( 2n n + 1 ) + 2 ( 2n n ) + ( 2n n − 1 ) .

Eisagwgă sth jewrÐa grafhmĹtwn

§1. AplĹ grafămata

’Ena grĹfhma (merikèc forèc sthn ellhnikă bibliografÐa gÐnetai lìgoc kai gia èna grĹfo) eÐnai o basikìteroc, parastatikìteroc kai plèon eÔqrhstoc genikìc trìpoc sta MajhmatikĹ (allĹ kai stic Epistămec genikìtera) na parastăsei kaneÐc plhroforÐa sundesmologÐac, na perigrĹyei dhl. mia omĹda antikeimènwn merikĹ apì ta opoÐa sundèontai metaxÔ touc, kai endeqomènwc kai plhroforÐec gia th sundesmologÐa.

Orismìs 4.1. (Aplì grĹfhma) Ena aplì grĹfhma G = (V, E) apoteleÐtai apì èna sÔnolo korufÿn V kai èna sÔnolo akmÿn E, to opoÐo eÐnai èna sÔnolo apì disÔnola tou V . GrĹfoume epÐshc V = V (G) kai E = E(G) gia ta sÔnola korufÿn kai akmÿn tou grafămatoc G.

Mia akmă anĹmesa se dÔo korufèc u kai v antiproswpeÔei kĹpoia ènnoia sÔndeshc twn dÔo korufÿn. SunhjÐzoume na paristĹnoume èna grĹfhma antistoiqÿntac èna shmeÐo tou epipèdou se kĹje korufă kai trabÿntac mia grammă pou enÿnei duo korufèc an kai mìno an autèc enÿnontai me mia akmă sto G.

EpishmaÐnoume edÿ ìti aută h grafikă parĹstash enìc grafămatoc èqei epoptikă mìno shmasÐa. UpĹrqoun grafămata sta opoÐa de qrhsimopoioÔme potè kĹpoia grafikă parĹstash (sunăjwc lìgw megèjouc) kai ta grafămata pou mporoÔn na parastajoÔn grafikĹ me diĹforouc trìpouc.

Anÿgeia

HrĹkleio

MoÐrec

Spăli

Rèjumno

Rèjumno

Anÿgeia

HrĹkleio

MoÐrec

Spăli

Sqăma 7. KĹpoiec pìleic sthn Krăth kai odikèc sundèseic wc grĹfhma

Gia parĹdeigma, sto Sqăma 7 deÐqnoume me dÔo diaforetikoÔc trìpouc to Ðdio grĹfhma pou skopì èqei na deÐxei thn odikă sundesmologÐa anĹmesa se pènte pìleic thc Krăthc. H Ôparxh miac akmăc anĹmesa se dÔo korufèc (pìleic) upodhlÿnei thn Ôparxh enìc drìmou. To sÔnolo korufÿn se autì to grĹfhma eÐnai to

V = {HrĹkleio, Rèjumno, Anÿgeia, MoÐrec, Spăli}

32 4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN

enÿ to sÔnolo akmÿn eÐnai to E = {{HrĹkleio, Rèjumno}, {HrĹkleio, Anÿgeia}, {Anÿgeia, Rèjumno}, {Rèjumno, Spăli}, {Spăli, MoÐrec}, {MoÐrec, HrĹkleio}} .

Sthn aristeră grafikă parĹstash tou grafămatoc èqoume zwgrafÐsei tic pìleic se tètoia jèsh ÿste h sqetikă touc jèsh na moiĹzei me aută pou èqoun pĹnw sto qĹrth, enÿ dexiĹ èqoume zwgrafÐsei to Ðdio grĹfhma bĹzontac aplĹ ìlec tic pìleic th mia kĹtw apì thn Ĺllh se alfabhtikă seirĹ. TonÐzoume xanĹ ìti kai ta dÔo sqèdia paristĹnoun to Ðdio grĹfhma.

Sqăma 8. Ena aplì grĹfhma me 6 korufèc kai 7 akmèc

ParĹdeigma 4.1. Sunăjwc ta onìmata pou epilègoume gia tic korufèc eÐnai aplĹ arijmoÐ. ’Ena tupikì grĹfhma eÐnai p.q. to grĹfhma tou Sqămatoc 8 pou èqei sÔnolo korufÿn to V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} kai sÔnolo akmÿn to E = {{1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {3, 5}, {3, 6}, {4, 6}, {5, 6}}. ParĹdeigma 4.2. Sto Sqăma 9 deÐqnoume ìla ta diaforetikĹ aplĹ grafămata me 3 korufèc.

Sqăma 9. Ta diaforetikĹ aplĹ grafămata me 3 korufèc

Askhsh 4.1. Pìsa diaforetikĹ grafămata upĹrqoun me n korufèc? Pìsa me n korufèc kai k akmèc? (0 ≤ k ≤ n) An duo korufèc u kai v enÿnontai sto G (dhl. an {u, v} ∈ E) ja grĹfoume sunăjwc u ∼ v ă kai u^G∼ v an jèloume na tonÐsoume gia poio grĹfhma milĹme. OmoÐwc ja grĹfoume e_1 ∼ e_2 gia dÔo akmèc e_1 kai e_2 an autèc moirĹzontai mia apì tic duì touc korufèc.

Orismìs 4.2. (Geitonikèc korufèc kai akmèc, geitonièc) DÔo korufèc pou sundèontai me akmă (ant. akmèc pou èqoun mia koină korufă) ja lègontai geitonikèc ă geÐtonec kai to sÔnolo twn geitìnwn miac korufăc (ant. akmăc) u ja lègetai h geitoniĹ tou u kai ja sumbolÐzetai sunăjwc me N(u).

4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN 33

ParĹdeigma 4.3. Sto grĹfhma tou Sqămatoc 8 èqoume N(1) = {2, 4}, N(2) = {1, 3}, N(3) = {2, 5}, N(4) = {1, 6}, N(5) = {3, 6}, N(6) = {3, 5}. H geitoniĹ thc akmăc {3, 6} eÐnai to sÔnolo akmÿn N((3, 6)) = {{2, 3}, {3, 5}, {4, 6}, {4, 5}, {3, 6}}. ParathreÐste ìti mia akmă eÐnai pĹnta geÐtonac tou eautoÔ thc sÔmfwna me ton orismì pou èqoume dÿsei, enÿ mia korufă potè de geitoneÔei me ton eautì thc se èna aplì grĹfhma (autì allĹzei argìtera ìtan ja exetĹzoume genikìtera grafămata).

Orismìs 4.3. (Bajmìc korufăc, akmăc. Kanonikì grĹfhma.) Bajmìc miac korufăc u ∈ V (ja sumbolÐzetai me deg u) lègetai to plăjoc twn akmÿn pou èqoun thn u wc Ĺkro touc. Dhl. deg u = |N(u)|. OmoÐwc orÐzetai o bajmìc miac akmăc.

Kanonikì onomĹzetai èna grĹfhma ìtan ìlec oi korufèc tou èqoun ton Ðdio bajmì. An o koinìc autìc bajmìc eÐnai r tìte lègetai r-kanonikì.

ParĹdeigma 4.4. Sto Sqăma 8 ìlec oi korufèc èqoun bajmì 2, Ĺra eÐnai to grĹfhma autì 2-kanonikì. Sto Sqăma 7 o bajmìc twn korufÿn HrĹkleio kai Rèjumno eÐnai 3 kai twn Ĺllwn korufÿn eÐnai 2.

Askhsh 4.2. GÐnetai se èna grĹfhma ìlec oi korufèc na èqoun diaforetikì bajmì? Askhsh 4.3. Pìsec akmèc èqei èna r-kanonikì grĹfhma me n korufèc? UpĹrqei 3-kanonikì grĹfhma me 7 korufèc?

Askhsh 4.4. DeÐxte ìti se èna grĹfhma G = (V, E) to Ĺjroisma twn bajmÿn ìlwn twn korufÿn isoÔtai me 2|E|. Askhsh 4.5. DeÐxte ìti se opoiodăpote grĹfhma to plăjoc korufÿn me perittì bajmì eÐnai Ĺrtio.

§2. MerikĹ eidikĹ grafămata

To kenì grĹfhma me n korufèc èqei sÔnolo korufÿn [n] = {1, . . . , n} kai sÔnolo akmÿn E = ∅. To sumbolÐzoume me E_n.

To plărec grĹfhma me n korufèc èqei sÔnolo korufÿn [n] kai ìlec tic dunatèc akmèc, dhl. E = ìla ta dimelă uposÔnola tou [n]. SumbolÐzetai me K_n kai èqei (_n 2 ) =^{n(n−1)}_2 akmèc. To aristerì grĹfhma sto Sq.

10 eÐnai to K_5.

To plărec dimerèc grĹfhma me m kai n korufèc èqei sÔnolo korufÿn to V = A∪B, me A = {a_1, . . . , a_m}, B = {b_1, . . . , b_n}, kai a_i ∼ b_j , gia kĹje i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. SumbolÐzetai me K_{m,n} kai èqei m · n akmèc.

O kÔkloc me n korufèc èqei sÔnolo korufÿn to [n] kai i ∼ j an kai mìno an |i − j| = 1 ă {i, j} = {1, n}. SumbolÐzetai me C_n kai èqei n akmèc.

§3. Upografămata kai isomorfÐa

3.1 Upografămata

Orismìs 4.4. (UpogrĹfhma) Ena grĹfhma G^′ = (V^′, E^′) ja lègetai upogrĹfhma enìc grafămatoc G = (V, E) an V^′ ⊆ V kai E^′ ⊆ E.

Me Ĺlla lìgia, to G^′ eÐnai upogrĹfhma tou G an mporoÔme na to pĹroume apì to G afairÿntac kĹpoiec korufèc kai kĹpoiec akmèc. EnnoeÐtai edÿ ìti an apofasÐsoume na afairèsoume apì to G mia korufă u autìmata diagrĹfoume kai ìlec tic akmèc pou perièqoun thn u, mia kai den èqoun plèon finìhmafl.

34 4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN

Sqăma 10. To dexÐ grĹfhma eÐnai upogrĹfhma tou aristeroÔ

ParĹdeigma 4.5. Sto Sqăma 10 to grĹfhma dexiĹ eÐnai upogrĹfhma tou grafămatoc aristerĹ. ParathreÐste ìti to grĹfhma dexiĹ eÐnai zwgrafismèno fidiaforetikĹfl ap’ ìti to antÐstoiqì tou aristerĹ. Ac tonÐsoume edÿ ìti autì den èqei shmasÐa, mia kai èna grĹfhma mporeÐ na zwgrafisteÐ me polloÔc trìpouc sto epÐpedo. Autì pou èqei shmasÐa eÐnai to poia sundesmologÐa (poiec akmèc) upodhlÿnontai apì to sqăma. Apì kei kai pèra eÐmaste eleÔjeroi na epilèxoume na parastăsoume to grĹfhma wc sqăma me ìpoio trìpo prosfèretai gia touc skopoÔc mac.

Orismìs 4.5. (Plărec grĹfhma) To plărec grĹfhma K_n me n korufèc eÐnai to grĹfhma me sÔnolo korufÿn V = {1, . . . , n} kai sÔnolo akmÿn to sÔnolo ìlwn twn dimelÿn uposunìlwn tou V . UpĹrqoun dhl. ìlec oi dunatèc akmèc. (Sto Sqăma 10, aristerĹ, faÐnetai to K_5.)

Askhsh 4.6. Pìsec akmèc èqei to plărec grĹfhma K_n? Pìsa upografămata èqei to K_n? (H apĹnthsh sto teleutaÐo eÐnai èna Ĺjroisma pou mĹllon den aplopoieÐtai.)

Mia eidikă kathgorÐa upografhmĹtwn eÐnai ta legìmena epagìmena upografămata, ta opoÐa prokÔptoun apì èna grĹfhma diagrĹfontac aplÿc orismènec korufèc kai qwrÐc perittèc diagrafèc akmÿn.

Orismìs 4.6. An V^′ ⊆ V , tìte to upogrĹfhma tou G = (V, E) pou epĹgetai apì to sÔnolo korufÿn V^′ eÐnai to grĹfhma G^′ = (V^′, E^′), me E^′ = {e = {u, v} ∈ E : u, v ∈ V^′}. Sto Sqăma 10 to grĹfhma dexiĹ den eÐnai epagìmeno upogrĹfhma afoÔ leÐpoun oi akmèc {2, 4} kai {1, 3}.

An tic prosjèsoume se autì tìte gÐnetai to upogrĹfhma tou aristeroÔ grafămatoc pou epĹgetai apì to sÔnolo korufÿn V = {1, 2, 3, 4}.

Askhsh 4.7. Pìsa epagìmena upografămata èqei èna grĹfhma me n korufèc?

3.2 IsomorfÐa grafhmĹtwn

Orismìs 4.7. DÔo grafămata G = (V, E) kai G^′ = (V^′, E^′) lègontai isìmorfa an upĹrqei mia 1-1 kai epÐ f : V → V^′ tètoia ÿste na èqoume (33) ∀u, v ∈ V : ( u^G∼ v ⇐⇒ f(u)^{G′}∼ f(v) ) . Me Ĺlla lìgia, duo grafămata lègontai isìmorfa an mporoÔme na antistoiqÐsoume tic korufèc touc 1-1 me tètoio trìpo ÿste na diathreÐtai h sundesmologÐa.

Askhsh 4.8. DeÐxte ìti h isomorfÐa grafhmĹtwn eÐnai mia sqèsh isodunamÐac. Dhl. an F , G kai H eÐnai aplĹ grafămata tìte:

• Anaklastikă idiìthta: F eÐnai isìmorfo me to F , • Summetrikă idiìthta: An to F eÐnai isìmorfo me to G tìte kai to G eÐnai isìmorfo me to F , kai • Metabatikă idiìthta: An F isìmorfo me to G kai G isìmorfo me to H tìte kai to F eÐnai isìmorfo me to H.

Askhsh 4.9. DeÐxte ìti ta dÔo grafămata tou Sqămatoc 11 den eÐnai isìmorfa.

4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN 35

Sqăma 11. DeÐxte ìti ta dÔo grafămata den eÐnai isìmorfa

ParĹdeigma 4.6. To grĹfhma tou Sqămatoc 13 kai to grĹfhma tou Sqămatoc 22 eÐnai isìmorfa, kai mĹlista me f(i) = i.

ParĹdeigma 4.7. Sto Sqăma 12 deÐqnoume ìla ta mh-isìmorfa metaxÔ touc grafămata me 3 korufèc. KĹje Ĺllo dhl. grĹfhma me 3 korufèc (faÐnontai sto Sqăma 9) eÐnai isìmorfo akribÿc me èna apì ta 4 autĹ grafămata. ParathreÐste ìti to plăjoc touc eÐnai katĹ polÔ mikrìtero tou plăjoc ìlwn twn grafhmĹtwn me 3 korufèc, isomìrfwn metaxÔ touc ă ìqi.

Sqăma 12. Ta mh-isìmorfa grafămata me 3 korufèc

H apeikìnish f (pou onomĹzetai isomorfismìc) den eÐnai monadikĹ kajorismènh kai oÔte eÐnai sunăjwc profanăc h Ôparxă thc. P.q. h apeikìnish f apì to grĹfhma tou Sqămatoc 13 sto grĹfhma tou Sqămatoc 22 pou èqei f(1) = 1, f(2) = 5, f(3) = 6, f(4) = 7, f(5) = 4, f(6) = 3, f(7) = 2, eÐnai ki aută ènac isomorfismìc apì to prÿto grĹfhma sto deÔtero.

Oson aforĹ th jewrÐa grafhmĹtwn, dÔo isìmorfa grafămata sunăjwc den ta xeqwrÐzoume metaxÔ touc. P.q. ja jewroÔme èna grĹfhma G upogrĹfhma enìc grafămatoc G^′ an to G eÐnai isìmorfo me kĹpoio upogrĹfhma tou G^′. Etsi to grĹfhma α − − − β − − − γ (treÐc korufèc kai dÔo akmèc) jewreÐtai upogrĹfhma tou grafămatoc tou Sqămatoc 22 parĹ to ìti to sÔnolo korufÿn tou den eÐnai kan uposÔnolo tou sunìlou twn korufÿn tou Sqămatoc 22.

Askhsh 4.10. JewreÐste to grĹfhma W pou èqei wc korufèc tic hmèrec thc ebdomĹdac, kai ìpou dÔo mèrec sunduèontai metaxÔ touc me akmă an kai mìno an h mia eÐnai h epìmenh thc Ĺllhc. EpÐshc to grĹfhma S me sÔnolo korufÿn to {0, 1, . . . , 6} ìpou dÔo korufèc sundèontai metaxÔ touc an kai mìno an h diaforĹ touc mod 7 isoÔtai me 3. DeÐxte ìti ta grafămata W kai S eÐnai isìmorfa.

Askhsh 4.11. JewreÐste to grĹfhma Q pou èqei wc korufèc tou tic korufèc enìc trisdiĹstatou kÔbou, kai to grĹfhma B pou èqei wc korufèc ìlec ta stoiqeÐa tou sunìlou {0, 1}^3, ìlec dhl. tic triĹdec apì 0 ă 1. DÔo triĹdec sundèontai sto B an kai mìno an diafèroun se mia akribÿc suntetagmènh. DeÐxte ìti ta Q kai B eÐnai isìmorfa.

To na apofasÐsei kaneÐc ìti dÔo grafămata eÐnai isìmorfa apaiteÐ sunăjwc arketă douleiĹ, mia kai, kat’ arqăn toulĹqiston, prèpei na exetĹsei kĹje mia apì tic dunatèc sunartăseic pou apeikonÐzoun tic korufèc tou enìc grafămatoc stic korufèc enìc Ĺllou kai na elègxei an eÐnai isomorfismìc. ’Omwc pollèc forèc mporeÐ kaneÐc na apofanjeÐ ìti dÔo grafămata den eÐnai isìmorfa qrhsimopoiÿntac kĹpoia aplĹ krităria, ìpwc autĹ thc ’Askhshc 4.12.

Askhsh 4.12. ’Estw G kai H dÔo aplĹ grafămata. DeÐxte ìti se kĹje mia apì tic parakĹtw periptÿseic autĹ den eÐnai isìmorfa. (1) |V (G)| ≠ |V (H)|

36 4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN (2) |E(G)| ≠ |E(H)| (3) O mègistoc bajmìc korufăc tou G eÐnai diaforetikìc apì to mègisto bajmì korufăc tou H. (4) kĹje korufă tou G sundèetai me kĹje Ĺllh me kĹpoio monopĹti, enÿ upĹrqoun dÔo korufèc tou H pou de sundèontai metaxÔ touc me monopĹti.

DeÐxte epÐshc ìti upĹrqoun dÔo mh isìmorfa grafămata G kai H sta opoÐa den isqÔei kanèna apì ta parapĹnw krităria mh isomorfÐac.

Me Ĺlla lìgia dÔo grafămata eÐnai isìmorfa, an kai mìno an, mporeÐ kaneÐc na pĹrei apì to èna to Ĺllo, aplĹ me mia metonomasÐa twn korufÿn touc.

Askhsh 4.13. BreÐte ìla ta mh-isìmorfa grafămata me tèssereic korufèc.

§4. Sunektikìthta kai apostĹseic pĹnw se grafămata

Orismìs 4.8. (MonopĹti kai măkoc tou) MonopĹti sto G ja lègetai mia akoloujÐa korufÿn u_1^{e1}−→ u_2^{e2}−→ · · ·^{en−1}−→ u_n, ìpou h akmă e_j sundèei tic korufèc u_j kai u_{j+1}, j = 1, . . . , n − 1. To plăjoc twn akmÿn (n − 1) pou emfanÐzontai se èna monopĹti ja lègetai măkoc tou monopatioÔ.

ParĹdeigma 4.8. Ena monopĹti se èna aplì grĹfhma mporoÔme na to perigrĹyoume anafèrontac mìno tic korufèc u_j afoÔ oi akmèc ennooÔntai. P.q. sto grĹfhma tou sqămatoc 8 to 1 → 2 → 3 → 6 eÐnai èna monopĹti. Sto grĹfhma tou Sqămatoc 7 to HrĹkleio ` Anÿgeia ` Rèjumno eÐnai èna monopĹti măkouc dÔo.

Askhsh 4.14. Sto grĹfhma B thc ’Askhshc 4.11 breÐte èna monopĹti pou na sundèei tic korufèc (0, 0, 0) kai (1, 1, 1).

Orismìs 4.9. (KÔklwma, kÔkloc) KÔklwma lègetai èna monopĹti ìpou h teleutaÐa korufă eÐnai Ðdia me thn prÿth. Otan jèloume na milăsoume gia kuklÿmata qwrÐc epanalambanìmenec akmèc ja ta apokaloÔme kÔklouc.

ParĹdeigma 4.9. Sto Sqăma 8 to 1 → 2 → 3 → 6 → 4 → 1 eÐnai èna kÔklwma pou eÐnai tautìqrona kai kÔkloc afoÔ kamiĹ apì tic akmèc pou summetèqoun se autì den epanalambĹnetai. Sto Sqăma 7 to HrĹkleio → Anÿgeia → HrĹkleio → Rèjumno → Anÿgeia → HrĹkleio eÐnai epÐshc èna kÔklwma măkouc 5, allĹ ìqi kÔkloc afoÔ h akmă HrĹkleio ` Anÿgeia qrhsimopoieÐtai 3 forèc.

Orismìs 4.10. (Prosită korufă) Ja lème ìti h korufă v eÐnai prosită apì thn korufă u an upĹrqei monopĹti pou na xekinĹei apì thn u kai na katalăgei sthn v.

ParĹdeigma 4.10. Sta grafămata twn SqhmĹtwn 7 kai 8 ìlec oi korufèc eÐnai prositèc apì ìlec.

EÐnai eÔkolo na deiqteÐ ìti h sqèsh fiv prositì apì ufl eÐnai mÐa sqèsh isodunamÐac pĹnw sto sÔnolo V twn korufÿn. ’Ara to sÔnolo V diamerÐzetai se klĹseic isodunamÐac pou tic onomĹzoume sunektikèc sunistÿsec. Me Ĺlla lìgia dÔo korufèc enìc grafămatoc eÐnai sthn Ðdia sunektikă sunistÿsa an kai mìno an upĹrqei monopĹti pou tic enÿnei.

ParĹdeigma 4.11. Sto sqăma 13 deÐqnoume èna grĹfhma tou opoÐou oi sunektikèc sunistÿsec eÐnai oi {1}, {2, 3, 4} kai {5, 6, 7}. Orismìs 4.11. (Sunektikì grĹfhma) Ena grĹfhma onomĹzetai sunektikì an èqei mìno mÐa sunektikă sunistÿsa, an dhl. kĹje korufă sundèetai me kĹje Ĺllh mèsw enìc monopatioÔ.

ParĹdeigma 4.12. Ta grafămata twn SqhmĹtwn 7 kai 8 eÐnai sunektikĹ enÿ autì tou Sqămatoc 13 den eÐnai.

Askhsh 4.15. DeÐxte ìti èna sunektikì grĹfhma me n korufèc kai ligìterec apì n akmèc èqei anagkastikĹ mia korufă bajmoÔ 1.

4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN 37

Sqăma 13. Ena grĹfhma me 3 sunektikèc sunistÿsec

Askhsh 4.16. DeÐxte ìti an èqoume èna sunektikì grĹfhma pou perièqei èna kÔklo, kai diagrĹyoume mia akmă autoÔ tou kÔklou, to grĹfhma paramènei sunektikì. KĹti tètoio de sumbaÐnei, en gènei, an to grĹfhma den èqei kÔklo (dÿste parĹdeigma).

Ja orÐsoume tÿra mia sunĹrthsh d : V × V → R pou ja èqei thn ènnoia thc apìstashc. H posìthta dhl. d(u, v) ja fimetrĹeifl to pìso kontĹ eÐnai oi dÔo korufèc u kai v tou grafămatoc.

Orismìs 4.12. (Apìstash korufÿn) An h korufă u den eÐnai prosită apì thn korufă v tìte orÐzoume d(u, v) = d(v, u) = +∞, h apìstash dhl. anĹmesa se dÔo korufèc u kai v pou de sundèontai me kanèna monopĹti jewreÐtai Ĺpeirh. Alliÿc orÐzoume d(u, v) na eÐnai to măkoc tou elĹqistou monopatioÔ pou sundèei tic u kai v, dhl. tou monopatioÔ ekeÐnou me tic ligìterec akmèc.

Gia parĹdeigma sto Sqăma 13 d(2, 4) = d(5, 7) = 2, d(3, 2) = 1, kai d(1, x) = +∞, gia kĹje x ∈ {2, . . . , 7}. EpÐshc sto Sqăma 10, aristerĹ, d(u, v) = 1, gia kĹje u, v ∈ {1, . . . , 5}, u ≠ v.

Opwc kĹje fusiologikă ènnoia apìstashc sta MajhmatikĹ, h sunĹrthsh apìstashc pou mìlic orÐsame ikanopoieÐ th legìmenh trigwnikă anisìthta: (34) ∀u, v, w ∈ V : d(u, v) ≤ d(u, w) + d(w, v). Gia na deÐ kaneÐc giatÐ isqÔei autì, parathreÐste ìti an pĹroume opoiodăpote monopĹti apì to u sto w kai to suneqÐsoume me èna opoiodăpote monopĹti apì to w sto v, tìte paÐrnoume èna monopĹti apì to u sto v. Oi leptomèreiec thc apìdeixhc afănontai ston anagnÿsth.

Askhsh 4.17. ApodeÐxte thn (34) me ìlec tic leptomèreiec thc apìdeixhc.

Eqontac orÐsei mia ènnoia apìstashc, mporoÔme tÿra na milăsoume gia th diĹmetro enìc grafămatoc G = (V, E), pou th sumbolÐzoume me diam G.

Orismìs 4.13. (DiĹmetroc) H diĹmetroc enìc grafămatoc G orÐzetai na eÐnai h mègisth apìstash anĹmesa se duì korufèc tou G:

(35) diam G = max_{u,v∈V} d(u, v).

EÐnai fanerì ìti èna grĹfhma G eÐnai sunektikì an kai mìno an diam G < ∞. Gia parĹdeigma, to aristerì grĹfhma tou Sqămatoc 4 èqei diĹmetro 1 enÿ to dexiì èqei diĹmetro 2.

Askhsh 4.18. Poia h diĹmetroc tou grafămatoc B thc ’Askhshc 4.11?

Askhsh 4.19. DeÐxte ìti h diĹmetroc enìc sunektikoÔ grafămatoc me n korufèc eÐnai to polÔ n − 1. PerigrĹyte, me plărh apìdeixh, ìla ta grafămata me n korufèc kai diĹmetro n − 1. EpÐshc ìla ta grafămata me diĹmetro n − 2 kai ìla ta grafămata me diĹmetro 1.

Askhsh 4.20. ’Oloi oi kĹtoikoi miac qÿrac, thc opoÐac to alfĹbhto èqei 10 grĹmmata, èqoun wc ìnoma mia lèxh măkouc akribÿc 7. An G eÐnai to grĹfhma me korufèc touc katoÐkouc, kai dÔo kĹtoikoi sundèontai me akmă an kai mìno an ta onìmatĹ touc diafèroun se akribÿc mia jèsh, poia eÐnai h mègisth timă thc diamètrou tou G?

38 4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN

Askhsh 4.21. ’Ena grĹfhma èqei wc korufèc ta 64 tetragwnĹkia miac sunhjismènhc skakièrac, kai dÔo tetragwnĹkia sundèontai metaxÔ touc me akmă an kai mìno an èqoun mia pleurĹ koină. Poia h diĹmetroc tou grafămatoc?

Askhsh 4.22. DeÐxte ìti se kĹje sunektikì grĹfhma upĹrqei mia korufă tètoia ÿste an diagrĹyoume aută thn korufă kai tic akmèc pou katalăgoun se aută to enapomènon grĹfhma paramènei sunektikì.

Askhsh 4.23. An se èna grĹfhma upĹrqoun akribÿc dÔo korufèc me perittì bajmì, autèc prèpei anagkastikĹ na sundèontai me kĹpoio monopĹti. (DeÐte thn ’Askhsh 4.5.)

Askhsh 4.24. O aploÔsteroc Ðswc trìpoc, an kai ìqi pĹnta o pio apotelesmatikìc apì Ĺpoyh upologistikă, gia na parastăsei kaneÐc èna aplì grĹfhma eÐnai me to legìmeno pÐnaka sundesmologÐac. Estw G = (V, E) èna aplì grĹfhma me V = {v_1, . . . , v_n}. O pÐnakac sundesmologÐac A eÐnai tìte ènac n×n pÐnakac me A_{ij} = { 1 an v_i ∼ v_j , 0 alliÿc.

BĹzoume dhl. 1 sth jèsh i, j an kai mìno an h i-ostă kai h j-ostă korufă sundèontai me kĹpoia akmă. Apì ton orismì prokÔptei amèswc ìti o pÐnakac A eÐnai summetrikìc kai èqei 0 pantoÔ pĹnw sth diagÿnio.

Me epagwgă wc prìc k deÐxete ìti O pÐnakac A^k, k ≥ 0, (ginìmeno tou pÐnaka A me ton eautì tou k forèc) èqei sth jèsh i, j ton arijmì s an kai mìno an o arijmìc twn monopatiÿn măkouc k apì thn korufă i sthn j eÐnai akribÿc s. (Paratărhsh: Ena monopĹti măkouc k apì to u sto v mporeÐ na epanalambĹnei akmèc. Gia parĹdeigma, an u ∼ u_1 ∼ v, tìte to monopĹti u → u_1 → u → u_1 → v eÐnai èna monopĹti apì to u sto v măkouc 4.)

Askhsh 4.25. An G eÐnai èna sunektikì grĹfhma me n korufèc, mègisto bajmì d tìte n ≤ 1 + d (d − 1)^{diam G} − 1 d − 2 .

§5. Dèntra kai dĹsh Ta dèntra eÐnai, katĹ kĹpoio trìpo, ta sunektikĹ grafămata qwrÐc perittèc akmèc.

Orismìs 4.14. (Dèntra, dĹsh) Ena sunektikì grĹfhma pou den perièqei kÔklouc onomĹzetai dèntro. Ena grĹfhma, sunektikì ă mh, pou den perièqei kÔklouc onomĹzetai dĹsoc.

Sqăma 14. ’Ena dĹsoc apì 4 dèntra

H deÔterh onomasÐa eÐnai sumbată me thn prÿth afoÔ kĹje tètoio grĹfhma mporeÐ na to dei kaneÐc san to sÔnolo twn sunektikÿn sunistwsÿn tou. AllĹ kĹje tètoia sunektikă sunistÿsa exakoloujeÐ na mhn perièqei kÔklouc (afoÔ eÐnai upogrĹfhma tou arqikoÔ), Ĺra eÐnai èna dèntro, dhl. kĹje grĹfhma qwrÐc kÔklouc eÐnai mia fixènhfl (dhl. qwrÐc metaxÔ touc sundèseic) ènwsh apì dèntra. Me Ĺlla lìgia, èna grĹfhma eÐnai dĹsoc an kai mìno eÐnai mia ènwsh apì, asÔndeta metaxÔ touc, dèntra.

4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN 39

Ta dèntra èqoun endiafèron epeidă, katĹ kĹpoia ènnoia, eÐnai ta fielĹqistafl sunektikĹ grafămata: kĹje sunektikì grĹfhma G = (V, E) perièqei èna upogrĹfhma me tic Ðdiec korufèc, sunektikì kai qwrÐc kÔklouc (Ĺra dèntro).

ParĹdeigma 4.13. Ac poÔme ìti èqoume èna grĹfhma (Sqăma 15) me ta dromolìgia pou ekteleÐ mia aeroporikă etaireÐa anĹmesa se N pìleic. KĹpoiec pìleic sundèontai metaxÔ touc ap’ eujeÐac, kĹpoiec me mÐa endiĹmesh stĹsh, k.l.p.

PRIN META

Ajăna

ParÐsi

LondÐno

MilĹno

MadrÐth Rÿmh

Ajăna

ParÐsi

LondÐno

MilĹno

MadrÐth Rÿmh

BerolÐno BerolÐno

Sqăma 15. Ta dromolìgia miac aeroporikăc etaireÐac, prin kai metĹ tic perikopèc

Se kĹpoia Ĺsqhmh oikonomikă sugkurÐa h etaireÐa apofasÐzei pwc den eÐnai plèon se jèsh na ekteleÐ tìso pollĹ dromolìgia kai ìti prèpei na katargăsei ìso pio pollĹ mporeÐ. H etaireÐa de ja eisagĹgei nèa dromolìgia, aplÿc ja katargăsei merikĹ. Gia lìgouc politikăc ìmwc h etaireÐa de mporeÐ na stamatăsei na exuphreteÐ kamÐa apì tic N pìleic pou mèqri tìte exuphretoÔse. EpÐshc, proseggistikĹ, ìlec oi ptăseic kostÐzoun to Ðdio sthn etaireÐa, anexĹrthta apì thn apìstash.

DeÐqnoume sto Sqăma 15 th lÔsh pou epèlexe telikĹ h etaireÐa. ParathreÐste ìti:

• Gia tic 7 pìleic qrhsimopoioÔntai plèon 6 ptăseic (akmèc sto grĹfhma).

• Gia kĹje zeÔgoc pìlewn exakoloujeÐ na eÐnai dunatì na pĹei kaneÐc apì th mia sthn Ĺllh, me katĹllhlec endiĹmesec stĹseic, kai • Gia kĹje zeÔgoc pìlewn upĹrqei mìno ènac trìpoc na taxidèyei kaneÐc apì th mia sthn Ĺllh (qwrÐc, ennoeÐtai, na petĹei mproc pÐsw).

Orismìs 4.15. (Dèntra kai dĹsh pou parĹgoun) Ena dèntro T , upogrĹfhma tou G kai me tic Ðdiec korufèc, lègetai dèntro pou parĹgei to G (spanning tree). An to T den eÐnai dèntro allĹ eÐnai dĹsoc, kai kĹje sunektikă sunistÿsa tou G parĹgetai apì kĹpoio dèntro tou T , tìte to T lègetai dĹsoc pou parĹgei.

Jeÿrhma 4.1. KĹje sunektikì grĹfhma G perièqei èna dèntro pou to parĹgei.

Apìdeixh. Estw ìti to sunektikì grĹfhma G = (V, E) perièqei kĹpoio kÔklo

C : u_1^{e1}−→ u_2^{e2}−→ · · ·^{en−1}−→ u_n = u_1.

Ac epilèxoume tuqaÐa mia apì tic akmèc tou kÔklou, p.q. thn e_1, kai ac th sbăsoume apì to grĹfhma. Isqurizìmaste ìti to grĹfhma paramènei sunektikì. (DeÐte kai thn ’Askhsh 4.16.) PragmatikĹ, ac upojèsoume pwc h akmă e_1 pou sbăsame summeteÐqe sto grĹfhma G se kĹpoio monopĹti L pou sunèdee dÔo korufèc v kai u, ìpwc faÐnetai sto Sq. 16.

40 4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN

C

L

e_1 u

v Sqăma 16. Diagrafă thc e_1 diathreÐ th sunektikìthta

EÐnai fanerì ìti, parĹ to ìti tÿra pia h akmă e_1 èqei diagrafeÐ, mporoÔme kai pĹli na pĹme apì to v sto u dianÔontac to monopĹti ìpwc kai prin allĹ ìtan ja qreiasteÐ na perĹsoume thn e_1 mporoÔme na thn antikatastăsoume diagrĹfontac to upìloipo tou kÔklou C.

Thn prĹxh aută, pou mìlic deÐxame ìti diathreÐ th sunektikìthta, thn onomĹzoume fispĹsimou tou kÔklou C sthn akmă e_1fl. EpanalambĹnontac aută thn prĹxh ìso exakoloujoÔn na upĹrqoun kÔkloi sto grĹfhma, kai afoÔ metĹ apì kĹje tètoia prĹxh oi akmèc ligosteÔoun katĹ mÐa, eÐnai fanerì (efìson milĹme gia peperasmèna grafămata) ìti ja ftĹsoume se èna ÔpogrĹfhma tou G me tic Ðdiec korufèc (autèc den allĹzoun me thn prĹxh thc diagrafăc thc akmăc), sunektikì kai qwrÐc plèon kÔklouc, dhl. se èna dèntro.

An to grĹfhma G den eÐnai sunektikì efarmìzoume to prÿto kommĹti (pou mìlic apodeÐxame) tou Jewrămatoc 4.1 se kĹje sunektikă tou sunistÿsa kai paÐrnoume ètsi apì èna dèndro gia kĹje sunistÿsa, pou thn parĹgei. □

To epìmeno jeÿrhma mac lèei ìti, antÐjeta me ta genikĹ grafămata, to plăjoc twn akmÿn se èna dèntro eÐnai plărwc kajorismèno apì to plăjoc twn korufÿn tou.

Jeÿrhma 4.2. KĹje dèntro me n korufèc èqei akribÿc n − 1 akmèc.

Apìdeixh. Me epagwgă wc prìc n. Gia n = 1 eÐnai profanèc. Estw G dèntro me n korufèc.

Isqurismìc: UpĹrqei korufă tou G me bajmì 1.

Estw ìti ìlec oi korufèc èqoun bajmì ≥ 2 (afoÔ kamÐa den èqei bajmì 0 lìgw sunektikìthtac). MporoÔme tìte na broÔme monopĹtia osoudăpote megĹlou măkouc sto G sta opoÐa potè den emfanÐzetai kĹti thc morfăc · · · u^e−→ v^e−→ u · · · afoÔ pĹnta mporoÔme na fÔgoume apì kĹpoia korufă qrhsimopoiÿntac kĹpoia Ĺllh akmă apì aută pou qrhsimopoiăsame gia na mpoÔme, kai mporoÔme na kinoÔmaste ètsi ep’ Ĺpeiron. An to monopĹti èqei arketĹ megĹlo măkoc ja upĹrqei sÐgoura kĹpoia korufă pou emfanÐzetai ekeÐ pĹnw apì mÐa forĹ. Epilègoume mia tètoia korufă u pou èqei epiplèon thn idiìthta ìti h apìstash anĹmesa stic dÔo emfanÐseic thc eÐnai elĹqisth.

H katĹstash apeikonÐzetai sto Sqăma 17. H epiplèon idiìthta aută thc u sunepĹgetai ìti sto kÔklwma pou apeikonÐzetai sto sqăma pĹnw apì to u den upĹrqei Ĺllh epanalambanìmenh korufă ă akmă, Ĺra autì to kÔklwma eÐnai kÔkloc, prĹgma pou apagoreÔetai se dèntro, kai èqoume apodeÐxei ton isqurismì.^1

Estw loipìn deg u = 1 kai orÐzoume to upogrĹfhma G^′ tou G pou epĹgetai apì tic upìloipec korufèc V \ {u}, sbănoume dhl. thn u kai th monadikă akmă pou katalăgei sthn u. (DeÐte Sqăma 18.)

1DeÐte kai thn ’Askhsh 4.15

4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN 41

u

Sqăma 17. Ena monopĹti me mia epanalambanìmenh korufă u

G G^′ u v

Sqăma 18. Sbănoume thn korufă u kai th monadikă akmă pou katalăgei se aută gia na pĹroume to upogrĹfhma G^′ apì to G.

Wc upogrĹfhma, to G^′ profanÿc den èqei kÔklouc kai exakoloujeÐ na eÐnai sunektikì afoÔ eÐnai fanerì ìti, epeidă h u èqei bajmì 1, den mporeÐ na qrhsimopoijeÐ gia th sÔndesh dÔo Ĺllwn korufÿn. AllĹ to G^′ èqei n − 1 korufèc kai apì thn epagwgikă mac upìjesh èqei sunepÿc n − 2 akmèc. Ara to G èqei n − 1 (autèc tou G^′ sun aută pou katalăgei sthn u). □

Askhsh 4.26. ApodeÐxte ìti èna dĹsoc me n korufèc kai m sunektikèc sunistÿsec (m dèntra dhladă) èqei akribÿc n − m akmèc.

Askhsh 4.27. DeÐxte ìti kĹje zeÔgoc korufÿn enìc dèntrou enÿnontai metaxÔ touc me èna monadikì monopĹti to opoÐo den pernĹ dÔo forèc apì thn Ðdia akmă. DeÐxte epÐshc ìti an isqÔei autì gia èna grĹfhma G tìte autì eÐnai anagkastikĹ dèntro.

Askhsh 4.28. DeÐxte ìti an prosjèsoume mia akmă se èna dèntro tìte dhmiourgoÔme akribÿc èna kÔklo.

EÔkola èqoume tÿra:

Pìrisma 4.1. An èna sunektikì grĹfhma G me n korufèc èqei n − 1 akmèc tìte eÐnai dèntro.

Apìdeixh. To G perièqei kĹpoio dèntro pou parĹgei, èstw T , to opoÐo èqei n − 1 akmèc sÔmfwna me to Jeÿrhma 4.2. Ara G = T . □

Askhsh 4.29. ’Ena grĹfhma lègetai diplĹ sunektikì an paramènei sunektikì akìmh ki an sbăsoume mia opoiadăpote akmă tou. Pìsec, to ligìtero, akmèc prèpei na èqei èna tètoio grĹfhma me n korufèc? BreÐte èna grĹfhma pou na fipiĹneifl ton elĹqisto autì arijmì akmÿn.

42 4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN

Askhsh 4.30. DeÐxte ìti èna grĹfhma G eÐnai diplĹ sunektikì (deÐte ’Askhsh 4.29) an kai mìno an den èqei korufèc me bajmì 0 (apomonwmènec korufèc ìpwc lème) kai kĹje zeÔgoc akmÿn brÐsketai pĹnw s’ èna kÔklo.

§6. GenikeÔseic thc ènnoiac tou grafămatoc Orismìs 4.16. (Kateujunìmena grafămata) Kateujunìmena grafămata eÐnai zeugĹria (V, E), ìpou kai pĹli V eÐnai èna sÔnolo korufÿn, allĹ to sÔnolo E twn akmÿn eÐnai tÿra ìqi èna sÔnolo dimelÿn uposunìlwn tou V allĹ èna sÔnolo diatetagmènwn zeugÿn me stoiqeÐa apì to V , dhl. E ⊆ V × V .

AnĹloga me thn perÐptwsh mporeÐ kaneÐc na epitrèpei ă ìqi kai zeugĹria thc morfăc (v, v) (tètoiec akmèc onomĹzontai brìgqoi). To shmantikì pĹntwc eÐnai ìti de mporeÐ plèon kaneÐc na lèei ìti fii sundèetai me to jfl allĹ prèpei na prosdiorÐzei kai thn kateÔjunsh thc sÔndeshc.

Orismìs 4.17. (Pollaplèc akmèc) Grafămata me pollaplèc akmèc eÐnai autĹ (kateujunìmena ă mh) sta opoÐa mia akmă mporeÐ na mhn upĹrqei kajìlou, na upĹrqei mia forĹ, duo forèc, klp. O arijmìc twn forÿn pou emfanÐzetai mia akmă lègetai pollaplìthta thc akmăc.

Grafămata me autosundèseic eÐnai autĹ sta opoÐa epitrèpoume mia korufă na sundèetai me ton eautì thc.

Orismìs 4.18. (BĹrh stic akmèc) Grafămata me bĹrh/kìsth eÐnai autĹ (kateujunìmena ă mh) sta opoÐa kĹje akmă èqei kai èna bĹroc/kìstoc.

AutĹ ta bĹrh eÐnai sunăjwc mh arnhtikoÐ arijmoÐ, allĹ autì den eÐnai aparaÐthto kai exartĹtai apì thn efarmogă. Gia parĹdeigma, an oi korufèc paristĹnoun pìleic se mÐa qÿra kai oi akmèc kĹpoiouc drìmouc pou tic sundèoun, ta bĹrh mporoÔn na paristĹnoun ta măkh twn drìmwn.

Sqăma 19. Mh aplĹ grafămata

Sto Sqăma 19 deÐqnoume dÔo grafămata. To aristerì eÐnai èna kateujunìmeno grĹfhma, kai to dexÐ eÐnai èna grĹfhma me pollaplèc akmèc, autosundèseic kai bĹrh. EÐnai fanerì ìti mporoÔn na upĹrxoun diĹforoi tètoioi sunduasmoÐ.

H ènnoia tou monopatioÔ eÐnai sqedìn tautìshmh me aută pou isqÔei sta aplĹ grafămata, an ìmwc to grĹfhma eÐnai kateujunìmeno tìte fusiologikĹ apaitoÔme oi akmèc na èqoun ìlec forĹ apì mia korufă tou monopatioÔ proc thn epìmenh.

EidikĹ gia ta grafămata me mh arnhtikĹ bĹrh upĹrqei mia epiplèon ènnoia thc apìstashc anĹmesa se dÔo korufèc pou lambĹnei upìyhn thc ta fimăkhfl (ă bĹrh) twn akmÿn.

Orismìs 4.19. (Apìstash se grafămata me bĹrh) Etsi, to măkoc enìc monopatioÔ se èna grĹfhma me bĹrh eÐnai aplÿc to Ĺjroisma twn barÿn twn akmÿn pou summetèqoun sto monopĹti. H apìstash anĹmesa

4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN 43

stic korufèc u kai v orÐzetai wc to èlĹqisto măkoc monopatioÔ pou sundèei tic u kai v (+∞ an den sundèontai me kĹpoio monopĹti), kai h diĹmetroc tou grafămatoc G orÐzetai wc h mègisth apìstash anĹmesa se dÔo kìmbouc tou G, ìpwc kai prin.

Askhsh 4.31. DeÐxte ìti h trigwnikă anisìthta (34) exakoloujeÐ na isqÔei kai gia th nèa ènnoia apìstashc.

§7. O algìrijmoc tou Kruskal gia elĹqista dèntra pou parĹgoun se grafămata me bĹrh

Estw G = (V, E) èna sunektikì grĹfhma me mh arnhtikĹ bĹrh stic akmèc tou

w : E → R^+ .

Mac endiafèrei na epilèxoume ekeÐno to dèntro T apì ìla ta dunatĹ dèntra pou parĹgoun to G pou to bĹroc tou, dhl. to Ĺjroisma twn akmÿn pou summetèqoun sto dèntro, na eÐnai ìso gÐnetai pio mikrì. Jèloume dhl. na elaqistopoiăsoume thn posìthta w(T ) = ∑ e∈T w(e), ìpou to Ĺjroisma paÐrnetai pĹnw apflolec tic akmèc pou emfanÐzontai sto dèntro, kai to T eÐnai èna dèntro pou parĹgei to G.

An kai h posìthta w(T ) èqei monadikì elĹqisto, autì mporeÐ na fipiĹnetaifl gia parapĹnw apì èna dèntra pou parĹgoun. Ola autĹ ta dèntra me elĹqisto bĹroc ta onomĹzoume elĹqista dèntra tou G.

MporeÐ kaneÐc sqetikĹ eÔkola na deÐxei ìti o parakĹtw algìrijmoc ìntwc brÐskei èna elĹqisto dèntro pou parĹgei sto G.

O algìrijmoc tou Kruskal

(1) DhmiourgoÔme èna dĹsoc F apì dèntra ìpou kĹje korufă tou G apoteleÐ kai èna dèntro. (2) DhmiourgoÔme èna sÔnolo S pou perièqei ìlec tic akmèc tou G, diatetagmènec se aÔxousa seirĹ bĹrouc.

(3) ’Oso isqÔei S ≠ ∅ epanalambĹnoume ta parakĹtw:

(aþ) AfairoÔme thn prÿth akmă tou S (pou eÐnai mia apì autèc pou èqoun to elĹqisto bĹroc anĹmesa stic akmèc pou perièqontai sto S).

(bþ) An aută h akmă enÿnei metaxÔ touc dÔo diaforetikĹ dèntra tou dĹsouc F , tìte prosjètoume aută thn akmă sto F , enÿnontac ètsi se èna dÔo dèntra tou F . Alliÿc thn petĹme aută thn akmă.

Sto tèloc tou algorÐjmou to dĹsoc F perièqei mìno èna dèntro pou eÐnai èna elĹqisto dèntro tou G.^2

Jeÿrhma 4.3. O algìrijmoc tou Kruskal pou perigrĹyame prohgoumènwc ìntwc brÐskei èna elĹqisto dèntro gia to grĹfhma G.

Apìdeixh. To ìti to grĹfhma pou parĹgetai apì ton algìrijmo tou Kruskal eÐnai anĹ pĹsa qronikă stigmă èna dĹsoc eÐnai fanerì, afoÔ kĹje tètoio grĹfhma prokÔptei apì to prohgoÔmeno me thn prosjăkh miac akmăc h opoÐa enÿnei dÔo diaforetikĹ dèntra tou prohgoumènou, kai epeidă eÐnai fanerì ìti an enÿsoume me mia akmă dÔo dèntra me diaforetikì sÔnolo korufÿn paÐrnoume pĹli èna dèntro.

EpÐshc to dĹsoc F eÐnai, sto tèloc tou algorÐjmou, èna kai mìno dèntro. Alliÿc to F ja perieÐqe tic sunektikèc sunistÿsec C_1, . . . , C_k, k > 1, kai, apì ton trìpo pou douleÔei o algìrijmoc, autì sunepĹgetai ìti kamiĹ apì tic akmèc tou G den enÿnei metaxÔ touc dÔo diaforetikĹ C_j . Autì shmaÐnei ìmwc ìti to G den eÐnai sunektikì, Ĺtopo.

2Me tic katĹllhlec domèc dedomènwn o algìrijmoc tou Kruskal qreiĹzetai qrìno O(m log m) gia na teleiÿsei, ìpou m eÐnai

to pìsec akmèc èqei to grĹfhma G.

44 4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN

EÐnai loipìn to F èna kai mìno dèntro kai mĹlista parĹgei to G kai mènei na deiqteÐ ìti to F eÐnai epiplèon kai elĹqisto dèntro pou parĹgei to G. Ac eÐnai loipìn T èna elĹqisto dèntro apì autĹ pou parĹgoun to G pou to epilègoume oÔtwc ÿste na sumfwneÐ me to F gia to mègisto dunatì diĹsthma To diĹsthma sumfwnÐac eÐnai o qrìnoc mèqri na brejeÐ h prÿth akmă (me th diĹtaxh tou S) h opoÐa anăkei sto èna allĹ ìqi sto Ĺllo. An ìlec oi akmèc touc tautÐzontai tìte èqoume F = T kai Ĺra to F eÐnai kai autì elĹqisto. ’Ara mporoÔme na upojèsoume ìti upĹrqei mia akmă e pou perièqetai sto F kai ìqi sto T , kai ac pĹroume na eÐnai h e h prÿth apì tic akmèc pou koitĹei o algìrijmoc gia thn opoÐa sumbaÐnei autì.

H prÿth paratărhsh eÐnai ìti (36) e ∈ F \ T. O lìgoc eÐnai ìti ìtan mia akmă exetĹzetai apì ton algìrijmo tou Kruskal kai aporrÐptetai autì sunepĹgetai ìti ekeÐnh th stigmă ta dÔo Ĺkra thc eÐnai ădh sundedemèna sto F . AllĹ, mèqri ekeÐnh th stigmă to T sumfwneÐ me to F , Ĺra ta dÔo Ĺkra thc e eÐnai ădh sundedemèna kai sto T , prĹgma pou apagoreÔei sthn e na anăkei sto T afoÔ autì eÐnai dèntro. ’Ara h akmă aută den aporrÐptetai apì ton algìrijmo kai isqÔei h (36).

e

C

F_1 F_2

f Sqăma 20. Bohjhtikì sqăma gia thn apìdeixh tou Jewrămatoc 4.3

Ac estiĹsoume thn prosoqă mac sth qronikă stigmă pou exetĹzetai apì ton algìrijmo h akmă e kai ac eÐnai F_1 kai F_2 ta dÔo dèntra tou (trèqontoc) F ta opoÐa h akmă aută enÿnei. AfoÔ e /∈ T an thn prosjèsoume sto T dhmiourgeÐtai ènac kÔkloc C kai èpetai ìti upĹrqei kĹpoia apì tic akmèc tou C \ {e}, èstw h f, pou èqei bĹroc w(f) ≥ w(e). Autì sumbaÐnei giatÐ sthn antÐjeth perÐptwsh ìlec oi akmèc tou C \ {e} ja eÐqan exetasteÐ apì ton algìrijmo prin apì thn e, kai, lìgw thc sumfwnÐac metaxÔ F kai T wc ekeÐnh th stigmă, kai epeidă oi akmèc tou C \ {e} anăkoun ìlec sto T , èpetai ìti ja anăkoun kai sto F , prĹgma asumbÐbasto me to ìti h e sundèei dÔo diaforetikèc sunektikèc sunistÿsec F_1 kai F_2. (DeÐte to Sqăma 20.)

JewroÔme tÿra to dèntro T^′ = T ∪ {e} \ f. Autì to dèntro eÐnai epÐshc elĹqisto kai epÐshc sumfwneÐ me to F gia parapĹnw qrìno ap’ ìti to T , Ĺtopo diìti to T eÐqe upotejeÐ ìti megistopoieÐ autì to qrìno sumfwnÐac. ’Ara F = T kai to F eÐnai elĹqisto. □

Askhsh 4.32. Efarmìste me to qèri ton algìrijmo tou Kruskal sto grĹfhma tou Sqămatoc 21 kai breÐte èna elĹqisto dèntro pou to parĹgei.

Askhsh 4.33. UlopoieÐste ton algìrijmo tou Kruskal sthn agaphmènh sac glÿssa programmatismoÔ me trìpo ÿste o qrìnoc ektèleshc na eÐnai thc tĹxhc tou m log m, ìpou m eÐnai to plăjoc twn akmÿn (pou anagkastikĹ eÐnai toulĹqiston n − 1, ìpou n eÐnai to plăjoc twn korufÿn, mia kai to grĹfhma upotÐjetai sunektikì. ExhgeÐste to qrìno ektèleshc tou algorÐjmou.

4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN 45

Sqăma 21. ’Ena grĹfhma me bĹrh

O algìrijmoc tou Kruskal anăkei sèkeÐnh thn kathgorÐa algorÐjmwn pou onomĹzontai fimuwpikoÐfl (greedy) mia kai prospajoÔn na petÔqoun mia sunolikă beltistopoÐhsh (sthn perÐptwsă mac thn eÔresh enìc elĹqistou dèntrou) beltistopoiÿntac, katĹ th diĹrkeia thc ektèleshc touc, kĹje epilogă pou èqoun na kĹnoun me kĹpoia krităria fithc stigmăcfl. Tètoioi algìrijmoi spanÐwc beltistopoioÔn to sunolikì prìblhma, kai autìc o algìrijmoc gia elĹqista dèntra eÐnai mia apì tic exairèseic ìpou apodedeigmèna epitugqĹnetai sunolikă beltistopoÐhsh.

§8. O algìrijmoc Floyd-Warshall gia eÔresh apostĹsewn pĹnw se grafămata

Edÿ ja perigrĹyoume èna algìrijmo pou brÐskei ìlec tic apostĹseic anĹmesa se kĹje zeugĹri korufÿn, se èna grĹfhma G me (mh arnhtikĹ) bĹrh stic akmèc tou. Prèpei na tonÐsoume ìti to prìblhma pou lÔnoume edÿ algorijmikĹ eÐnai to prìblhma twn apostĹsewn apì fiopoiadăpote se opoiadăpotefl korufă. Sto tèloc tou algorÐjmou dhl. ja mporoÔme na apantăsoume Ĺmesa (se stajerì qrìno, ìpwc lème) se kĹje erÿthma fipoia eÐnai h apìstash anĹmesa stic korufèc i kai j tou grafămatoc?fl. An de mac endièfere aută h genikìthta allĹ jèlame, p.q., na gnwrÐzoume, metĹ to pèrac tou algorÐjmou, ìlec tic apostĹseic apì thn korufă 1 proc ìlec tic Ĺllec, tìte ja qrhsimopoioÔsame diaforetikì algìrijmo. O algìrijmoc pou dÐnoume se aută thn parĹgrafo ja apoteloÔse fioverkillfl gia èna tètoio erÿthma: upologÐzei pollĹ adiĹfora prĹgmata.

JewroÔme, wc sunăjwc, to sÔnolo korufÿn tou grafămatoc na eÐnai to [n] = {1, 2, . . . , n} kai grĹfoume w(i, j) gia to bĹroc thc akmăc (i, j) (to opoÐo sumfwnoÔme na jewroÔme +∞ an h akmă aută den upĹrqei).

O parakĹtw algìrijmoc tropopoieÐ se kĹje epanĹlhyă tou ton n × n pÐnaka A o opoÐoc paÐrnei arqikèc timèc sto băma 1 kai enhmerÿnetai n forèc sto băma 3. Algìrijmoc Floyd-Warshall

(1) Jètoume A^{(0)}_{ij} = w(i, j), gia i, j = 1, . . . , n. (2) EpanalambĹnoume gia k = 1, 2, . . . , n to parakĹtw băma. (3) A^{(k)}_{ij} = min { A^{(k−1)} ij , A^{(k−1)}_{ik} + A^{(k−1)}_{kj} } , gia i, j = 1, . . . , n. Jeÿrhma 4.4. Sto tèloc tou prohgoÔmenou algorÐjmou h apìstash anĹmesa stic korufèc i kai j eÐnai Ðsh me A^{(n)}_{ij} .

Apìdeixh. Ja deÐxoume me epagwgă wc proc to k ìti A^{(k)}_{ij} isoÔtai me L^{(k)}_{ij} = to măkoc tou elĹqistou monopatioÔ apì to i sto j to opoÐo ìmwc qrhsimopoieÐ endiĹmesec korufèc mìno apì to sÔnolo {1, . . . , k}.

Gia k = 0 to parapĹnw sÔnolo eÐnai kenì kai o isqurismìc shmaÐnei ìti A^{(0)}_{ij} isoÔtai me to bĹroc thc pleurĹc (i, j) mia kai to sÔnolo twn monopatiÿn apì to i sto j pou de qrhsimopoioÔn kamÐa endiĹmesh korufă apoteleÐtai apì thn akmă (i, j) kai mìno. ’Ara o isqurismìc eÐnai alhjăc gia k = 0.

46 4. EISAGWGH STH JEWRIA GRAFHMATWN

Upojètoume tÿra ìti o isqurismìc isqÔei mèqri kai gia k − 1, jewroÔme èna elĹqisto monopĹti apì to i sto j pou qrhsimopoieÐ endiĹmesec korufèc mìno apì to sÔnolo {1, . . . , k}, kai xeqwrÐzoume dÔo periptÿseic. (a) To elĹqisto autì monopĹti de qrhsimopoieÐ thn korufă k. (b) QrhsimopoieÐ thn korufă k.

Sthn prÿth perÐptwsh èqoume fusikĹ L^{(k)}_{ij} = L^{(k−1)}_{ij} .

Estw ìti isqÔei to (b). MporoÔme eÔkola na deÐxoume ìti ìpoio kai na eÐnai to elĹqisto monopĹti apì to i sto j perièqei to k akribÿc mia forĹ (an to perièqei duo ă parapĹnw mporoÔme na to mikrĹnoume to monopĹti paraleÐpontac èna kommĹti anĹmesa se dÔo emfanÐseic tou k). EpÐshc, to kommĹti tou monopatioÔ apì to i sto k eÐnai èna elĹqisto monopĹti apì to i sto k pou qrhsimopoieÐ endiĹmesec korufèc apì to sÔnolo {1, . . . , k − 1}. Ara to măkoc tou eÐnai L^{(k−1)}_{ik} kai, omoÐwc, to măkoc tou monopatioÔ apì to k sto j eÐnai L^{(k−1)} kj . To sunolikì măkoc tou monopatioÔ eÐnai loipìn sĹută thn perÐptwsh

L^{(k)}_{ij} = L^{(k−1)}_{ik} + L^{(k−1)}_{kj} .

EpÐshc, se kĹje perÐptwsh, èqoume tic anisìthtec L^{(k)}_{ij} ≤ L^{(k−1)}_{ij} kai L^{(k)}_{ij} ≤ L^{(k−1)}_{ik} + L^{(k−1)}_{kj} , h prÿth apì ton orismì tou tou sumbìlou L kai mìno kai h deÔterh parathrÿntac ìti mporoÔme na pĹme apì to i sto j (me endiĹmesouc apì to [k]) akoloujÿntac prÿta èna elĹqisto monopĹti apì to i sto k kai metĹ èna elĹqisto monopĹti apì to k sto j (me endiĹmesouc apì to [k − 1]).

Apì ta parapĹnw prokÔptei ìti

L^{(k)}_{ij} = min { L^{(k−1)} ij , L^{(k−1)}_{ik} + L^{(k−1)}_{kj} }

kai Ĺra, apì ton trìpo upologismoÔ twn pinĹkwn A^{(k)}, èqoume A(k)_{ij} = L^{(k)}_{ij} , gia kĹje i, j = 1, . . . , n, k = 0, . . . , n. □ MporeÐ kaneÐc eÔkola na deÐ ìti o algìrijmoc Floyd-Warshall pou perigrĹyame paÐrnei perÐpou n^3 upologistikĹ bămata gia na teleiÿsei.

Askhsh 4.34. Pìsec prĹxeic (prosjèseic kai pollaplasiasmoÔc) qreiĹzetai o algìrijmoc Floyd-Warshall gia na upologÐsei to zhtoÔmeno? Pìso qÿro (jèseic gia arijmoÔc) qreiĹzetai o algìrijmoc autìc?

Askhsh 4.35. GrĹyte èna prìgramma pou ja ulopoieÐ ton algìrijmo Floyd-Warshall kai efarmìste ton sto grĹfhma tou Sqămatoc 21.

KEF§ALAIO 5

Dimeră grafămata kai tairiĹsmata

§1. Dimeră grafămata

H klĹsh twn dimerÿn grafhmĹtwn kwdikopoieÐ fusiologikĹ sqèseic anĹmesa se dÔo diaforetikoÔc plhjusmoÔc. Gia parĹdeigma ac upojèsoume ìti èqoume dÔo xèna peperasmèna sÔnola: to A, pou eÐnai èna sÔnolo daskĹlwn, kai to B, pou eÐnai èna sÔnolo majhtÿn. OrÐzoume èna grĹfhma me sÔnolo korufÿn to V = A ∪ B to opoÐo ja kwdikopoieÐ th sqèsh didaskalÐac, bĹzoume dhl. mia akmă anĹmesa se dÔo korufèc u, v ∈ V an kai mìno an to u didĹskei to v ă antÐstrofa. EÐnai fanerì ìti ìlec oi akmèc sto grĹfhma autì sundèoun metaxÔ touc mia korufă tou A kai mia tou B. Den upĹrqoun dhl. akmèc pou na sundèoun anĹmesĹ touc dÔo korufèc tou A ă dÔo tou B. MÐa Ĺllh perÐptwsh, arketĹ koină sthn prĹxh, eÐnai aută ìpou èqoume èna grĹfhma pou perigrĹfei th sqèsh anĹmesa se exuphrethtèc (servers) kai exuphretoÔmenouc (clients).

Orismìs 5.1. (Dimerèc grĹfhma) Ena grĹfhma G = (V, E) ja onomĹzetai dimerèc an upĹrqei mia diamèrish twn korufÿn V = A ∪ B, me A ∩ B = ∅, tètoia ÿste oi geÐtonec kĹje korufăc tou A anăkoun sto B (to opoÐo sunepĹgetai ìti kai oi geÐtonec kĹje korufăc tou B anăkoun sto A). Den upĹrqoun dhl. akmèc apì to A sto A ă apì to B sto B.

ParĹdeigma 5.1. Se èna sÔnolo anjrÿpwn h sqèsh tou gĹmou orÐzei èna dimerèc grĹfhma. An èqoume dhl. èna grĹfhma me sÔnolo korufÿn V kĹpoio sÔnolo anjrÿpwn, kai bĹloume mia akmă anĹmesa se dÔo korufèc an autèc antiproswpeÔoun suzÔgouc, tìte to grĹfhma eÐnai dimerèc me sÔnolo korufÿn A to sÔnolo twn gunaikÿn kai sÔnolo korufÿn B to sÔnolo twn andrÿn.

Sqăma 22. ’Ena dimerèc grĹfhma, sqediasmèno me dÔo trìpouc

Paratărhsh 5.1. Ta dimeră grafămata ta sqediĹzoume sunăjwc (allĹ ìqi pĹnta) me tic dÔo omĹdec (A kai B) twn korufÿn touc safÿc qwrismènec, sunăjwc se aristerĹ kai dexiĹ. Gia parĹdeigma, to grĹfhma sto Sq. 22(a) eÐnai dimerèc me A = {1, 3, 6}, B = {2, 4, 5, 7}. Den eÐnai pĹnta profanèc, aplĹ koitÿntac èna grĹfhma, an eÐnai autì dimerèc ă ìqi. To grĹfhma sto Sq. 22(b) eÐnai to Ðdio me to grĹfhma sto (a) allĹ prèpei kaneÐc na skefteÐ gia na deÐ ìti ìntwc eÐnai dimerèc.

48 5. DIMERH GRAFHMATA KAI TAIRIASMATA

Paratărhsh 5.2. ParathreÐste ìti h diamèrish V = A ∪ B den eÐnai monadikă, mia kai ja mporoÔsame na eÐqame topojetăsei, gia parĹdeigma, to 1 sto sÔnolo B antÐ gia to A.

Askhsh 5.1. BreÐte mia mèjodo gia na apofasÐzete an èna tuqìn aplì grĹfhma eÐnai dimerèc ă ìqi.

Jeÿrhma 5.1. ’Ola ta dèntra eÐnai dimeră grafămata.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai me epagwgă wc proc to n = |V |. An n = 1, tìte to monadikì dèntro eÐnai autì me mia korufă u kai kamiĹ akmă. OrÐzoume tìte to diamerismì tou sunìlou V = {u} sta sÔnola A = {u} kai B = ∅.

Gia to epagwgikì băma, upojètoume ìti h prìtash isqÔei an to dèntro èqei to polÔ n − 1 korufèc kai paÐrnoume èna dèntro T me n korufèc. Jèloume na deÐxoume ìti eÐnai dimerèc. GnwrÐzoume ìmwc (deÐte ton isqurismì mèsa sthn apìdeixh tou Jewrămatoc 4.2) ìti kĹje dèntro èqei mia korufă bajmoÔ 1. ’Estw u mia tètoia korufă tou dèntrou T , kai v o monadikìc geÐtonĹc thc. An apì to T afairèsoume thn korufă u kai thn akmă uv, tìte to grĹfhma pou prokÔptei, èstw T^′ eÐnai kai pĹli dèntro (afoÔ exakoloujeÐ na paramènei sunektikì grĹfhma, qwrÐc kÔklouc) me n − 1 korufèc. Apì thn epagwgikă mac upìjesh èpetai ìti to T^′ eÐnai dimerèc me sÔnola korufÿn ta A^′ kai B^′ (ìlec oi akmèc tou T^′ dhl. pĹne apì to A^′ sto B^′). H korufă v anăkei se èna apì ta dÔo autĹ sÔnola, èstw sto A^′.

Isqurizìmaste tÿra ìti to dèntro T eÐnai dimerèc grĹfhma me sÔnola korufÿn ta A = A^′ kai B = B^′ ∪{u}. Gia na to elègksoume autì, kai efìson gnwrÐzoume ìti den upĹrqoun akmèc apì to A^′ sto B^′, arkeÐ na elègksoume ìti den upĹrqoun akmèc apì to u proc kĹpoia korufă tou B^′. Autì ìmwc eÐnai profanèc afoÔ to u èqei mìno èna geÐtona, to v, o opoÐoc eÐnai sto A. □

Askhsh 5.2. An èna grĹfhma eÐnai dimerèc tìte kai kĹje upogrĹfhmĹ tou eÐnai.

Askhsh 5.3. O kÔkloc C_n eÐnai to grĹfhma me sÔnolo korufÿn to {1, 2, . . . , n} kai sÔnolo akmÿn to E = {(1, 2), (2, 3), . . . , (n − 1, n), (n, 1)}. DeÐxte ìti to C_n eÐnai dimerèc grĹfhma an kai mìno an to n eÐnai Ĺrtio.

Askhsh 5.4. To plărec dimerèc grĹfhma me m kai n korufèc, pou to sumbolÐzoume me K_{mn} eÐnai èna dimerèc grĹfhma me sÔnola korufÿn A = {a_1, . . . , a_m} kai B = {b_1, . . . , b_n}, ìpou to sÔnolo twn akmÿn eÐnai to mègisto dunatì.

(1) Pìsec akmèc èqei to K_{mn}?

(2) Gia poiec timèc twn m kai n eÐnai to K_{mn} kanonikì? (JumÐzoume ìti èna grĹfhma lègetai kanonikì an ìlec oi korufèc tou èqoun ton Ðdio bajmì.)

(3) PerigrĹyte to sumplhrwmatikì grĹfhma tou K_{mn}. (Sumplhrwmatikì enìc grafămatoc G eÐnai to grĹfhma G^′ me Ðdio sÔnolo korufÿn kai tètoio ÿste mia akmă upĹrqei sto G^′ an kai mìno an den upĹrqei sto G.)

Askhsh 5.5. MporeÐ èna dèntro na eÐnai plărec dimerèc grĹfhma? (DeÐte orismì sthn ’Askhsh 5.4.)

Askhsh 5.6. DeÐxte ìti an oi sunektikèc sunistÿsec enìc grafămatoc eÐnai dimeră grafămata tìte kai to ìlo grĹfhma eÐnai dimerèc.

Ta dimeră grafămata qarakthrÐzontai apì ta măkh twn kuklwmĹtwn touc:

Jeÿrhma 5.2. ’Ena grĹfhma eÐnai dimerèc an kai mìno an ìla ta kuklÿmatĹ tou èqoun Ĺrtio măkoc.

Apìdeixh. ’Estw G dimerèc grĹfhma kai C kÔklwma se autì:

C : u_1 → u_2 → · · · → u_n → u_1.

To măkoc tou C eÐnai n kai jèloume na deÐxoume ìti autì eÐnai Ĺrtio. MporoÔme na upojèsoume ìti to u_1 anăkei sto sÔnolo korufÿn A. ’Ara to u_2 anăkei sto sÔnolo korufÿn B, to u_3 anăkei pĹli sto A, klp. Dhl. ta u_j me Ĺrtio j anăkoun sto B kai autĹ me perittì j sto A. ’Omwc to u_n eÐnai geÐtonac tou u_1, Ĺra anăkei sto B, to opoÐo sunepĹgetai ìti to n eÐnai Ĺrtio.

5. DIMERH GRAFHMATA KAI TAIRIASMATA 49

AntÐstrofa, èstw G èna grĹfhma, me sÔnolo korufÿn V , sto opoÐo ìla ta kuklÿmata èqoun Ĺrtio măkoc. Upojètoume prÿta ìti to G eÐnai sunektikì kai stajeropoioÔme mia korufă tou u. OrÐzoume A = {v ∈ V : d(u, v) Ĺrtio} kai B = V \ A. DeÐqnoume ìti to G eÐnai dimerèc me sÔnola korufÿn ta A kai B. Gi’ autì arkeÐ na deÐxoume ìti eÐnai adÔnato na upĹrqei akmă anĹmesa se dÔo korufèc tou A ă anĹmesa se dÔo korufèc tou B. ’Estw a_1 kai a_2 dÔo korufèc tou A (epiqeirhmatologoÔme teleÐwc ìmoia gia dÔo korufèc tou B) kai ac upojèsoume, antÐjeta me autì pou jèloume na apodeÐxoume, ìti upĹrqei sto G h akmă a_1a_2. ’Estw π_1 kai π_2 dÔo elĹqista monopĹtia sto G apì thn u stic korufèc a_1 kai a_2. JewroÔme ton kÔklo C pou apartÐzetai apì to π_1 akoloujoÔmeno apì thn akmă a_1a_2 kai tèloc apì to π_2 dianumèno me anĹpodh seirĹ. To măkoc tou C eÐnai |C| = |π_1| + 1 + |π_2|, pou eÐnai fanerì ìti eÐnai perittìc arijmìc, prĹgma Ĺtopo.

’Eqoume loipìn deÐxei th sunepagwgă fiĹrtia kuklÿmata sunepĹgetai dimerèc grĹfhmafl sthn perÐptwsh pou to G eÐnai sunektikì. An to G den eÐnai sunektikì parathroÔme ìti kĹje sunektikă sunistÿsa tou eÐnai dimerăc, Ĺra kai to Ðdio to G (deÐte ’Askhsh 5.6). □

Askhsh 5.7. O qrwmatikìc arijmìc enìc grafămatoc G, pou sumbolÐzetai me χ(G), eÐnai o elĹqistoc akèraioc k tètoioc ÿste na mporeÐ kaneÐc me k diaforetikĹ qrÿmata na qrwmatÐsei tic korufèc tou G, me tètoio trìpo ÿste an dÔo korufèc sundèontai me akmă tìte na èqoun diaforetikĹ qrÿmata. Gia parĹdeigma o qrwmatikìc arijmìc enìc trigÿnou (K_3) eÐnai 3. DeÐxte ìti èna grĹfhma G eÐnai dimerèc an kai mìno an χ(G) ≤ 2. Askhsh 5.8. An A = {1, . . . , m} kai B = {1, . . . , n}, pìsa dimeră grafămata upĹrqoun me sÔnola korufÿn ta A kai B?

Askhsh 5.9. An A = {1, . . . , m} kai B = {1, . . . , n}, gia poiec timèc twn m, n kai r upĹrqei r-kanonikì grĹfhma me sÔnola korufÿn ta A kai B?

Askhsh 5.10. Ti morfă èqei o pÐnakac sundesmologÐac enìc dimeroÔc grafămatoc (metĹ apì katĹllhlh arÐjmhsh twn korufÿn tou)?

§2. TairiĹsmata se dimeră grafămata Mia polÔ qrăsimh ènnoia eÐnai h ènnoia tou tairiĹsmatoc se èna grĹfhma.

Orismìs 5.2. (AnexĹrthtec akmèc, TairiĹsmata) DÔo akmèc lègontai anexĹrthtec an den èqoun koină korufă. ’Ena sÔnolo anexartătwn akmÿn M se èna grĹfhma lègetai taÐriasma (matching). An to grĹfhma eÐnai dimerèc me sÔnola korufÿn A kai B tìte èna taÐriasma M lègetai plărec taÐriasma tou A (omoÐwc gia to B) an kĹje korufă tou A perièqetai se kĹpoia akmă tou M.

ParĹdeigma 5.2. Sto Sq. 23(a) to sÔnolo twn akmÿn pou èqoun sqediasteÐ èntona apoteleÐ èna taÐriasma. Sto Sq. 23(b) èqoume èna dimerèc grĹfhma me èna taÐriasma tou plărec sunìlou korufÿn A (aristerèc korufèc). To taÐriasma autì den apoteleÐ plărec taÐriasma tou B afoÔ h korufă 9 tou B den fikalÔptetaifl apì akmă tou tairiĹsmatoc.

ParĹdeigma 5.3. Ac upojèsoume ìti èqoume prokhrÔxei kĹpoiec jèseic ergasÐac J_1, . . . , J_n kai ìti èqoun kĹnei aÐthsh gi’ autèc kĹpoioi upoyăfioi C_1, . . . , C_m, me m ≥ n. Den èqei kat’ anĹgkhn kĹnei aÐthsh o kĹje upoyăfioc gia ìlec tic jèseic, allĹ kĹje upoyăfioc èqei kĹnei aÐthsh gia kĹpoiec apì tic prosferìmenec jèseic. Skopìc mac eÐnai na gemÐsoume ìlec tic jèseic ergasÐac. De mporoÔme fusikĹ na proslĹboume gia mia jèsh ergasÐac kĹpoion pou den èqei kĹnei aÐthsh gi’ aută. FtiĹqnoume èna dimerèc grĹfhma me sÔnola korufÿn A = {J_1, . . . , J_n} kai B = {C_1, . . . , C_m} kai bĹzoume mia akmă anĹmesa stic korufèc J_k kai C_l an kai mìno an o upoyăfioc C_l èqei kĹnei aÐthsh gia th jèsh J_k. EÐnai fanerì tÿra ìti mporoÔme na gemÐsoume ìlec tic jèseic ergasÐac an kai mìno an upĹrqei plărec taÐriasma tou A sto grĹfhma autì.

50 5. DIMERH GRAFHMATA KAI TAIRIASMATA

Sqăma 23. Oi akmèc me èntonh grammă apoteloÔn taÐriasma

Askhsh 5.11. An èna dimerèc grĹfhma me sÔnola korufÿn A kai B èqei plărec taÐriasma tou A tìte |B| ≥ |A|. Paratărhsh 5.3. ’Estw èna peperasmèno sÔnolo X kai sÔsthma A_1, . . . , A_n uposunìlwn tou. UpĹrqei ènac polÔ fusiologikìc trìpoc na antistoiqÐsoume se autì to sÔsthma uposunìlwn èna dimerèc grĹfhma:

sÔnolo aristerÿn korufÿn eÐnai ta sÔnola A_1, . . . , A_n kai sÔnolo dexiÿn korufÿn eÐnai to X. Enÿnoume thn aristeră korufă A_i me th dexiĹ korufă x an kai mìno an x ∈ A_i.

EÐnai fanerì ìti se diaforetikĹ sustămata uposunìlwn tou X antistoiqoÔn diaforetikĹ dimeră grafămata kataskeuasmèna katĹ autìn ton trìpo kai eÐnai epÐshc fanerì pÿc na kataskeuĹsoume èna sÔsthma uposunìlwn ìtan mac dÿsoun èna dimerèc grĹfhma.

Orismìs 5.3. Se èna dimerèc grĹfhma, gia kĹje sÔnolo J aristerÿn korufÿn, sumbolÐzoume me N(J) to sÔnolo ìlwn twn dexiÿn korufÿn pou enÿnontai me kĹpoia korufă apì to J.

To apotèlesma pou akoloujeÐ perigrĹfei akribÿc pìte èna dimerèc grĹfhma èqei plărec taÐriasma thc miac pleurĹc tou.

Jeÿrhma 5.3. Se èna dimerèc grĹfhma me sÔnola korufÿn A kai B upĹrqei plărec taÐriasma tou A an kai mìno an gia kĹje uposÔnolo J ⊆ A isqÔei (37) |N(J)| ≥ |J|. Apìdeixh. To Jeÿrhma 5.3 apoteleÐ ousiastikĹ mia anadiatÔpwsh tou Jewrămatoc tou GĹmou (Jeÿrhma 1.1). FtiĹqnoume apì to dimerèc mac grĹfhma èna sÔsthma uposunìlwn tou B, ìpwc sthn Paratărhsh 5.3. H sunjăkh tou Jewrămatoc 5.3 apoteleÐ aplĹ anadiatÔpwsh thc sunjăkhc (12) tou Hall. To grĹfhmĹ mac èqei plărec taÐriasma tou A an kai mìno an to sÔsthma uposunìlwn tou B pou ftiĹxame èqei sÔsthma xènwn antiprosÿpwn, prĹgma pou, sÔmfwna me to Jeÿrhma tou GĹmou, isqÔei akribÿc ìtan isqÔei h sunjăkh tou Hall, dhl. h sunjăkh pou diatupÿnetai sto Jeÿrhma 5.3. □ Askhsh 5.12. Se èna dimerèc grĹfhma me sÔnola korufÿn A kai B isqÔei |N(J)| ≥ |J| − 5, gia kĹje J ⊆ A. DeÐxte ìti upĹrqei taÐriasma M pou na perièqei toulĹqiston |A| − 5 korufèc tou A.

Mia eÔkolh sunèpeia tou jewrămatoc tou GĹmou eÐnai h exăc: Pìrisma 5.1. KĹje kanonikì dimerèc grĹfhma èqei taÐriasma.

5. DIMERH GRAFHMATA KAI TAIRIASMATA 51

Apìdeixh. Estw ìti to G = (A ∪ B, E) eÐnai r-kanonikì, r ≥ 1. Ja apodeÐxoume ìti isqÔei h upìjesh tou Jewrămatoc 5.3. Estw J ⊆ A kai E_1 to sÔnolo twn akmÿn pou xekinoÔn apì kĹpoia korufă tou J. Epeidă to G eÐnai r-kanonikì èqoume ìti |E_1| = r|J|.

Estw epÐshc E_2 to sÔnolo twn akmÿn pou katalăgoun se kĹpoia apì tic korufèc tou N(J), dhl. se kĹpoio apì touc geÐtonec tou J. XanĹ èqoume |E_2| = r|N(J)|.

AllĹ profanÿc isqÔei E_1 ⊆ E_2. Ara r|J| ≤ r|N(J)|, to opoÐo sunepĹgetai |N(J)| ≥ |J|. □

§3. Mègista tairiĹsmata UpĹrqoun pollèc endiafèrousec periptÿseic dimerÿn grafhmĹtwn pou den èqoun plărh tairiĹsmata tou sunìlou korufÿn A. Sè tètoia perÐptwsh endiaferìmaste na broÔme mègista tairiĹsmata, tairiĹsmata dhl. pou kalÔptoun to mègisto dunatì arijmì korufÿn (enallaktikĹ, pou èqoun ìso gÐnetai perissìterec akmèc).

Orismìs 5.4. (EnallaktikĹ monopĹtia, epauxĹnonta monopĹtia) Mia korufă enìc dimeroÔc grafămatoc pou den kalÔptetai apì kĹpoia akmă enìc tairiĹsmatoc lègetai ataÐriasth (wc proc to taÐriasma autì).

Se èna dimerèc grĹfhma me sÔnola korufÿn A kai B kai èna taÐriasma M èna monopĹti, qwrÐc epanalambanìmenec akmèc, pou arqÐzei apì mia ataÐriasth koruă tou A, kai perièqei enallaktikĹ akmèc apì to E \ M kai to M, lègetai enallaktikì monopĹti.

An èna enallaktikì monopĹti teleiÿnei se mia ataÐriasth korufă tou B tìte lègetai epauxĹnon monopĹti.

Sqăma 24. To monopĹti 1243 eÐnai epauxĹnon gia to shmeiwmèno taÐriasma

ParĹdeigma 5.4. Sto Sq. 24 to monopĹti 1243 eÐnai epauxĹnon gia to taÐriasma pou èqei shmeiwjeÐ me èntonec grammèc.

Paratărhsh 5.4. Ta epauxĹnonta monopĹtia eÐnai shmantikĹ giatÐ h Ôparxh enìc tètoiou monopatioÔ sunepĹgetai thn Ôparxh enìc megalÔterou tairiĹsmatoc apì to upĹrqon. PrĹgmati, se èna epauxĹnon monopĹti oi akmèc eÐnai enallaktikĹ ektìc tou M, apì to M, ektìc tou M, k.o.k., kai teleiÿnoun me mia akmă ektìc tou M, mia kai h teleutaÐa korufă tou monopatioÔ eÐnai sto B kai ataÐriasth sto taÐriasma M. An loipìn afairèsoume apì to M tic akmèc tou pou summetèqoun se èna epauxĹnon monopĹti π kai prosjèsoume sto M tic akmèc tou π pou den anăkan sto M, paÐrnoume èna Ĺllo sÔnolo akmÿn M^′ pou eÐnai megalÔtero tou M katĹ mÐa akmă. To shmantikì edÿ eÐnai ìti kai to M^′ eÐnai taÐriasma, Ĺra, qrhsimopoiÿntac to π katafèrame na auxăsoume to mègejoc tou dojèntoc tairiĹsmatoc.

ParĹdeigma 5.5. Sto taÐriasma tou Sq. 24 an afairèsoume thn akmă 24 kai prosjèsoume tic 12 kai 34 paÐrnoume pĹli èna taÐriasma katĹ mÐa akmă megalÔtero apì prin.

Askhsh 5.13. ApodeÐxte ton isqurismì thc Paratărhshc 5.4, ìti to sÔnolo akmÿn M^′ eÐnai taÐriasma. Sunepÿc an to M eÐnai mègisto taÐriasma tìte den upĹrqoun epauxĹnonta monopĹtia.

EÐnai shmantikì ìti isqÔei kai to antÐstrofo thc ’Askhshc 5.13, kai autì den eÐnai kajìlou profanèc.

52 5. DIMERH GRAFHMATA KAI TAIRIASMATA

Jeÿrhma 5.4. An èna taÐriasma den èqei epauxĹnonta monopĹtia tìte eÐnai mègisto taÐriasma.

Apìdeixh. ’Estw M_1 èna taÐriasma (enìc dimeroÔc grafămatoc G, me sÔnola korufÿn A kai B) pou den èqei epauxĹnonta monopĹtia, kai M_2 èna mègisto taÐrasma. JewroÔme to grĹfhma G^′ me sÔnolo akmÿn to M_1∇M_2 (to sÔnolo autì eÐnai h summetrikă diaforĹ twn M_1 kai M_2, oi akmèc ekeÐnec tou G dhl. pou anăkoun se akribÿc èna apì ta sÔnola M_1 kai M_2).

Epeidă ta M_1 kai M_2 eÐnai tairiĹsmata èpetai ìti oi korufèc tou G^′ èqoun ìlec bajmì 1 ă 2 (sto G^′, ìqi sto G). Apì autì prokÔptei ìti kĹje sunektikă sunistÿsa tou G^′ eÐnai eÐte ènac kÔkloc eÐte èna monopĹti. Kai stic dÔo autèc periptÿseic oi akmèc se kĹje sunektikă sunistÿsa proèrqontai enallĹx apì to M_1 kai to M_2. ’Otan h sunistÿsa eÐnai kÔkloc qrhsimopoioÔntai se aută Ðso plăjoc akmÿn apì to M_1 kai to M_2. ’Otan h sunistÿsa den eÐnai kÔkloc allĹ monopĹti, o mìnoc trìpoc na emfanÐzontai se aută ligìterec M_1-akmèc ap’ ìti M_2-akmèc eÐnai to monopĹti autì na arqÐzei kai na teleiÿnei me M_2-akmă, prĹgma pou ja sămaine ìti to monopĹti autì ja ătan epauxĹnon gia to taÐriasma M_2, me endeqìmenh enallagă twn rìlwn twn pleurÿn A kai B.

Epeidă èqoume upojèsei ìti epauxĹnonta monopĹtia den upĹrqoun èpetai ìti kai se aută thn perÐptwsh (h sunistÿsa eÐnai monopĹti kaÐ ìqi kÔkloc) qrhsimopoioÔntai toulĹqiston tìsec M_1-akmèc ìsec kai M_2. Kai afoÔ to M_2 eÐnai mègisto taÐriasma èpetai ìti to plăjoc akmÿn tou M_1 eÐnai Ðso me autì tou M_2 kai Ĺra eÐnai ki autì mègisto, ìpwc èprepe na deÐxoume. □

Paratărhsh 5.5. Lìgw tou Jewrămatoc 5.4 mporoÔme na akoloujăsoume thn exăc diadikasÐa gia thn eÔresh enìc mègistou tairiĹsmatoc enìc dimeroÔc grafămatoc: xekinĹme apì èna opoiodăpote taÐriasma (p.q. to kenì) kai yĹqnoume na broÔme epauxĹnonta monopĹtia. KĹje forĹ pou brÐskoume èna tètoio akoloujoÔme th diadikasÐa thc Paratărhshc 5.4 ÿste na auxăsoume katĹ mÐa to sÔnolo twn akmÿn pou summetèqoun sto taÐriasmĹ mac. ’Otan de mporoÔme plèon na broÔme epauxĹnon monopĹti eÐmaste sÐgouroi, apì to Jeÿrhma 5.4 ìti èqoume breÐ èna mègisto taÐriasma.

Orismìs 5.5. (KĹlumma korufÿn) ’Ena sÔnolo korufÿn U se èna grĹfhma G lègetai kĹlumma korufÿn tou G an kĹje akmă tou G èqei mia toulĹqiston korufă sto U.

ParĹdeigma 5.6. Sto Sq. 23(a) to sÔnolo {1, 6, 8} eÐnai kĹlumma korufÿn.

Jeÿrhma 5.5. (König, 1931, kai Egerváry, 1931) Se èna dimerèc grĹfhma to mègejoc enìc megÐstou tairiĹsmatoc isoÔtai me to mègejoc enìc elaqÐstou kalÔmmatoc korufÿn.

Apìdeixh. ’Estw G dimerèc grĹfhma me sÔnola korufÿn ta A kai B kai M èna taÐriasma tou G me mègisto plăjoc akmÿn. Ja kataskeuĹsoume èna sÔnolo korufÿn U, megèjouc |U| = |M|, pou ja eÐnai kĹlumma korufÿn tou G. Autì ja shmaÐnei ìti to elĹqisto mègejoc kalÔmmatoc korufÿn tou G eÐnai to polÔ |M|. Apì thn Ĺllh meriĹ ìmwc, eÔkola blèpei kaneÐc ìti kĹje kĹlumma korufÿn prèpei na èqei toulĹqiston |M| korufèc, opìte h apìdeixh tou Jewrămatoc 5.5 ja eÐnai plărhc.

Epilègoume loipìn na bĹloume sto sÔnolo U mia akribÿc korufă apì kĹje akmă tou M. ’Estw uv ∈ M, me u ∈ A, v ∈ B. An upĹrqei enallaktikì monopĹti pou katalăgei sto v tìte bĹzoume thn korufă v sto sÔnolo U, alliÿc bĹzoume thn korufă u. EÐnai fanerì ìti me aută thn kataskeuă isqÔei |U| = |M|. Apomènei na deÐxoume ìti to sÔnolo U pou kataskeuĹsame eÐnai kĹlumma korufÿn tou grafămatoc. ’Estw loipìn ab mia akmă tou grafămatoc me a ∈ A, b ∈ B. Prèpei na deÐxoume ìti toulĹqiston èna apì ta a, b anăkei sto U. An ab ∈ M autì eÐnai profanèc opìte upojètoume ìti ab /∈ M. Epeidă to M eÐnai mègisto taÐriasma èpetai ìti upĹrqei a^′b^′ ∈ M, me a = a^′ ă b = b^′. An h a eÐnai ataÐriasth tìte b = b^′ kai h akmă ab apoteleÐ enallaktikì monopĹti, opìte h korufă thc a^′b^′ pou epilèqthke gia to U ătan h b^′ = b, kai Ĺra pĹli deÐxame autì pou jèloume.

MporoÔme sunepÿc na upojèsoume ìti a = a^′. An to a = a^′ den eÐnai sto U tìte b^′ ∈ U, Ĺra upĹrqei kĹpoio enallaktikì monopĹti π pou katalăgei sto b^′. Tìte ìmwc upĹrqei kai kĹpoio enallaktikì monopĹti pou katalăgei sto b: eÐte to π^′ = πb (an b ∈ π) eÐte to π^′ = πb^′a^′b. Epeidă to M eÐnai mègisto to π^′ pèra apì enallaktikì de mporeÐ na eÐnai kai epauxĹnon monopĹti, Ĺra to b eÐnai tairiasmèno sto M kai eÐqe epilegeÐ gia to U. □

5. DIMERH GRAFHMATA KAI TAIRIASMATA 53

Paratărhsh 5.6. To Jeÿrhma 5.5 mac dÐnei th dunatìthta na pistopoiăsoume èna mègisto taÐriasma. FantasteÐte gia parĹdeigma ìti èqete mia etaireÐa pou poulĹei mègista tairiĹsmata se dimeră grafămata. ’Erqetai dhl. o pelĹthc sac kai sac dÐnei èna (terĹstio) dimerèc grĹfhma, kai zhtĹ apì sac na breÐte èna mègisto taÐriasma gi’ autì. Gia na sac plhrÿsei ìmwc zhtĹei kai egguăseic ìti to taÐriasma pou tou brăkate eÐnai ìntwc mègisto. Tìte eseÐc den èqete parĹ na tou dÿsete, mazÐ me to taÐriasma M pou upologÐsate, kai èna sÔnolo korufÿn U, me tìsec korufèc ìsec to taÐriasma èqei akmèc, kai tètoio ÿste to U na eÐnai kĹlumma ìlwn twn akmÿn tou grafămatoc (kĹje akmă tou grafămatoc dhl. na perièqei kĹpoia korufă tou U). Tètoio sÔnolo korufbn U upĹrqei lìgw tou Jewrămatoc 5.4. Tìte, pĹli lìgw tou Jewrămatoc 5.4, o pelĹthc sac (o opoÐoc eÔkola mporeÐ na epibebaiÿsei ton isqurismì sac ìti |U| = |M| kai ìti to U eÐnai kĹlumma korufÿn) eÐnai bèbaioc ìti to M eÐnai mègisto taÐriasma.

Askhsh 5.14. DÐdetai ènac m × n pÐnakac A me stoiqeÐa A_{ij} ∈ {0, 1}. Me eujeÐa tou pÐnaka ennoÔme mai opoiadăpote grammă ă stălh tou. DeÐxte ìti to elĹqisto plăjoc eujeiÿn pou perièqei ìla ta 1 tou A eÐnai Ðso me to mègisto plăjoc apì 1 pou anĹ dÔo de brÐskontai pĹnw sthn Ðdia eujeÐa.

Paratărhsh 5.7. Ac deÐxoume tÿra ìti to Jeÿrhma 5.3 mporeÐ na apodeiqjeÐ eÔkola qrhsimopoiÿntac to Jeÿrhma 5.5.

PrĹgmati ac upojèsoume ìti se èna dimerèc grĹfhma isqÔei h sunjăkh (37) allĹ den upĹrqei plărec taÐriasma tou A. Apì to Jeÿrhma 5.5 upĹrqei sÔnolo korufÿn U, me |U| < |A|, pou eÐnai kĹlumma korufÿn, èstw U = A^′ ∪ B^′ me A^′ ⊆ A kai B^′ ⊆ B. ’Epetai ìti |B^′| < |A \ A^′|. Epeidă to U eÐnai kĹlumma korufÿn èqoume ìti den upĹrqoun sto G akmèc anĹmesa sta sÔnola A \ A^′ kai B \ B^′, Ĺra |N(A \ A^′)| ≤ |B^′| < |A \ A^′|, kai autì antifĹskei me thn sunjăkh (37) gia to sÔnolo J = A \ A^′.