KefĹlaio 1

Eisagwgă kai Majhmatikì Upìbajro

1.1 AlfĹbhta, lèxeic kai glÿssec

Orismìc 1. (AlfĹbhto) AlfĹbhto eÐnai èna opoiodăpote mh kenì peperasmèno sÔnolo, tou opoÐou ta stoiqeÐa onomĹzoume sÔmbola ă grĹmmata .

ParĹdeigma 1. To duadikì alfĹbhto Σ_2 = {0, 1}. Upì mÐa ènnoia autì eÐnai to plèon endiafèron alfĹbhto. ’Enac lìgoc eÐnai ìti autì eÐnai to alfĹbhto pou qrhsimopoieÐtai stouc shmerinoÔc upologistèc. O shmantikìteroc ìmwc lìgoc eÐnai ìti to Σ_2 mporeÐ na <<mimhjeÐ>> apotelesmatikĹ opoiodăpote Ĺllo alfĹbhto. To ti shmaÐnei autì elpÐzoume na gÐnei xekĹjaro argìtera.

ParĹdeigma 2. To alfĹbhto Σ_{GR} = {A, B, Γ, . . . , α, β, γ, . . . , ω, . . .} perilambĹnei ìla ta grĹmmata kai shmeÐa stÐxhc thc Ellhnikăc glÿssac. Orismìc 2. (Lèxh) Lèxh pĹnw apì èna alfĹbhto Σ lègetai mia peperasmènh akoloujÐa α = α_1 . . . α_n grammĹtwn α_i ∈ Σ, endeqomènwc kai kenă (dhl. me n = 0).

O arijmìc n ≥ 0 lègetai măkoc thc lèxhc α kai sumbolÐzetai me |α|. H kenă lèxh sumbolÐzetai pĹnta me to ϵ.

Me Σ^∗ sumbolÐzoume to sÔnolo ìlwn twn lèxewn pĹnw apì to alfĹbhto Σ. ParĹdeigma 3. H w = 0101 eÐnai mia lèxh pĹnw apì to duadikì alfĹbhto Σ_2, me măkoc |w| = 4. Orismìc 3. (Glÿssa) Mia glÿssa L pĹnw apì èna alfĹbhto Σ eÐnai èna opoiodăpote sÔnolo, peperasmèno ă Ĺpeiro, lèxewn pĹnw apì to Σ. Wc sunăjwc sta majhmatikĹ me |L| sumbolÐzoume ton plhjĹrijmo thc L. ParĹdeigma 4. To kenì sÔnolo ∅ apoteleÐ mia glÿssa pĹnw apì opoiodăpote alfĹbhto Σ pou ja to onomĹzoume kenă glÿssa .

ParĹdeigma 5. An eÐnai Σ èna alfĹbhto tìte, kataqrhstikĹ, sumbolÐzoume pĹli me Σ th glÿssa pĹnw apì to Σ pou apoteleÐtai apì ìlec tic dunatèc lèxeic me akribÿc èna grĹmma, to Ðdio dhl. to alfĹbhto me mÐa ènnoia.

ParĹdeigma 6. To sÔnolo Σ^∗ ìlwn twn lèxewn pĹnw apì èna alfĹbhto Σ eÐnai h plărhc glÿssa pĹnw apì to Σ. Gia opoiodăpote Σ aută eÐnai mia Ĺpeirh glÿssa pou perièqei wc upoglÿssec (uposÔnola) ìlec tic glÿssec pĹnw apì to Σ. 5

6 KEF§ALAIO 1. EISAGWG§H KAI MAJHMATIK§O UP§OBAJRO

ParĹdeigma 7. To sÔnolo E ìlwn twn epwnÔmwn pou emfanÐzontai ton thlefwnikì katĹlogo Krăthc tou 2003 apoteleÐ mia glÿssa pĹnw apì to alfĹbhto Σ_{GR} twn grammĹtwn kai shmeÐwn stÐxhc thc ellhnikăc glÿssac (upojètoume edÿ ìti den qrhsimopoioÔntai poujenĹ grĹmmata tou latinikoÔ alfabătou ston katĹlogo). H E eÐnai mia peperasmènh allĹ megĹlh glÿssa.

ParĹdeigma 8. To sÔnolo Q = { w ∈ Σ^∗_2 : ∃k ∈ N : |w| = k^2 } eÐnai h glÿssa ìlwn twn duadikÿn lèxewn me măkoc pou eÐnai tèleio tetrĹgwno. Profanÿc prìkeitai gia mia Ĺpeirh glÿssa.

ParĹdeigma 9. To sÔnolo L_k ìlwn twn lèxewn tou Σ_2 me măkoc akribÿc k, ìpou k eÐnai ènac fusikìc arijmìc, eÐnai mia peperasmènh upoglÿssa tou Σ^∗_2.

’Askhsh 1. BreÐte to |L_k|. An M_k eÐnai h upoglÿssa tou Σ^∗_2 pou apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic me măkoc to polÔ k, breÐte to |M_k|.

’Askhsh 2. Pìsec lèxeic măkouc n upĹrqoun pĹnw apì èna alfĹbhto me k grĹmmata?

ParĹdeigma 10. Ac eÐnai Σ_A to alfĹbhto pou apoteleÐtai apì ta grĹmmata tou latinikoÔ alfabătou, mikrĹ kai kefalaÐa, ta dekadikĹ yhfÐa, shmeÐa stÐxhc, parenjèseic, agkÔlec, ton leukì (space) qaraktăra (na mh sugqèetai me thn kenă lèxh ϵ), to qaraktăra allagăc grammăc (carriage return), kai genikĹ ìla ta sÔmbola pou emfanÐzontai se èna sÔgqrono plhktrolìgio upologistă. Autì to alfĹbhto onomĹzetai kai alfĹbhto ASCII^1.

H glÿssa L_C eÐnai ekeÐno to sÔnolo apì lèxeic tou Σ^∗_A pou apoteloÔn suntaktikĹ swstĹ progrĹmmata sth glÿssa programmatismoÔ C . An den eÐste gnÿstec thc glÿssac autăc allĹ kĹpoiac Ĺllhc, mporeÐte na orÐsete thn antÐstoiqh glÿssa. ’Ena prìgramma loipìn den eÐnai tÐpote Ĺllo apì mia lèxh se èna katĹllhlo alfĹbhto. An autì xenÐzei na jumÐsoume ìti kai oi qaraktărec allagăc grammăc brÐskontai mèsa sto alfĹbhto, kai Ĺra mia lèxh tou L_A mporeÐ na perièqei ta grĹmmata enìc olìklhrou arqeÐou keimènou.

To L_C eÐnai mia Ĺpeirh glÿssa afoÔ den upĹrqei Ĺnw ìrio sto mègejoc enìc suntaktikĹ swstoÔ progrĹmmatoc, kai Ĺra upĹrqoun Ĺpeira tètoia.

Orismìc 4. (Sugkìllhsh lèxewn, prìjema kai epÐjema lèxhc) An α = α_1 . . . α_m kai β = β_1 . . . β_n eÐnai dÔo lèxeic pĹnw apì to alfĹbhto Σ me măkh m kai n, tìte orÐzoume th sugkìllhsh (concatenation) αβ na eÐnai h lèxh αβ = α_1 . . . α_mβ_1 . . . β_n, pou èqei măkoc to Ĺjroisma twn mhkÿn.

Mia lèxh π lègetai prìjema (prefix) miac lèxhc α an upĹrqei lèxh β t.ÿ. α = πβ. OmoÐwc h π lègetai epÐjema (suffix) thc α an upĹrqei β t.ÿ. α = βπ.

Paratărhsh 1. Profanÿc isqÔei pĹnta αϵ = ϵα = α, gia kĹje lèxh α.

EÐnai fanerì ìti mia lèxh me măkoc n èqei akribÿc n + 1 projèmata kai Ĺlla tìsa epijèmata.

ParĹdeigma 11. An Σ = {a, b, c} tìte h sugkìllhsh twn lèxewn abc kai bb eÐnai h lèxh abcbb.

ParĹdeigma 12. Ta projèmata thc lèxhc abcd (den èqei shmasÐa se poio alfĹbhto douleÔoume) eÐnai oi lèxeic ϵ, a, ab, abc, abcd. Ta epijèmata eÐnai oi lèxeic abcd, bcd, cd, d, ϵ. Paratărhsh 2. An τ eÐnai grĹmma enìc alfabătou Σ tìte sumbolÐzoume epÐshc me τ th glÿssa pĹnw apì to Σ pou perièqei mìno mia lèxh, th lèxh τ, pou èqei mìno èna grĹmma.

1Gia thn akrÐbeia o kÿdikac ASCII eÐnai èna standard antistoÐqishc ìlwn twn sumbìlwn pou anafèrame parapĹnw stouc arijmoÔc 0-127. To standard autì akoloujeÐtai sămera se ìlouc touc upologistèc

1.2. GRAF§HMATA, D§ENTRA 7 Orismìc 5. (Sugkìllhsh glwssÿn) An L_1, L_2 eÐnai dÔo glÿssec pĹnw apì to Σ orÐzoume th sugkìllhsh L_1L_2 autÿn na eÐnai h glÿssa L_1L_2 = {xy : x ∈ L_1, y ∈ L_2}.

ApoteleÐtai dhl. h L_1L_2 apì ìlec tic lèxeic pou prokÔptoun wc sugkìllhsh miac lèxhc apì thn L_1 me mia lèxh thc L_2.

OrÐzoume epÐshc L^0 = {ϵ} kai, gia n ≥ 1, L^n = LL · · · L (sugkìllhsh thc L me ton eautì thc n forèc). Tèloc orÐzoume L^∗ = ∞⋃ k=0 L^k kai L^+ = ∞⋃ k=1 L^k.

’Askhsh 3. PerigrĹyte th glÿssa 1^∗ pĹnw apì to duadikì alfĹbhto Σ_2. ’Askhsh 4. DeÐxte ìti gia kĹje glÿssa L kai fusikoÔc arijmoÔc m, n isqÔei L^{m+n} = L^mL^n. ’Askhsh 5. An L eÐnai mia opoiadăpote glÿssa pou den perièqei thn kenă lèxh ϵ, poia eÐnai akribÿc h diaforĹ twn glwssÿn L^∗ kai L^+? AllĹxei kĹti sthn apĹnthsh an ϵ ∈ L? ’Askhsh 6. BebaiwjeÐte ìti katalabaÐnete ti perigrĹfei h glÿssa {+, −, ϵ}1{0, 1}^∗. (Prìkeitai gia sugkìllhsh triÿn glwssÿn.) ’Otan, ìpwc edÿ, den perigrĹfoume to alfĹbhto, autì sunĹgetai apì ìla ta sÔmbola pou èqoun qrhsimopoihjeÐ, sthn prokeimènh perÐptwsh dhladă Σ = {0, 1, +, −}.

1.2 Grafămata, dèntra

Orismìc 6. (Kateujunìmeno grĹfhma) ’Ena kateujunìmeno grĹfhma G eÐnai èna zeÔgoc apì dÔo sÔnola V kai E kai mia sunĹrthsh (pollaplìthta akmăc) m : E → N. To sÔnolo V lègetai sÔnolo korufÿn ă kìmbwn kai to sÔnolo akmÿn E eÐnai èna uposÔnolo tou V × V = {(u, v) : u, v ∈ V }. An to zeÔgoc (u, v) anăkei sto E lème ìti upĹrqei toulĹqiston mia akmă apì to u sto v. ’Ena kateujunìmeno grĹfhma to zwgrafÐzoume sunăjwc sa mia sullogă apì korufèc kai akmèc pou tic enÿnoun, ìpwc sto Sqăma 1 parakĹtw. Lègetai kateujunìmeno epeidă upĹrqei h ènnoia thc kateÔjunshc pĹnw stic akmèc. Oi de akmèc mporoÔn na enÿnoun kai mia korufă me ton eautì thc, ìpwc epÐshc mporoÔn na upĹrqoun kai pollaplèc akmèc pou enÿnoun to Ðdio zeÔgoc korufÿn. To pìsec akmèc enÿnoun thn korufă u me thn korufă v (apì to u proc to v) dÐdetai apì ton arijmì m(u, v), pou eÐnai ènac jetikìc akèraioc.

ParĹdeigma 13. Sto Sqăma 1 paristĹnetai to grĹfhma G = (V, E, m) me V = {1, 2, 3, 4}, E = {(2, 3), (2, 4), (3, 1), (4, 2), (4, 3)} kai pollaplìthta m pou eÐnai 1 gia kĹje akmă ektìc apì th (2,3) gia thn opoÐa èqoume m(2, 3) = 2.

Prèpei na tonÐsoume edÿ ìti se èna kateujunìmeno grĹfhma (sunăjwc ja lème aplÿc grĹfhma antÐ gia kateujunìmeno grĹfhma ìtan eÐnai xakĹjaro ti ennoÔme) den èqei kamÐa shmasÐa o trìpoc pou to sqediĹzoume pĹnw sto qartÐ, allĹ autì pou mac endiafèrei eÐnai mìno poia korufă sundèetai me poia, kai me ti pollaplìthta. Orismìc 7. (Diadoqikèc korufèc) Se èna kateujunìmeno grĹfhma G h korufă v lègetai diadoqikă thc korufăc u an upĹrqei akmă (u, v).

8 KEF§ALAIO 1. EISAGWG§H KAI MAJHMATIK§O UP§OBAJRO

Sqăma 1. Ena kateujunìmeno grĹfhma me 4 korufèc kai 5 akmèc. MÐa apì tic akmèc èqei pollaplìthta 2.

Orismìc 8. (MonopĹtia se grafămata) Se èna kateujunìmeno grĹfhma monopĹti apoteleÐ mia opoiadăpote peperasmènh akoloujÐa korufÿn

π = u_0u_1 . . . u_n,

ìpou h akmă u_{i+1} eÐnai diadoqikă thc u_i gia kĹje i = 0, . . . , n − 1.

O arijmìc n lègetai măkoc tou monopatioÔ.

An oi korufèc u_0 kai u_n sumpÐptoun tìte to monopĹti lègetai kai kÔkloc.

ParĹdeigma 14. Sto Sqăma 1 to 24231 eÐnai èna monopĹti măkouc 4. To 424 eÐnai kÔkloc.

’Askhsh 7. ’Estw kateujunìmeno grĹfhma G me n korufèc kai monopĹti sto G mè măkoc k ≥ n. DeÐxte ìti to monopĹti perièqei èna kÔklo.

’Askhsh 8. An se èna kateujunìmeno grĹfhma G upĹrqei èna monopĹti me măkoc megalÔtero ă Ðso apì to plăjoc twn korufÿn tìte upĹrqoun Ĺpeira to plăjoc diaforetikĹ monopĹtia sto G.

’Otan den mac endiafèrei h kateÔjunsh pĹnw stic akmèc enìc grafămatoc kai den epitrèpoume pollaplèc akmèc apì mia korufă se mia Ĺllh tìte èqoume mh kateujunìmena, aplĹ grafămata. Sta grafămata auta genikeÔontai kata profană trìpo oi ènnoiec twn diadoqikÿn korufÿn kajÿc kai twn monopatiÿn.

Orismìc 9. (Mh kateujunìmeno, aplì grĹfhma) ’Ena mh kateujunìmeno, aplì grĹfhma G eÐnai èna zeÔgoc apì dÔo sÔnola V kai E. To sÔnolo V lègetai sÔnolo korufÿn ă kìmbwn kai to sÔnolo akmÿn E eÐnai èna uposÔnolo tou ( V 2 ) = {{u, v} : u, v ∈ V, u ≠ v}.

To E dhl. apartÐzetai apì dimelă uposÔnola tou sunìlou twn korufÿn. An to sÔnolo {u, v} anăkei sto E tìte lème ìti h akmă uv upĹrqei sto grĹfhma G.

1.3 Sqèseic pĹnw se sÔnola, sqèseic isodunamÐac, metabatikă kleistìthta

Orismìc 10. (Sqèsh pĹnw se èna sÔnolo) Sqèsh R pĹnw se èna sÔnolo A eÐnai èna opoiodăpote uposÔnolo R ⊆ A × A.

GrĹfoume sunăjwc x R y antÐ gia (x, y) ∈ R.

1.3. SQ§ESEIS P§ANW SE S§UNOLA 9

ParĹdeigma 15. ’Ena tetrimmèno parĹdeigma eÐnai h plărhc sqèsh A × A, sthn opoÐa dÔo opoiadăpote stoiqeÐa tou A sqetÐzontai metaxÔ touc.

ParĹdeigma 16. An A = R, to sÔnolo twn pragmatikÿn arijmÿn, orÐzoume th sqèsh R = { (x, y) ∈ R^2 : x ≤ y } . AntÐ gia x R y grĹfoume katĹ parĹdosh x ≤ y.

ParĹdeigma 17. An A = Z, to sÔnolo twn akeraÐwn, kai m ∈ Z eÐnai ènac dosmènoc akèraioc, m ≠ 0, orÐzoume R = { (x, y) ∈ Z^2 : m|y − x } . AntÐ gia x R y grĹfoume x ∼_m y kai diabĹzoume <<to x eÐnai isoupìloipo mod m me to y>>. Me lÐgh skèyh blèpoume ìti autì sumbaÐnei an kai mìno an ta x kai y afănoun to Ðdio upìloipo diairoÔmena me m.

ParĹdeigma 18. An A = Z, orÐzoume x R y an kai mìno an 2|x − y ă 3|x − y.

Orismìc 11. (Sqèseic anaklastikèc, summetrikèc kai metabatikèc)

Mia sqèsh R lègetai anaklastikă an x R x gia kĹje x ∈ A, summetrikă an x R y ⇒ y R x kai, tèloc, metabatikă an (x R y & y R z) ⇒ x R z.

An mia sqèsh èqei kai tic treic autèc idiìthtec tìte lègetai sqèsh isodunamÐac.

ParĹdeigma 19. Sto parĹdeigma 16 h sqèsh eÐnai anaklastikă kai metabatikă allĹ ìqi summetrikă. Sto parĹdeigma 17 h sqèsh èqei kai tic treic idiìthtec kai eÐnai sunepÿc mia sqèsh isodunamÐac. Tèloc sto parĹdeigma 18 h sqèsh eÐnai anaklastikă kai summetrikă allĹ ìqi kai metabatikă.

’Askhsh 9. ’Estw G kateujunìmeno grĹfhma me sÔnolo korufÿn V . OrÐzoume th sqèsh R sto V : u R v an upĹrqei monopĹti pĹnw sto G pou xekinĹ apì to u kai katalăgei sto v. EÐnai h sqèsh R anaklastikă, summetrikă, metabatikă;

’Askhsh 10. GrĹfoume x R y gia duo akeraÐouc x kai y an x | y (o x diaireÐ ton y). DeÐxte ìti h sqèsh R eÐnai anaklastikă kai metabatikă.

’Askhsh 11. ’Estw R_1 kai R_2 dÔo sqèseic orismènec panw sto Ðdio sÔnolo. An eÐnai anaklastikèc (ant. summetrikèc, metabatikèc) deÐxte ìti h sqesh R_1 ∩ R_2 eÐnai epÐshc anaklastikă (ant. summetrikă, metabatikă). DeÐxte to Ðdio kai gia thn tomă R = ⋂ j∈J R_j miac oikogèneiac sqèsewn, ìpou to sÔnolo deiktÿn J den eÐnai kat’ anĹgkh peperasmèno, allĹ mporeÐ na eÐnai opoiodăpote sÔnolo.

’Askhsh 12. OrÐzoume th sqèsh R sto sÔnolo Σ^∗_2 (to sÔnolo ìlwn twn lèxewn pou mporeÐ kaneÐc na ftiĹxei me ta grĹmmata 0 kai 1) ÿste na èqoume xRy, gia dÔo lèxeic x kai y, an kai mìno an h x eÐnai prìjema thc y. EÐnai h sqèsh R anaklastikă, summetrikă, metabatikă?

Jeÿrhma 1. (’Uparxh metabatikăc kleistìthtac) ’Estw R mia sqèsh pĹnw se èna sÔnolo A. Tìte upĹrqei monadikă sqèsh R^+ orismènh pĹnw sto sÔnolo A, pou perièqei thn R, eÐnai metabatikă kai perièqetai se kĹje Ĺllh metabatikă sqesh pou perièqei thn R. Upì aută thn ènnoia eÐnai h elĹqisth metabatikă sqèsh pou perièqei thn R kai thn onomĹzoume metabatikă kleistìthta ă metabatikă jăkh thc R.

Apìdeixh. OrÐzoume thn klĹsh K pou apartÐzetai apì ìlec ti sqèseic X pou perièqoun thn R kai eÐnai tautìqrona metabatikèc. H klĹsh K eÐnai sÐgoura mh kenă mia kai perièqei thn plărh sqèsh A × A. OrÐzoume tÿra th sqèsh R^+ wc R^+ = ⋂ X∈K X. EÐnai profanèc ìti R ⊆ R^+, kai ìti kaje metabatikă sqèsh pou perièqei thn R, dhl. kĹje sqèsh pou anăkei sthn klĹsh K, perièqei thn R^+. To ìti h R^+ eÐnai h Ðdia metabatikă prokÔptei apì thn ’Askhsh 11. □

10 KEF§ALAIO 1. EISAGWG§H KAI MAJHMATIK§O UP§OBAJRO

Paratărhsh 3. UpĹrqei kai ènac Ĺlloc trìpoc na doÔme th sqèsh R^+, ex Ðsou shmantikìc me ton tupikì orismì. To na mhn eÐnai mia sqèsh R metabatikă shmaÐnei ìti upĹrqoun zeÔgh (a, b), (b, c) ∈ R allĹ (a, c) /∈ R. Gia na metatrèyoume loipìn th sqèsh R sth sqèsh R^+, thn fielĹqisth metabatikă sqèsh pou perièqei thn Rfl, prosjètoume sth sqèsh R ta zeugĹria autĹ pou leÐpoun, mèqri na mh qreiĹzetai na prosjèsoume Ĺlla. FusikĹ, aută h diadikasÐa pou mìlic perigrĹyame, gia na èqei nìhma, prèpei kĹpoia stigmă na teleiÿsei. Kai autì den eÐnai prìblhma gia sqèseic R pou eÐnai peperasmènec (tètoiec eÐnai, gia parĹdeigma, ìlec oi sqèseic orismènec se peperasmèno sÔnolo A) allĹ ìtan jèloume na orÐsoume to R^+ gia Ĺpeirec sqèseic R prèpei na qrhsimopoiăsoume ton orismì pou dÿsame pio pĹnw me thn, en dunĹmei, Ĺpeirh tomă.

’Askhsh 13. An mia sqèsh R eÐnai anaklastikă kai summetrikă tìte h R^+ eÐnai sqèsh isodunamÐac.

ParĹdeigma 20. ’Estw A to sÔnolo ìlwn twn anjrÿpwn pou èqoun zăsei potè. ’Estw R h sqèsh thc gènnhshc. ’Eqoume dhl. x R y gia dÔo anjrÿpouc x kai y an o x eÐnai gonèac tou y. EÐnai fanerì ìti h sqèsh R den eÐnai metabatikă (afoÔ, p.q. oi pappoÔdec den èqoun gennăsei ta eggìnia). H metabatikă kleistìthta R^+ thc R eÐnai h sqèsh twn apogìnwn. ’Eqoume dhl. x R^+ y an kai mìno an o y eÐnai apìgonoc tou x (o y èqei gennhjeÐ apì kĹpoion pou èqei gennhjeÐ apì kĹpoion, klp, pou èqei gennhjeÐ apì ton x).

ParĹdeigma 21. DeÐqnoume tÿra ìti h metabatikă kleistìthta thc sqèshc 18, parapĹnw, eÐnai h plărhc sqèsh stouc akeraÐouc, dhl. kĹje dÔo akèraioi sqetÐzontai metaxÔ touc. PrĹgmati, an poÔme R th sqèsh 18, tìte x R^+ x gia kĹje x ∈ Z afoÔ to 0 diareÐtai apì to 2 (kai to 3). EpÐshc apodeiknÔoume me epagwgă, wc proc to jetikì arijmì k, ìti gia kĹje x ∈ Z isqÔei x R^+ x + k kai x + k R^+ x. DeÐqnoume mìno to prÿto mia kai to deÔtero eÐnai entelÿc antÐstoiqo. Gia k = 1 prèpei na deÐxoume ìti x R^+ x+1. AllĹ x R x+3 (diaforĹ Ðsh me 3) kai x + 3 R x + 1 (diaforĹ Ðsh me 2) kai epeidă R ⊆ R^+ èqoume epÐshc x R^+ x + 3, x + 3 R^+ x + 1 kai apì th metabatikìthta thc R^+ èqoume x R^+ x + 1.

Upojètoume tÿra x R^+ x + k gia kĹpoio k kai gia kĹje x kai pĹme na deÐxoume x R^+ x + k + 1. AllĹ èqoume x R^+ x + k kai apì to băma 1 èqoume x + k − 1 R^+ x + k. Apì metabatikìthta èqoume x R^+ x + k + 1, pou teleiÿnei thn apìdeixh.

’Askhsh 14. Gia duo akeraÐouc x kai y grĹfoume x R y an to |x − y| isoÔtai me 15 ă 13. Poia h metabatikă kleistìthta thc sqèshc R?

’Askhsh 15. ’Estw Σ = {a, b, c} kai R h sqèsh pĹnw sto Σ^∗ pou orÐzetai wc x R y an kai mìno an y = xa ă y = xb. PerigrĹyte th metabatikă kleistìthta thc R.

Orismìc 12. (IsodÔnama stoiqeÐa, klĹseic isodunamÐac) An R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac pĹnw se èna sÔnolo A, x, y ∈ A, kai x R y tìte ta x kai y onomĹzontai R-isodÔnama stoiqeÐa ă aplÿc isodÔnama.

’Ena mh kenì uposÔnolo K ⊆ A onomĹzetai klĹsh isodunamÐac thc sqèshc R an kĹje dÔo stoiqeÐa tou K eÐnai metaxÔ touc R-isodÔnama kai, epÐ plèon, an x ∈ K kai x R y tìte èpetai ìti kai y ∈ K.

’Askhsh 16. Poiec apì tic parakĹtw sqèseic sto sÔnolo {1, 2, 3, 4} eÐnai sqèseic isodunamÐac?

1. {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}.

2. {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}.

3. {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 4)}.

Jeÿrhma 2. (Diamèrish tou sunìlou se klĹseic isodunamÐac) (a) An R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac pĹnw se èna sÔnolo A kai K_1, K_2 eÐnai dÔo diaforetikèc klĹseic isodunamÐac thc R tìte K_1 ∩ K_2 = ∅.

(b) To sÔnolo A grĹfetai wc xènh ènwsh klĹsewn isodunamÐac. ’Etsi dÔo stoiqeÐa tou A eÐnai metaxÔ touc isodÔnama an kai mìno an anăkoun sthn Ðdia klĹsh isodunamÐac.

Apìdeixh. (a) ’Estw x ∈ K_1 ∩ K_2. An K_1 ≠ K_2 tìte upĹrqei kĹpoio stoiqeÐo tou enìc sunìlou pou den anăkei sto Ĺllo. QwrÐc blĹbh thc genikìthtac ac upojèsoume pwc y ∈ K_1 \ K_2. ’Omwc epeidă x, y ∈ K_1 kai

1.3. SQ§ESEIS P§ANW SE S§UNOLA 11

K_1 eÐnai klĹsh èpetai ìti x R y. AllĹ autì sunepĹgetai ìti kai y ∈ K_2 mia kai h K_2 eÐnai klĹsh, Ĺtopo giatÐ upojèsame alliÿc. ’Ara ta K_1, K_2 eÐnai metaxÔ touc xèna.

(b) ’Estw X to sÔnolo ìlwn twn klĹsewn isodunamÐa thc R. IsqÔei tìte A = ⋃ K∈X K, mia kai kĹje stoiqeÐo tou A anăkei se kĹpoia klĹsh isodunamÐac (gia parĹdeigma sto sÔnolo ìlwn twn stoiqeÐwn tou A pou eÐnai isodÔnama proc autì ` autì eÐnai mia klĹsh isodunamÐac). Ta sÔnola pou summetèqoun sthn parapĹnw ènwsh eÐnai anĹ dÔo xèna, sÔmfwna me to (a), Ĺra to A diamerÐzetai stic klĹseic isodunamÐac tou wc proc th sqèsh isodunamÐac R. □ Orismìc 13. (DeÐkthc mia sqèshc isodunamÐac) An R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac pĹnw se èna sÔnolo A o plhjĹrijmoc tou sunìlou twn klĹsewn isodunamÐac onomĹzetai deÐkthc thc sqèshc R, kai mporeÐ fusikĹ na eÐnai peperasmènoc ă Ĺpeiroc.

’Askhsh 17. Se èna dwmĹtio brÐskontai Ĺndrec kai gunaÐkec kai forĹne mploÔzec qrÿmatoc kìkkinou, prĹsinou ă mplè. An x kai y eÐnai dÔo Ĺtoma grĹfoume x R y gia na dhlÿsoume ìti ta dÔo Ĺtoma eÐnai tou Ðdiou fÔlou kai forĹne to Ðdio qrÿma. DeÐxte ìti h R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac kai perigrĹyte tic klĹseic isodunamÐac. Poiec eÐnai oi klĹseic isodunamÐec kai pìsec to polÔ eÐnai?

’Askhsh 18. Se èna krĹtoc thc PolunhsÐac pou apartÐzetai apì 14 nhsiĹ duo shmeÐa tou edĹfouc jewroÔntai ìti sqetÐzontai apì th sqèsh R an mporeÐ kaneÐc na pĹei apì to èna sto Ĺllo perpatÿntac (den upĹrqoun anwmalÐec sto èdafoc). DeÐxte ìti h R eÐnai sqèsh isodunamÐac kai breÐte to deÐkth thc.

’Askhsh 19. Na brejeÐ o deÐkthc thc sqèshc 17 pĹnw stouc akeraÐouc kai na perigrafoÔn oi klĹseic isodunamÐac.

’Askhsh 20. ’Estw f mia sunĹrthsh me pedÐo orismoÔ to R kai pedÐo timÿn to sÔnolo {1, . . . , 10}. Gia x, y ∈ R orÐzoume x R y an kai mìno an f(x) = f(y). DeÐxte ìti h R eÐnai sqèsh isodunamÐac, prosdiorÐste tic klĹseic, ka peÐte poia h sqèsh tou deÐkth me to sÔnolo timÿn f(R).

’Askhsh 21. ’Estw G = (V, E) èna mh kateujunìmeno, aplì grĹfhma. Gia u, v ∈ V grĹfoume u R v an kai mìno an u = v ă u ≠ v kai {u, v} ∈ E. PerigrĹyte tic klĹseic isodunamÐac thc sqèshc R^+, afoÔ exhgăsete giatÐ aută eÐnai sqèsh isodunamÐac.

KefĹlaio 2

Autìmata

2.1 NteterministikĹ Autìmata

’Ena Nteterministikì Autìmato (Deterministic Finite Automaton ă DFA) eÐnai ousiastikĹ èna kateujunìmeno grĹfhma, tou opoÐou oi korufèc Q onomĹzontai katastĹseic (states) kai apì kĹje korufă feÔgei akribÿc mia akmă gia kĹje grĹmma tou alfabătou Σ. UpĹrqei mia diakekrimènh katĹstash q_0, h arqikă katĹstash kai èna mh-kenì sÔnolo F apì telikèc katastĹseic.

DeÐte p.q. èna tètoio autìmato sto Sqăma 2.

Sqăma 2. ’Ena aplì nteterministikì autìmato

Orismìc 14. (Nteterministikì Autìmato) ’Ena nteterministikì autìmato eÐnai mia pentĹda (Q, Σ, δ, q_0, F ) ìpou

• Q eÐnai èna peperasmèno sÔnolo katastĹsewn, 13

14 KEF§ALAIO 2. AUT§OMATA

• Σ eÐnai èna peperasmèno alfĹbhto,

• δ eÐnai h sunĹrthsh metĹbashc (transition function) me pedÐo orismoÔ to Q × Σ kai pedÐo timÿn to Q,

• q_0 ∈ Q eÐnai mia apì tic katastĹseic pou onomĹzetai arqikă, kai

• F ⊆ Q eÐnai to sÔnolo twn telikÿn katastĹsewn.

ParĹdeigma 22. Sto autìmato pou faÐnetai sto Sqăma 2 èqoume Q = {A, B, C, D}, Σ = {0, 1}, q_0 = A, F = {C}. Gia na milăsoume gia th sunĹrthsh metĹbashc δ ja prèpei prÿta na anaferjoÔme ston trìpo <<leitourgÐac >> tou automĹtou. ’Ena autìmato qrhsimeÔei gia na anagnwrÐzei, ìpwc lème, mia glÿssa L ⊆ Σ^∗. H diadikasÐa anagnÿrishc eÐnai h exăc.

’Estw lèxh w ∈ Σ^∗, w = w_1 . . . w_n, măkouc n (w_i ∈ Σ).

• To autìmato arqÐzei th leitourgÐa tou sthn arqikă katĹstash q_0.

• DiabĹzei èpeita ta grĹmmata thc lèxhc èna proc èna, apì ta aristerĹ proc ta dexiĹ pĹnta. Prÿto diabĹzetai to grĹmma w_1 kai teleutaÐo to w_n.

• Mìlic diabĹsei to grĹmma α ∈ Σ kai euriskìmeno sthn katĹstash q to autìmato metabaÐnei sthn katĹstash r an kai mìno an h akmă q → r èqei etikèta (label) Ðsh me α. Gia kĹje katĹstash tou automĹtou kai kĹje grĹmma tou alfabătou upĹrqei ex orismoÔ akribÿc mia akmă pou xekinĹ apì thn katĹstash aută kai èqei etikèta autì to grĹmma. IsqÔei tìte gia th sunĹrthsh metĹbashc δ(q, α) = r, qrhsimeÔei dhl. h sunĹrthsh metĹbashc gia na mac prosdiorÐsei se poia katĹstash pĹei to autìmato an brÐsketai se mia dedomènh katĹstash q kai diabĹsei èna sugkekrimèno grĹmma α. ’Olh h sundesmologÐa tou automĹtou dhl. eÐnai kwdikopoihmènh sth sunĹrthsh δ.

• AfoÔ diabĹsei to autìmato to teleutaÐo grĹmma thc lèxhc kai kĹnei thn teleutaÐa tou metĹbash dhlÿnei ìti apodèqetai th lèxh an kai mìno an brÐsketai se telikă katĹstash, se mia katĹstash dhl. tou sunìlou F . Alliÿc h lèxh aporrÐptetai.

Orismìc 15. (Glÿssa enìc DFA) To sÔnolo twn lèxewn pou apodèqetai to autìmato M onomĹzetai h glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato kai sumbolÐzetai me L(M).

ParĹdeigma 23. Poia eÐnai h glÿssa L pou anagnwrÐzetai apì to autìmato thc eikìnac 2?

De jèlei kai pollă skèyh gia na peistoÔme ìti sthn L anăkoun akribÿc ekeÐnec oi lèxeic tou {0, 1}^∗ pou èqoun perittì arijmì apì 0 kai perittì arijmì apì 1. Gia na to doÔme autì parathroÔme ìti opotedăpote to autìmato brÐsketai se mia apì tic dÔo aristerèc katastĹseic to plăjoc twn mhdenikÿn pou èqei diabĹsei eÐnai Ĺrtio. Autì gÐnetai giatÐ aută h prìtash isqÔei profanèstata th qronikă stigmă 0, afoÔ tìte den èqei diabĹsei kanèna mhdenikì kai brÐsketai sthn arqikă katĹstash A pou eÐnai sthn aristeră meriĹ. Opotedăpote diabĹsei epÐshc kĹpoio mhdenikì to autìmato allĹzei meriĹ kai diathreÐtai ètsi h idiìthta aută. OmoÐwc epiqeirhmatologÿntac blèpoume ìti to autìmato brÐsketai se mia apì tic dÔo pĹnw katastĹseic (A kai B) an kai mìno an èqei diabĹsei Ĺrtio arijmì apì 1. ’Etsi, to na eÐnai to autìmato sthn katĹstash C (telikă) shmaÐnei ìti èqei dei perittì arijmì apì èna kai perittì apì mhdèn, afoÔ h C eÐnai kĹtw (perittoÐ Ĺssoi) kai dexiĹ (perittĹ mhdenikĹ).

An p.q. jelăsoume na èqoume èna autìmato pou ja anagnwrÐzei akribÿc ekeÐnec tic lèxeic tou {0, 1}^∗ pou èqoun perittĹ mhdenikĹ ă Ĺrtiouc Ĺssouc h mình allagă pou qreiĹzetai na kĹnoume sthn perigrafă tou automĹtou eÐnai na allĹxoume to sÔnolo F twn telikÿn katastĹsewn kai na to jèsoume Ðso me to {A, B, C}.

’Askhsh 22. SqediĹste èna DFA pou na anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou èqoun Ĺrtio plăjoc Ĺsswn kai plăjoc mhdenikÿn pou eÐnai pollaplĹsio tou 3.

’Askhsh 23. SqediĹste èna DFA pou anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou arqÐzoun apì 11011.

2.1. NTETERMINISTIK§A AUT§OMATA 15

ParĹdeigma 24. Sto sqăma 3 blèpoume èna autìmato pou anagnwrzei th glÿssa a{bb}^∗bc, dhl. ìlec ekeÐnec tic lèxeic sto alfĹbhto Σ = {a, b} pou arqÐzoun me a, akoloujeÐ ènac opoiosdăpote arijmìc (akìmh kai mhdèn) apì antÐgrafa thc lèxhc bb, kai teleiÿnoun me th lèxh bc.

Sqăma 3. DFA gia th glÿssa a{bb}^∗bc

Sumbolismìc: Sto Sqăma 3, ìpwc kai parakĹtw, sumbolÐzoume thn arqikă katĹstash me mia anoiqtă gwnÐa (sa <<qwnÐ>>, ap’ ìpou mpaÐnoume sto autìmato) kai kĹje telikă katĹstash mpaÐnei mèsa sflena kÔklo.

Sumbolismìc: Prosèxte ìti sto autìmato tou Sqămatoc 3 den isqÔei h arqikă mac apaÐthsh ìti apì kĹje korufă prèpei na feÔgei akribÿc mia akmă gia kĹje grĹmma tou alfabătou (ÿste ì,ti kai na diabĹsoume ìtan eÐmaste se kĹpoia katĹstash na èqoume pou na pĹme). Gia parĹdeigma, gia th deÔterh korufă apì aristerĹ den upĹrqei akmă me etikèta a pou na xekinĹei apì aută. H sÔmbash pou akoloujoÔme eÐnai ìti an diabĹsoume èna sÔmbolo kai briskìmaste se mia katĹstash apì thn opoÐa den xekinĹei akmă me etikèta autì to sÔmbolo, tìte h lèxh den anagnwrÐzetai apì to autìmato.

H sÔmbash aută akoloujeÐtai kajarĹ gia lìgouc aisjhtikăc kai katanìhshc tou sqedÐou kai den allĹzei apolÔtwc tÐpota sthn ousÐa. KĹje autìmato pou akoloujeÐ th sÔmbash aută mporeÐ eÔkola na metatrapeÐ se èna autìmato pou de qrhsimopoieÐ aută th sÔmbash kai èqei prĹgmati mia akmă gia kĹje grĹmma apì kĹje korufă. AplĹ dhlÿnoume mia nèa mh telikă katĹstash K, thn katĹstash katastrofăc, ìpwc epilègoume na thn onomĹsoume, kai apì kĹje Ĺllh katĹstash tou automĹtou pou den èqei akmă apì aută me etikèta èstw x orÐzoume mia tètoia akmă proc thn K. ’Olec oi akmèc apì to K epistrèfoun pĹli sto K. EÐnai eÔkolo na doÔme ìti oi Ðdiec akribÿc lèxeic anagnwrÐzontai apì to arqikì kai to nèo autìmato.

ParĹdeigma 25. AkoloujeÐ sto Sqăma 4 èna autìmato pou anagnwrÐzei th glÿssa L ekeÐnwn twn lèxewn tou {0, 1}^∗ pou èqoun mèsa to polÔ dÔo diadoqikĹ 1. IsodÔnama, eÐnai ekeÐnec oi lèxeic stic opoÐec den emfanÐzetai h morfă 111.

Sqăma 4. DFA gia tic lèxeic qwrÐc trÐa diadoqikĹ 1

Sto autìmato autì ìlec oi katastĹseic eÐnai telikèc, allĹ autì den apoteleÐ antÐfash, afoÔ akoloujoÔme th sÔmbash thc Ĺnw paratărhshc. ’Etsi upĹrqoun prĹgmati lèxeic pou den anagnwrÐzontai apì to autìmato, mia kai kĹpoiec korufèc den èqoun akmèc pou xekinĹne apì autèc kai gia to 0 kai to 1. H mình tètoia korufă eÐnai h dexiĹ, kai, ìntwc, h mình perÐptwsh na aporrifjeÐ mia lèxh apì to autìmato eÐnai na eÐmaste sth dexiĹ katĹstash kai na diabĹsoume 1, prĹgma to opoÐo sumbaÐnei an kai mìno an upĹrqoun trÐa diadoqikĹ 1 sth lèxh.

16 KEF§ALAIO 2. AUT§OMATA

ParĹdeigma 26. To parĹdeigma autì eÐnai kĹpwc pio endiafèron: L eÐnai h glÿssa ekeÐnwn twn lèxewn tou {0, 1}^∗ pou eÐnai tètoiec ÿste, metĹ to prÿto 0 upĹrqei toulĹqiston èna 0 se kĹje pentĹda diadoqikÿn grammĹtwn thc lèxhc. Gia parĹdeigma, oi lèxeic 11111111111, 11111110111101111 eÐnai sthn L enÿ h lèxh 111111011111 den eÐnai (h teleutaÐa pentĹda den èqei 0). To autìmato dÐnetai sto Sqăma 5. Pÿc prèpei na

Sqăma 5. DFA gia tic lèxeic me toulĹqiston èna 0 se kĹje pentĹda, metĹ to prÿto 0

skefjeÐ kaneÐc gia na katalĹbei pÿc douleÔei to sugkekrimèno autìmato?

To kleidÐ se aută thn perÐptwsh, ìpwc kai stic perissìterec, eÐnai na apodÿsoume kĹpoio nìhma sthn prìtash fibriskìmaste sthn tĹde katĹstashfl. Gia parĹdeigma, sthn katĹstash I briskìmaste akribÿc ìtan den èqoume diabĹsei akìmh to prÿto 0 thc lèxhc. H prìtash aută isqÔei kat’ arqăn (prin èqoume diabĹsei tÐpote) kai diathreÐtai apì opoiadăpote metĹbash, afoÔ feÔgoume apì thn katĹstash I akribÿc mìlic diabĹsoume to prÿto mhdenikì kai den xanagurnĹme se aută. EÐnai tÿra fanerì, èqontac xekajarÐsei ti shmaÐnei na briskìmaste sthn katĹstash I, ìti aută prèpei na eÐnai telikă katĹstash, mia kai an potè de diabĹsoume kĹpoio 0, isqÔei o kanìnac pou bĹlame sthn arqă gia to poiec lèxeic anăkoun sthn L kai Ĺra prèpei na deqtoÔme th lèxh.

KĹnoume tÿra thn exăc paratărhsh. Ac poÔme pwc ènac Ĺnjrwpoc, me lÐgh mnămh, èqei epifortisjeÐ me to kajăkon na anagnwrÐzei akribÿc autèc tic lèxeic. Autìc majaÐnei ta sÔmbola thc lèxhc èna-èna, prÿta apì ta aristerĹ, ìpwc akribÿc kai to autìmato, kai prèpei kĹpoia stigmă na peÐ an aută h lèxh anăkei ă ìqi sthn L. Epeidă akribÿc o Ĺnjrwpoc autìc èqei lÐgh mnămh, ki epeidă oi lèxeic tic opoÐec krÐnei mporoÔn na èqoun osodăpote megĹlo măkoc, apofasÐzei antÐ anĹ pĹsa stigmă na jumĹtai olìklhrh th lèxh pou èqei dei mèqri tìte, na jumĹtai aplÿc pìso qrìno prin eÐde to teleutaÐo mhdenikì. EÐnai fanerì ìti aută h plhroforÐa tou arkeÐ gia na apofasÐsei. Ja aporrÐyei de th lèxh an kai mìno an autìc o qrìnoc xeperĹsei to 5 se kĹpoia qronikă stigmă, giatÐ akribÿc tìte èqei dei mia pentĹda gemĹth me 1.

MetĹ apì aută thn paratărhsh to nìhma thc katĹstashc A eÐnai ìti brÐsketai ekeÐ an èqei deÐ 0 akribÿc prin apì qrìno 1. To nìhma thc katĹstashc B omoÐwc eÐnai ìti èqei deÐ to teleutaÐo 0 akribÿc prin apì qrìno 2, k.o.k., enÿ sthn katĹstash E briskìmaste an èqoume deÐ to teleutaÐo 0 akribÿc 5 qronikèc stigmèc prin. EÐnai fanerì tÿra giatÐ h katĹstash E den èqei metĹbash pou xekinĹ apì aută me 1: an eÐdame to teleutaÐo 0 qrìno 5 pÐsw kai mac èrjei 1 pĹei na pei pwc èqoume mìlic sumplhrÿsei mia pentĹda gemĹth me 1. ’Ara den upĹrqei lìgoc na suneqÐsoume giatÐ, ì,ti kai na doÔme apì dw kai pèra, h lèxh prèpei na aporrifjeÐ.

’Eukola mporoÔme tÿra na elègxoume ìti oi diĹforec metabĹseic sto sqăma 5 eÐnai ftiagmènec akribÿc ÿste akoloujÿntac autèc na diathreÐtai to nìhma thc kĹje katĹstashc, kai Ĺra to autìmato douleÔei. An, gia parĹdeigma, briskìmaste se mia opoiadăpote apì tic katastĹseic A, . . . , E kai diabĹsoume 0 prèpei na metaboÔme sthn katĹstash A afoÔ metĹ th metĹbasă mac ja èqoume diabĹsei 0 akribÿc qrìno 1 prin, kai autì eÐnai to nìhma thc katĹstashc A.

’Askhsh 24. KataskeuĹste èna DFA pou anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou èqoun măkoc toulĹqiston 5 kai to 5o grĹmma touc apì ta aristerĹ eÐnai 1.

2.1. NTETERMINISTIK§A AUT§OMATA 17 ’Askhsh 25. KataskeuĹste èna DFA pou anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou èqoun măkoc toulĹqiston 5 kai to 5o grĹmma touc apì ta dexiĹ eÐnai 1.

’Askhsh 26. L eÐnai h glÿssa ekeÐnwn twn lèxewn tou {0, 1}^∗ pou eÐnai tètoiec ÿste, metĹ to prÿto 0 upĹrqoun toulĹqiston dÔo 0 se kĹje pentĹda diadoqikÿn grammĹtwn thc lèxhc. KataskeuĹste èna DFA pou anagnwrÐzei thn L.

’Askhsh 27. PerigrĹyte me ìso to dunatì pio aplì trìpo, qwrÐc idiaÐterouc sumbolismoÔc, poiec glÿssec eÐnai pou anagnwrÐzontai apì ta autìmata tou Sqămatoc 6.

Sqăma 6. Poiec glÿssec anagnwrÐzoun ta autìmata autĹ?

’Askhsh 28. KataskeuĹste DFA gia tic glÿssec tou {0, 1}^∗:

1. Lèxeic pou teleiÿnoun se 00 2. Lèxeic pou perièqoun trÐa diadoqikĹ 0 ’Askhsh 29. KataskeuĹste DFA gia tic glÿssec (a) 00^∗1^∗1, kai

18 KEF§ALAIO 2. AUT§OMATA (b) { w ∈ {a, b}^∗ : 6 | A(w) + 2B(w) } , ìpou A(w), kai B(w) eÐnai to plăjoc twn a kai twn b sth lèxh w kai x|y shmaÐnei ìti to x diaireÐ to y.

’Askhsh 30. An M eÐnai DFA deÐxte pÿc na kataskeuĹsete èna DFA gia th glÿssa Σ^∗ \ L(M) (to sumplărwma thc glÿssac L(M)).

2.2 Mh nteterministikĹ autìmata

EisĹgoume tÿra mia parallagă twn nteterministikÿn automĹtwn, ta mh nteterministikĹ autìmata (Nondeterministic Finite Automata ă NFA). AutĹ apoteloÔn, fainomenikĹ, mia enÐsqush tou montèlou twn nteterministikÿn automĹtwn, afoÔ, apì ton orismì pou ja dÿsoume, kĹje DFA ja eÐnai kai NFA, kai Ĺra oi glÿssec pou anagnwrÐzontai apì ta NFA eÐnai èna upersÔnolo twn glwssÿn pou anagnwrÐzontai apì DFA.

Ja doÔme ìmwc sÔntoma ìti autì eÐnai mìno fainomenikì, kai ìti ta dÔo montèla eÐnai apolÔtwc isodÔnama, ìson aforĹ toulĹqiston to poiec glÿssec anagnwrÐzoun. Me Ĺlla lìgia, ja doÔme mia mèjodo pou gia kĹje NFA ja kataskeuĹzei èna isodÔnamo DFA, èna DFA dhl. pou ja anagnwrÐzei akribÿc thn Ðdia glÿssa me to dojèn NFA. Par’ ìla auta to na meletoÔme NFA prosfèrei merikĹ pleonektămata se sqèsh me ta DFA se orismènec periptÿseic, ìpwc ja doÔme sta paradeÐgmata.

Orismìc 16. (Mh nteterministikì Autìmato (NFA) ) ’Ena mh nteterministikì autìmato eÐnai mia pentĹda (Q, Σ, δ, q_0, F ) ìpou

• Q eÐnai èna peperasmèno sÔnolo katastĹsewn,

• Σ eÐnai èna peperasmèno alfĹbhto,

• δ eÐnai h sunĹrthsh metĹbashc (transition function) me pedÐo orismoÔ to Q × Σ kai pedÐo timÿn to dunamosÔnolo 2^Q, to sÔnolo dhl. ìlwn twn uposunìlwn tou Q.

• q_0 ∈ Q eÐnai mia apì tic katastĹseic pou onomĹzetai arqikă, kai

• F ⊆ Q eÐnai to sÔnolo twn telikÿn katastĹsewn.

’Ena mh nteterministikì autìmato eÐnai san èna DFA allĹ gia kĹje korufă kai gia kĹje grĹmma tou alfabătou mporeÐ kaneic na èqei opoiodăpote peperasmèno plăjoc apì akmèc pou xekinoÔn apì thn korufă kai èqoun to grĹmma wc etikèta MporeÐ akìmh kai na upĹrqei kamÐa akmă apì kĹpoia korufă gia kĹpoio grĹmma. (An δ(q, α) = ∅ eÐnai to kenì sÔnolo tìte den upĹrqei sto grĹfhma kamÐa akmă apì thn korufă q me etikèta α.)

H shmantikă diaforĹ me prin eÐnai ìti, ìtan diabĹzoume mia lèxh, den eÐnai plèon monosămanta kajorismènh h kÐnhsă mac pĹnw sto grĹfhma afoÔ endèqetai na èqoume perissìterec apì mÐa epilogèc metĹbashc ìntac se mÐa korufă kai diabĹzontac èna grĹmma. To se poiec katastĹseic mporoÔme na pĹme apì mia katĹstash q ∈ Q afoÔ diabĹsoume to grĹmma α mac to lèei h sunĹrthsh metĹbashc. To sÔnolo autÿn twn dunatÿn katastĹsewn eÐnai to δ(q, α) ⊆ Q.

Paratărhsh 4. An gia mia katĹstash q enìc NFA kai gia èna grĹmma α ∈ Σ èqoume δ(q, α) = ∅ autì ermhneÔetai wc na mhn eÐnai dunată h metĹbash apì thn katĹstash q proc opoiadăpote Ĺllh katĹstash me to grĹmma α.

2.2. MH NTETERMINISTIK§A AUT§OMATA 19

Orismìc 17. (Anagnÿrish lèxhc apì NFA) JewroÔme ìti mia lèxh w = w_1w_2 . . . w_n, w_j ∈ Σ, anagnwrÐzetai apì èna NFA an upĹrqei trìpoc na kinhjoÔme, diabĹzontac to w, pĹnw sto grĹfhma ÿste na katalăxoume se telikă korufă. XekinoÔme euriskìmenoi sthn arqikă katĹstash q_0 kai diabĹzoume ta grĹmmata w_1 èwc w_n me aută th seirĹ. KĹje forĹ pou diabĹzoume èna grĹmma w_j , kai euriskìmenoi sthn katĹstash q, epilègoume wc epìmenh katĹstash mia apì tic katastĹseic tou sunìlou δ(q, w_j ). (An to sÔnolo autì eÐnai kenì h lèxh aporrÐptetai.) EÐnai fanerì ìti gia kĹje lèxh upĹrqoun endeqomènwc perissìteroi apì ènac trìpoi na kinhjoÔme pĹnw sto autìmato diabĹzontac ta grĹmmata autăc thc lèxhc, afoÔ se kĹje băma endèqetai na èqoume th dunatìthta na epilèxoume thn epìmenă mac katĹstash. AporrÐptetai h lèxh w an kai mìno an kaneÐc apì touc dunatoÔc trìpouc kÐnhshc den katalăgei se telikă korufă.

Orismìc 18. (Glÿssa enìc NFA) To sÔnolo twn lèxewn pou apodèqetai to mh nteterministkì autìmato M onomĹzetai h glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato kai sumbolÐzetai me L(M).

ParĹdeigma 27. To akìloujo parĹdeigma mh nteterministikoÔ automĹtou anagnwrÐzei th glÿssa 00{0, 1}^∗11.

Sqăma 7. NFA gia th glÿssa 00{0, 1}^∗11

Prìkeitai gia NFA kai ìqi gia DFA mia kai sth mesaÐa korufă upĹrqoun dÔo akmèc me etikèta 1. ParathreÐste th suntomografÐa pou epilèxame edÿ: o brìgqoc (loop) apì th mesaÐa korufă ston eautì thc èqei dÔo etikètec 0 kai 1. Autì shmaÐnei ìti epitrèpetai na dianÔsoume thn korufă aută ìtan diabĹsoume eÐte 0 eÐte 1. Ja mporoÔsame na eÐqame to Ðdio apotèlesma an ftiĹqname dÔo brìgqouc apì thn korufă aută ston eautì thc, èna me etikèta 0 ki èna me etikèta 1. Epilègoume th suntomografÐa gia kajarìthta sto sqăma kai tÐpote Ĺllo.

GiatÐ to NFA tou sqămatoc 7 anagnwrÐzei th glÿssa L = 00{0, 1}^∗11?ParathreÐste ìti h L apoteleÐtai apì ekeÐnec akribÿc tic lèxeic pou arqÐzoun me 00 kai teleiÿnoun me 11. KĹje tètoia lèxh pernĹei apì to NFA wc exăc: me ta dÔo prÿta 0 metabaÐnei sth mesaÐa korufă, sthn opoÐa kai paramènei qrhsimopoiÿntac to brìgqo mèqri na diabĹsei kai to proproteleutaÐo grĹmma. Me ta dÔo teleutaÐa 1 epilègei na kinhjeÐ proc ta dexiĹ gia na katalăxei sth monadikă telikă korufă. Ja mporoÔse na epilèxei me ta dÔo teleutaÐa 1 na kinhjeÐ pĹnw sto brìgqo thc mesaÐac korufăc, allĹ me autì ton trìpo den katalăgei se telikă korufă. ArkeÐ ìmwc gia thn apodoqă miac lèxhc na upĹrqei èstw kai ènac trìpoc na gÐnei apodektă.

AntÐstrofa tÿra, an h lèxh w pernĹ apì to NFA tìte upoqrewtikĹ arqÐzei apì dÔo 0 (alliÿc de mporeÐ na pĹei dexiìtera apì th deÔterh korufă) kai teleiÿnei se dÔo 1 (alliÿc de mporeÐ na katalăxei sthn telikă korufă).

Ac dÿsoume tÿra kai èna DFA gia thn Ðdia glÿssa:

EÐnai mia kală Ĺskhsh na na apodeÐxete ìti to Ĺnw autìmato anagnwrÐzei th glÿssa 00{0, 1}^∗11. Gia na to kĹnete dÿste kĹpoio finìhmafl stic katastĹseic, ìpwc kĹname parapĹnw gia na deÐxoume ìti to DFA tou sqămatoc 5 douleÔei.

Paratărhsh 5. SugkrÐnontac to NFA kai to DFA gia th glÿssa 00{0, 1}^∗11 faÐnetai kajarĹ to pleonèkthma tou na sqediĹzoume NFA antÐ gia DFA. Epitrèpontac ston eautì mac èna pio dieurumèno montèlo mporoÔme na sqediĹzoume eukolìtera autìmata gia sugkekrimènec glÿssec, kai h aploÔsterh kataskeuă

20 KEF§ALAIO 2. AUT§OMATA

Sqăma 8. DFA gia th glÿssa 00{0, 1}^∗11

sunăjwc epitrèpei kai mia eukolìterh anĹlush tou giatÐ to sugkekrimèno autìmato douleÔei. Kai, ja doÔme argìtera, de qĹnetai tÐpota sqediĹzontac NFA antÐ gia DFA, giatÐ autĹ ta dÔo upologistikĹ montèla eÐnai isodÔnama. ’Oqi mìno autì, allĹ o trìpoc metatropăc enìc NFA se DFA mporeÐ na eÐnai teleÐwc mhqanikìc (algorijmikìc).

ParĹdeigma 28. Sto autìmato pou faÐnetai sto sqăma 7 parapĹnw èqoume Q = {A, B, C, D, E}, Σ = {0, 1}, q_0 = A, F = {E}, kai δ(A, 0) = {B} δ(A, 1) = ∅ δ(B, 0) = {C} δ(B, 1) = ∅ δ(C, 0) = {C} δ(C, 1) = {C, D} δ(D, 0) = ∅ δ(D, 1) = {E} δ(E, 0) = ∅ δ(E, 1) = ∅

’Askhsh 31. KataskeuĹste èna NFA pou na anagnwrÐzei th glÿssa thc Ĺskhshc 25. ’Askhsh 32. KataskeuĹste èna NFA pou na anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou perièqoun dÔo mhdenikĹ pou apèqoun metaxÔ touc sth lèxh katĹ pollaplĹsio tou 4. DÔo diadoqikĹ mhdenikĹ jewroÔntai ìti apèqoun apìstash mhdèn, Ĺra pollaplĹsio tou 4.

2.3 IsodunamÐa NFA kai DFA.

EpanalambĹnoume ìti gia èna NFA h sunĹrthsh metĹbashc δ eÐnai o trìpoc kwdikopoÐhshc twn metabĹsewn tou. An dhl. q ∈ Q eÐnai mia katĹstash kai α ∈ Σ eÐnai èna grĹmma tou alfabătou, to sÔnolo δ(q, α) ⊆ Q eÐnai to sÔnolo ìlwn twn katastĹsewn tou NFA stic opoÐec mporeÐ autì na metabeÐ ìntac sthn katĹstash q kai diabĹzontac to grĹmma α.

Orismìc 19. (H sunĹrthsh δ pĹnw se sÔnola) An A ⊆ Q eÐnai èna sÔnolo katastĹsewn kai B ⊆ Σ eÐnai èna sÔnolo grammĹtwn tìte δ(A, B) = ⋃ q∈A,α∈B δ(q, α).

2.3. ISODUNAM§IA NFA KAI DFA. 21

Dhl. δ(A, B) eÐnai to sÔnolo ìlwn twn katastĹsewn stic opoÐec mporeÐ kaneÐc na ftĹsei xekinÿntac apì kĹpoia katĹstash tou A kai akoloujÿntac kĹpoio grĹmma α tou sunìlou B. H epèktash aută thc sunĹrthshc δ ÿste na paÐrnei wc ìrisma sÔnola antÐ gia grĹmmata eÐnai h sunhjismènh epektash miac sunĹrthshc f : C → D pou me f(X), X ⊆ C, sumbolÐzei to sÔnolo eikìnwn tou sunìlou X mèsw thc f.

EpekteÐnoume tÿra to pedÐo orismoÔ thc sunĹrthshc δ ìson aforĹ to deÔtero ìrismĹ thc.

Orismìc 20. (H sunĹrthsh metĹbashc δ pĹnw se lèxeic) An q ∈ Q eÐnai mia katĹstash kai w ∈ Σ^∗ eÐnai mia lèxh (endeqomènwc kai kenă) tìte orÐzoume to sÔnolo katastĹsewn δ(q, w) wc exăc: δ(q, w) = { {q} ϵαν w = ϵ δ(δ(q, v), α) ϵαν w = vα, v ∈ Σ^∗, α ∈ Σ. (2.1) Paratărhsh 6. O orismìc (2.1) apaiteÐ lÐgh prosoqă ìson aforĹ to deÔtero skèloc tou mia kai eÐnai autoanaforikìc, anaferìmaste dhl. sth sunĹrthsh δ gia na orÐsoume th sunĹrthsh δ. H ousÐa edÿ eÐnai ìti aută h autoanaforĹ de dhmiourgeÐ kĹpoio prìblhma, mia kai gia na orÐsoume to δ(q, w) anaferìmaste se timèc tou δ(q, x) gia lèxeic x me măkoc |x| < |w|, kai upĹrqei kai o xeqwristìc orismìc gia th lèxh măkouc 0 ìpou stamatĹ h autoanaforĹ. Gia na upologisteÐ ètsi to δ(q, w) upologÐzetai prÿta to δ gia oloèna kai mikrìterec lèxeic, ÿspou telikĹ ftĹnei na qrhsimopoieÐtai to prÿto mèloc tou orismoÔ (2.1) pou den èqei autoanaforĹ. Gia parĹdeigma, an jèlei kaneÐc na upologÐsei thn timă δ(q, abc), ìpou a, b, c ∈ Σ, akoloujÿntac ton orismì (2.1) autì gÐnetai wc exăc: δ(q, abc) = δ(δ(q, ab), c) = δ(δ(δ(q, a), b), c). ParathroÔme ìti sthn teleutaÐa grammă h sunĹrthsh δ eÐnai h gnwstă mac sunĹrthsh pou san deÔtero ìrisma èqei sÔmbolo tou alfabătou kai ìqi lèxh. OrismoÐ ìpwc o (2.1) eÐnai polÔ koinoÐ kai onomĹzontai anadromikoÐ.

Me Ĺlla lìgia δ(q, w), w ∈ Σ^∗, eÐnai to sÔnolo ìlwn ekeÐnwn twn katastĹsewn tou automĹtou stic opoÐec mporeÐ kaneÐc na brejeÐ xekinÿntac apì thn katĹstash q kai akoloujÿntac th lèxh w. Kai, an R ⊆ Q eÐnai èna sÔnolo katastĹsewn, me δ(R, w) sumbolÐzetai to sÔnolo ìlwn twn katastĹsewn stic opoÐec mporeÐ kaneÐc na pĹei xekinÿntac apì kĹpoia katĹstash sto R kai akoloujÿntac th lèxh w.

Paratărhsh 7. Mia lèxh w anagnwrÐzetai apì èna autìmato an kai mìno an δ(q_0, w) ∩ F ≠ ∅, ìpou F to sÔnolo twn telikÿn katastĹsewn tou NFA. AnagnwrÐzetai dhl. mia lèxh an kai mìno an eÐnai dunată h metĹbash apì thn arqikă se kĹpoia telikă katĹstash akoloujÿntac th lèxh.

Orismìc 21. (IsodunamÐa automĹtwn) DÔo nteterministikĹ ă mh nteterministikĹ autìmata M_1 kai M_2 lègontai isodÔnama an kai mìno an L(M_1) = L(M_2), an anagnwrÐzoun dhl. akribÿc tic Ðdiec lèxeic.

Jeÿrhma 3. (IsodunamÐa NFA kai DFA) Gia kĹje NFA M upĹrqei isodÔnamo DFA M^′.

Apìdeixh. PerigrĹfoume èna algìrijmo metĹbashc apì èna tuqìn NFA M se èna isodÔnamo DFA M^′.

’Estw loipìn ìti to NFA M eÐnai h pentĹda (Q, Σ, δ, q_0, F ). To DFA M^′ = (Q^′, Σ, δ^′, q^′_0, F^′) ja èqei sÔnolo katastĹsewn Q^′ = 2^Q to dunamosÔnolo (sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn) tou Q, arqikă katĹstash q^′_0 = {q_0}, Ðdio alfĹbhto Σ kai telikèc katastĹseic ìla ekeÐna ta sÔnola katastĹsewn tou M pou perièqoun kĹpoia telikă katĹstash F^′ = {A ⊆ Q : A ∩ F ≠ ∅}. Tèloc h sunĹrthsh metĹbashc δ^′ : Q^′ × Σ → Q^′ tou M^′ orÐzetai wc δ^′(q^′, α) = δ(q^′, α).

22 KEF§ALAIO 2. AUT§OMATA

JumhjeÐte ìti to sÔmbolo q^′ paristĹnei mia katĹstash tou M^′ Ĺra èna sÔnolo katastĹsewn tou M, kai Ĺra h δ sunĹrthsh pou emfanÐzetai dexiĹ ston Ĺnw orismì eÐnai h epektetamènh δ sunĹrthsh tou automĹtou M ìpwc thn orÐsame parapĹnw, mia kai san prÿto ìrisma èqei olìklhro sÔnolo.

Me Ĺlla lìgia: sto DFA M^′ pou kataskeuĹzoume apì thn katĹstash q_1 (uposÔnolo tou Q) me to sÔmbolo α ∈ Σ metabaÐnoume sthn katĹstash q_2, pou eÐnai to sÔnolo ìlwn ekeÐnwn twn katastĹsewn tou M stic opoÐec mporoÔme na metaboÔme apì kĹpoia katĹstash tou sunìlou q_1 me to grĹmma α kinoÔmenoi pĹnw sto M. DeÐte to ParĹdeigma 29 parakĹtw.

’Askhsh 33. ApodeÐxte me epagwgă wc proc to măkoc |w| thc lèxhc w ∈ Σ^∗ ìti gia kĹje katĹstash q tou M^′ isqÔei δ^′(q, w) = δ(q, w). Gia na deÐxoume to Jeÿrhma arkeÐ na deÐxoume thn isodunamÐa w ∈ L(M) ⇐⇒ w ∈ L(M^′) (2.2) gia ìlec tic lèxeic w ∈ Σ^∗. AllĹ w ∈ L(M) an kai mìno an δ(q_0, w) ∈ F , enÿ w ∈ L(M^′) an kai mìno an δ^′(q^′_0, w) ∈ F^′. Qrhsimopoiÿntac to Prìblhma 33 to teleutaÐo sumbaÐnei an kai mìno an δ({q_0}, w) ∈ F^′ kai, qrhsimopoiÿntac ton orismì tou F^′ blèpume ìti autì isqÔei an kai mìno an δ(q_0, w) ∩ F ≠ ∅. ’Omwc to sÔnolo δ(q_0, w) eÐnai monosÔnolo mia kai to M eÐnai DFA, Ĺra h teleutaÐa sunjăkh eÐnai isodÔnamh me δ(q_0, w) ∈ F , kai h apìdeixh eÐnai plărhc. □ ParĹdeigma 29. Ac doÔme tÿra pÿc metatrèpetai to akìloujo aplì NFA tou Sqămatoc 9 se DFA. To apotèlesma dÐnetai sto Sqăma 10.

Sqăma 9. M, èna aplì NFA

To sÔnolo katastĹsewn tou M^′ ja eÐnai to dunamosÔnolo tou sunìlou katastĹsewn tou M dhl. tou {A, B}. EÐnai dhl. to sÔnolo Q^′ = {X = {A}, Y = {B}, Z = {A, B}, W = ∅}. SÔnolo telikÿn katastasewn eÐnai to F^′ = {Y, Z}, ìla ekeÐna ta sÔnola dhl. pou perièqoun kĹpoia telikă katĹstash tou M. Arqikă katĹstash eÐnai h X.

’Askhsh 34. Elègxte thn orjìthta thn isodunamÐac tou NFA tou sqămatoc 9 sto DFA tou sqămatoc 10, pĹnw stic lèxeic 001 kai 10.

’Askhsh 35. FtiĹxte isodÔnama DFA gia ta NFA 1. (Q = {p, q, r, s}, Σ = {0, 1}, δ_1, q_0 = p, F = {s}) 2. (Q = {p, q, r, s}, Σ = {0, 1}, δ_2, q_0 = p, F = {q, s})

2.4. NFA ME ϵ-KIN§HSEIS 23

Sqăma 10. To NFA M tou Sqămatoc 9 metatetrammèno sto DFA M^′

ìpou oi sunartăseic metĹbashc eÐnai oi

δ_1 : 0 1 p {p, q} {p} q {r} {r} r {s} ∅ s {s} {s} δ_2 : 0 1 p {q, s} {q} q {r} {q, r} r {s} {p} s ∅ {p} ’Askhsh 36. An èna NFA èqei n to plăjoc katastĹseic, pìsec to polÔ katastĹseic qreiĹzetai na èqei èna isodÔnamì tou DFA?

2.4 NFA me ϵ-kinăseic

Mia akìmh parallagă tou montèlou tou peperasmènou automĹtou eÐnai to mh nteterministikì autìmato me ϵ-kinăseic. Autì eÐnai èna NFA pou èqei, endeqomènwc, kai kĹpoiec akmèc pou antÐ na èqoun wc etikèta èna grĹmma tou alfabătou èqoun thn kenă lèxh ϵ. KinoÔmenoi pĹnw sto autìmato autì gia na anagnwrÐsoume mia lèxh èqoume to dikaÐwma na dianÔsoume mia ϵ-akmă opotedăpote upĹrqei mia tètoia apì thn trèqousa katĹstash qwrÐc na mac endiafèrei poio eÐnai to epìmeno grĹmma thc lèxhc. H diĹnush miac ϵ-akmăc de sunodeÔetai apì metapădhsh sto epìmeno grĹmma thc lèxhc. Ac ta lème autĹ ϵ-NFA.

Orismìc 22. (Mh nteterministikì Autìmato me ϵ-kinăseic (ϵ-NFA) ) ’Ena mh nteterministikì autìmato me ϵ-kinăseic (ϵ-NFA) eÐnai mia pentĹda (Q, Σ, δ, q_0, F ) ìpou

• Q eÐnai èna peperasmèno sÔnolo katastĹsewn,

• Σ eÐnai èna peperasmèno alfĹbhto,

• δ eÐnai h sunĹrthsh metĹbashc (transition function) me pedÐo orismoÔ to Q × (Σ ∪ {ϵ}) kai pedÐo timÿn to dunamosÔnolo 2^Q, to sÔnolo dhl. ìlwn twn uposunìlwn tou Q.

• q_0 ∈ Q eÐnai mia apì tic katastĹseic pou onomĹzetai arqikă, kai

• F ⊆ Q eÐnai to sÔnolo twn telikÿn katastĹsewn.

24 KEF§ALAIO 2. AUT§OMATA

Paratărhsh 8. H ousiastikă diaforĹ apì ton orismì tou NFA eÐnai ìti h sunĹrthsh metĹbashc mporeÐ na èqei kai to ϵ wc deÔtero ìrisma kai ìqi aparaÐthta èna grĹmma tou alfabătou Σ.

Paratărhsh 9. To nìhma miac ϵ-akmăc apì mia korufă q_1 se mia korufă q_2 eÐnai to exăc: an to NFA brÐsketai sthn katĹstash q_1 tìte mporeÐ na epilèxei na metabeÐ sthn katĹstash q_2 qwrÐc na diabĹsei to epìmeno grĹmma thc lèxhc.

Orismìc 23. (Anagnÿrish lèxhc apì ϵ-NFA) JewroÔme ìti mia lèxh w = w_1w_2 . . . w_n, w_j ∈ Σ, anagnwrÐzetai apì èna ϵ-NFA an upĹrqei trìpoc na kinhjoÔme, diabĹzontac to w, pĹnw sto grĹfhma ÿste na katalăxoume se telikă korufă. XekinoÔme euriskìmenoi sthn arqikă katĹstash q_0 kai diabĹzoume ta grĹmmata w_1 èwc w_n me aută th seirĹ. Se kĹje băma èqoume th dunatìthta na diabĹsoume to epìmeno grĹmma w_j kai na ektelèsoume mia metĹbash se nèa katĹstash ă ìqi.

KĹje forĹ pou diabĹzoume èna grĹmma w_j , kai euriskìmenoi sthn katĹstash q, epilègoume wc epìmenh katĹstash mia apì tic katastĹseic tou sunìlou δ(q, w_j ). (An to sÔnolo autì eÐnai kenì h lèxh aporrÐptetai.) An epilèxoume na mh diabĹsoume to epìmeno grĹmma thc lèxhc mporoÔme na metaboÔme se nèa katĹstash akoloujÿntac mia ϵ-akmă, mporoÔme dhl. na metaboÔme se mia apoiadăpote apì tic katastĹseic tou sunìlou δ(q, ϵ), ìpou q eÐnai h trèqousa katĹstash. (An to sÔnolo autì eÐnai kenì h lèxh aporrÐptetai.) EÐnai fanerì ìti gia kĹje lèxh upĹrqoun endeqomènwc perissìteroi apì ènac trìpoi na kinhjoÔme pĹnw sto autìmato diabĹzontac ta grĹmmata autăc thc lèxhc, afoÔ se kĹje băma endèqetai na èqoume th dunatìthta na epilèxoume thn epìmenă mac katĹstash. AporrÐptetai h lèxh w an kai mìno an kaneÐc apì touc dunatoÔc trìpouc kÐnhshc den katalăgei se telikă korufă.

Orismìc 24. (Glÿssa enìc ϵ-NFA) To sÔnolo twn lèxewn pou apodèqetai to mh nteterministikì autìmato me ϵ kinăseic M onomĹzetai h glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato kai sumbolÐzetai me L(M).

ParĹdeigma 30. To ϵ-NFA tou Sqămatoc 11 anagnwrÐzei th glÿssa 0^∗1^∗2^∗. Gia parĹdeigma, pÿc anagnw-

Sqăma 11. ’Ena ϵ-NFA gia th glÿssa 0^∗1^∗2^∗.

rÐzei th lèxh 0^21^32^5 (suntomografÐa gia th lèxh 0011122222)? KĹnei dÔo metabĹseic apì thn prÿth korufă ston eautì thc diabĹzontac ta dÔo 0, metĹ metabaÐnei sth deÔterh korufă qwrÐc na diabĹsei tÐpota, metabaÐnei apì th deÔterh korufă ston eautì thc treic forèc diabĹzontac ta 1, metabaÐnei sthn trÐth korufă qwrÐc pĹli na diabĹsei tÐpota, kai tèloc metabaÐnei apì thn trÐth korufă ston eautì thc diabĹzontac ta pènte 2.

’Askhsh 37. KataskeuĹste èna ϵ-NFA pou na anagnwrÐzei th glÿssa (0101)^∗ ∪ (111)^∗.

’Askhsh 38. An M_1 kai M_2 eÐnai dÔo DFA perigrĹyte pwc ja ta qrhsimopoiăsete autĹ gia na kataskeuĹsete èna ϵ-NFA gia th glÿssa L(M_1) ∪ L(M_2).

’Askhsh 39. An M_1 kai M_2 eÐnai dÔo DFA perigrĹyte pwc ja ta qrhsimopoiăsete autĹ gia na kataskeuĹsete èna ϵ-NFA gia th glÿssa L(M_1)L(M_2). An to M_1 èqei akribÿc mia telikă katĹstash kataskeuĹste DFA gia th glÿssa aută.

2.5 IsodunamÐa ϵ-NFA kai NFA

Edÿ ja apodeÐxoume ìti ta ϵ-NFA eÐnai isodÔnama me ta NFA, kai Ĺra kai me ta DFA. Gia kĹje ϵ-NFA dhl. upĹrqei èna NFA qwrÐc ϵ-kinăseic pou anagnwrÐzei thn Ðdia glÿssa.

2.5. ISODUNAM§IA ϵ-NFA KAI NFA 25

Orismìc 25. (ϵ-monopĹti) ’Ena ϵ-monopĹti sto grĹfhma enìc ϵ-NFA eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa diadoqikÿn ϵ-akmÿn (akmÿn dhl. pou fèroun thn etikèta ϵ).

Orismìc 26. (α-monopĹti) ’Ena α-monopĹti, ìpou α ∈ Σ, eÐnai èna monopĹti sto grĹfhma enìc ϵ-NFA pou apartÐzetai apì èna arqikì ϵmonopĹti, akoloujoÔmeno apì mia akmă me etikèta α, akoloujoÔmeno apì èna ϵ-monopĹti. Ta dÔo ϵ-monopĹtia mporoÔn na eÐnai kai kenĹ.

Jeÿrhma 4. (IsodunamÐa ϵ-NFA kai NFA) Gia kĹje ϵ-NFA M upĹrqei isodÔnamo NFA M^′.

Apìdeixh. Gia na metaboÔme apì èna ϵ-NFA M se èna isodÔnamo NFA M^′ kĹnoume ta exăc:

• To sÔnolo katastĹsewn tou M^′ eÐnai Ðdio me tou M.

• H arqikă katĹstash tou M^′ eÐnai Ðdia me aută tou M.

• Oi telikèc katastĹseic tou M^′, to sÔnolo twn opoÐwn sumbolÐzoume me F^′, apoteleÐtai apì ìlec ekeÐnec tic katastĹseic stic opoÐec mporoÔme na ftĹsoume apì kĹpoia korufă tou F (to sÔnolo telikÿn katastĹsewn tou M) me èna ϵ-monopĹti. Epeidă èna kenì monopĹti eÐnai ϵ-monopĹti, o orismìc autìc sunepĹgetai ìti F ⊆ F^′.

• Gia kĹje katĹstash q kai grĹmma α ∈ Σ jètoume sto M^′ wc δ_M ′ (q, α) to sÔnolo ìlwn twn katastĹsewn stic opoÐec mporeÐ kaneÐc na metabeÐ apì thn q sto M dianÔontac kĹpoio α-monopĹti.

• KatargoÔme ìlec tic ϵ-kinăseic.

’Estw tÿra w = w_1w_2 · · · w_n ∈ Σ^∗, n ≥ 0. Prèpei na deÐxoume ìti h lèxh w gÐnetai dektă apì to M an kai mìno an gÐnetai dektă apì to M.

An w ∈ L(M) autì shmaÐnei ìti upĹrqei trìpoc kÐnhshc pĹnw sto M, diabĹzontac ta grĹmmata thc lèxhc w eÐte akoloujÿntac ϵ-kinăseic, ÿste na metaboÔme apì thn q_0 se kĹpoia katĹstash f ∈ F . Se aută thn perÐptwsh deÐqnoume ìti upĹrqei trìpoc kÐnhshc pĹnw sto M tètoioc pou na odhgeÐ apì thn q_0 se kĹpoia katĹstash tou F^′.

’Estw loipìn ìti w ∈ L(M). Autì shmaÐnei ìti upĹrqei mia akoloujÐa katastĹsewn tou M èstw q_0, q_1, . . . , q_{k−1}, q_k, k ≥ 0, tètoia ÿste q_k ∈ F kai h metĹbash apì thn q_j sthn q_{j+1}, 0 ≤ j < k, gÐnetai eÐte me kĹpoio grĹmma w_j eÐte me mia ϵ-akmă, kai ta grĹmmata w_j qrhsimopoioÔntai ìla, apì mia forĹ to kajèna, kai me th seirĹ.

QwrÐzoume thn peperasmènh aută akoloujÐa twn metabĹsewn q_0 → q_1, q_1 → q_2, . . . , q_{k−1} → q_k se kommĹtia q_{a0} → q_{a1} , q_{a1} → q_{a2} , . . . , q_{an−1} → q_{an} (me a_0 = 0, a_n = k) ta opoÐa antistoiqoÔn se èna w_1-monopĹti, akoloujoÔmeno apì èna w_2-monopĹti, klp., teleiÿnontac me èna w_n-monopĹti. Apì ton orismì tou NFA M^′ prokÔptei ìti sto M^′ eÐnai dunată h metĹbash apì thn korufă q_{a0} sthn q_{a1} me mia w_1-akmă, apì thn q_{a1} sthn q_{a2} me mia w_2-akmă, klp. Epeidă h katĹstash q_k paramènei telikă katĹstash kai tou M^′ prokÔptei ìti w ∈ L(M^′). O egkleismìc L(M^′) ⊆ L(M) afănetai wc Ĺskhsh (’Askhsh 40). □ ’Askhsh 40. Me to sumbolismì thc Ĺnw apìdeixhc deÐxte ìti an mia lèxh anagnwrÐzetai apì to NFA M^′ tìte anagnwrÐzetai kai apì to ϵ-NFA M.

ParĹdeigma 31. Me th mèjodo thc apìdeixhc tou Jewrămatoc 4 to ϵ-NFA tou Sqămatoc 11 metatrèpetai sto NFA tou Sqămatoc 12.

26 KEF§ALAIO 2. AUT§OMATA

Sqăma 12. To ϵ-NFA tou Sqămatoc 11 metatetrammèno se NFA