KefĹlaio 3

Kanonikèc ekfrĹseic kai glÿssec

3.1 Kanonikèc ekfrĹseic kai oi glÿssec touc

Ja dÿsoume kat’ arqăn èna anadromikì orismì gia to ti eÐnai mia kanonikă èkfrash (regular expression) kai to poia glÿssa paristĹnei.

Orismìc 27. (Kanonikèc ekfrĹseic kai oi glÿssec touc) Oi parakĹtw lèxeic orÐzontai na eÐnai kanonikèc ekfrĹseic me tic antÐstoiqec glÿssec. (Me L(·) sumbolÐzoume th glÿssa miac èkfrashc.)

• ∅, kai L(∅) = ∅ • ϵ, kai L(ϵ) = {ϵ} • α, gia kĹje α ∈ Σ, kai L(α) = {α}.

EpÐshc, an r kai s eÐnai kanonikèc ekfrĹseic tìte kai oi akìloujec lèxeic eÐnai epÐshc kanonikèc ekfrĹseic.

1. (r), kai L((r)) = L(r).

2. (r + s), kai L((r + s)) = L(r) ∪ L(s), 3. (rs), kai L((rs)) = L(r)L(s), 4. (r^∗), kai L((r^∗)) = L(r)^∗.

Mia glÿssa L lègetai kanonikă an upĹrqei kanonikă èkfrash r me L = L(r).

Paratărhsh 10. An mporoÔme na pareleÐyoume tic paranjèseic qwrÐc na allĹxoume to nìhma tìte to kĹnoume autì. LambĹnoume upìyin ìti th megalÔterh proteraiìthta èqei o ekjèthc ∗, metĹ èrqetai h sugkìllhsh kai tèloc h prìsjesh. Gia parĹdeigma h kanonikă èkfrash 01^∗ + 10^∗ ermhneÔetai wc (0(1^∗)) + (1(0^∗)). An r eÐnai mia kanonikă èkfrash tìte qrhsimopoioÔme epÐshc th suntomografÐa r^+ antÐ gia rr^∗. ParĹdeigma 32. Ta parakĹtw eÐnai paradeÐgmata kanonikÿn ekfrĹsewn kai twn glwssÿn touc.

Kanonikă èkfrash AntÐstoiqh glÿssa 00 {00} (0 + 1)^∗ ’Olec oi lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} (0 + 1)^∗00(0 + 1)^∗ ’Olec oi lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou èqoun dÔo diadoqikĹ mhdenikĹ (1 + 10)^∗ ’Oti arqÐzei me 1 kai den èqei diadoqikĹ 0 (0 + ϵ)(1 + 10)^∗ ’Oti den èqei diadoqikĹ 0 0^∗1^∗2^∗ Lèxeic ìpou ta 0 èrqontai prin ta 1 ki autĹ prin ta 2.

’Askhsh 41. GrĹyte kanonikèc ekfrĹseic gia tic akìloujec glÿssec:

1. Lèxeic pou den perièqoun th morfă 101.

2. Lèxeic ìpou ìlec oi emfanÐseic diadoqikÿn 0 sumbaÐnoun prin apì opoiadăpote emfĹnish diadoqikÿn 1. ’Askhsh 42. PerigrĹyte tic glÿssec pou orÐzontai apì tic kanonikèc ekfrĹseic:

1. (11 + 0)^∗(00 + 1)^∗ 2. (1 + 01 + 001)^∗(ϵ + 0 + 00)^∗ 3. (00 + 11 + (01 + 10)(00 + 11)^∗(01 + 10))^∗ ’Askhsh 43. DeÐxte tic parakĹtw tautìthtec ìpou r, s, t eÐnai opoiesdăpote kanonikèc ekfrĹseic. H isìthta parakĹtw de shmaÐnei ìti oi dÔo ekfrĹseic eÐnai Ðsec (kai den eÐnai, mia kai oi ekfrĹseic eÐnai lèxeic, kai wc tètoiec diafèroun) allĹ ìti oi antÐstoiqec glÿssec eÐnai Ðsec.

1. r + s = s + r 2. (r + s) + t = r + (s + t) 3. (rs)t = r(st) 4. r(s + t) = rs + rt 5. (r + s)t = rt + st 6. ∅^∗ = ϵ 7. (r^∗)^∗ = r^∗ 8. (ϵ + r)^∗ = r^∗ 9. (r^∗s^∗)^∗ = (r + s)^∗

3.2 Kanonikìthta glwssÿn twn automĹtwn

H basikă prìtash eÐnai h akìloujh.

Jeÿrhma 5. (Kanonikìthta glwssÿn twn automĹtwn) Mia glÿssa eÐnai kanonikă an kai mìno an anagnwrÐzetai apì kĹpoio autìmato.

Paratărhsh 11. ParathreÐste ìti sto Jeÿrhma 5 den xekajarÐzoume gia ti eÐdouc autìmato milĹme. ’Eqoume ìmwc ădh apodeÐxei ìti kĹje ϵ-NFA eÐnai isodÔnamo me kĹpoio NFA kai kĹje NFA me kĹpoio DFA. Autì shmaÐnei ìti mia glÿssa anagnwrÐzetai apì èna autìmato kĹpoiou eÐdouc apì ta trÐa an kai mìno an anagnwrÐzetai apì autìmato opoioudăpote eÐdouc.

Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti (a) KĹje kanonikă glÿssa anagnwrÐzetai apì kĹpoio ϵ-NFA, kai (b) H glÿssa pou anagnwrÐzei kĹje DFA eÐnai kanonikă.

(a) QrhsimopoioÔme epagwgă wc proc to măkoc thc kanonikăc èkfrashc r pou parĹgei th glÿssa. An prìkeitai gia mia apì tic ekfrĹseic ∅, ϵ ă a, me a ∈ Σ, polÔ eÔkola ftiĹqnoume autìmata pou tic anagnwrÐzoun ìpwc faÐnetai sto parakĹtw Sqăma 13.

An tÿra èqoume mia èfrash x tou tÔpou r + s, rs h r^∗, tìte ta măkh twn r kai s eÐnai autsthrĹ mikrìtera tou |x|, Ĺra mporoÔme na upojèsoume epagwgikĹ ìti èqoume kĹpoia autìmata M kai N pou anagnwrÐzoun tic glÿssec L(r) kai L(s). QrhsimopoioÔme ta M kai N sa maÔra koutiĹ kai mac endiafèrei mìno na fiblèpoumefl ap’ èxw tic arqikèc kai telikèc touc katastĹseic.

3.2. KANONIK§OTHTA GLWSS§WN TWN AUTOM§ATWN 29

Sqăma 13. Ta ϵ-NFA gia tic ekfrĹseic ∅ (a), ϵ (b) kai a (c)

Sto Sqăma 14 blèpoume sta (a) kai (b) ta autìmata M kai N pou antistoiqoÔn stic ekfrĹseic r kai s. Sta (c), (d) kai (e) blèpoume pwc autĹ sunduĹzontai ÿste na ftiĹxoun autìmata gia tic glÿssec r + s, rs kai r^∗.

Sto (c) orÐzoume mia nèa arqikă korufă kai thn enÿnoume me ϵ-akmèc me tic dÔo arqikèc korufèc twn M kai N. Oi telikèc katastĹseic paramènoun oi Ðdiec.

Sto (d) arqikă korufă eÐnai aută tou M tou opoÐou oi telikèc katastĹseic sundèontai me ϵ-akmèc me thn arqikă tou N. Telikèc katastĹseic tou sumplègmatoc eÐnai autèc tou N.

Sto (e) oi telikèc katastĹseic tou M sundèontai me ϵ-akmèc me thn arqikă katĹstash tou M. Arqikèc kai telikèc katastĹseic paramènoun oi Ðdiec.

(b) ’Estw DFA M = (Q, Σ, δ, q_1, F ), ìpou Q = {q_1, . . . , q_n}. OrÐzoume gia i, j = 1, . . . , n, k = 0, . . . , n, tic glÿssec R^k_{i,j} na eÐnai ekeÐnec oi lèxeic tou Σ^∗ pou eÐnai tètoiec ÿste an xekinăsoume apì thn korufă q_i kai tic akoloujăsoume tìte ftĹnoume sthn korufă q_j qwrÐc na qrhsimopoiăsoume korufă q_l me l > k.

EÐnai fanerì ìti L(M) = ⋃ q_j ∈F R^n_{1,j} . (3.1)

Me Ĺlla lìgia, apodektèc gÐnontai ekeÐnec oi lèxeic pou mac epitrèpoun na ftĹsoume, xekinÿntac apì thn arqikă korufă q_1, se kĹpoia apì tic korufèc q_j ∈ F , qwrÐc kanèna periorismì wc proc tic endiĹmesec korufèc (epeidă o Ĺnw deÐkthc eÐnai n, kai, oÔtwc ă Ĺllwc, den upĹrqoun korufèc q_l, me l > n.

Ja deÐxoume me epagwgă wc proc to k ìti oi glÿssec R^k_{i,j} eÐnai ìlec kanonikèc. ’Ara kanonikă eÐnai kai h L(M) afoÔ me bĹsh thn (3.1) eÐnai peperasmènh ènwsh apì kanonikèc glÿssec, kai h ènwsh dÔo kanonikÿn glwssÿn eÐnai ex orismoÔ kanonikă.

Gia k = 0 tÿra, parathroÔme ìti h apaÐthsh, ston orismì thc R^k_{i,j} ìson aforĹ to poiec korufèc den prèpei na qrhsimopoihjoÔn eÐnai idiaÐtera austhră, afoÔ h sunjăkh l > 0 isqÔei gia kĹje korufă q_l ∈ Q. ’Ara èqoume

R^0_{i,j} = { {α ∈ Σ : δ(q_i, α) = q_j } (i ≠ j) {α ∈ Σ : δ(q_i, α) = q_i} ∪ {ϵ} (i = j) Autì shmaÐnei ìti oi glÿssec R^0_{i,j} eÐnai peperasmèna sÔnola apì sÔmbola tou Σ ă to grĹmma ϵ. KĹje èna ìmwc apì autĹ eÐnai kanonikă glÿssa Ĺra eÐnai tètoia kai h R^0_{i,j} .

’Oson aforĹ to epagwgikì băma, an upojèsoume ìti oi R^{k−1}_{i,j} eÐnai ìlec kanonikèc tìte to Ðdio sunĹgoume kai gia tic R^k_{i,j} afoÔ parathrăsoume ìti isqÔei h anadromikă sqèsh R^k_{i,j} = R^{k−1}_{i,k} (R^{k−1}_{k,k} )^∗R^{k−1}_{k,j} ∪ R^{k−1}_{i,j} . (3.2) GiatÐ ìmwc isqÔei h (3.2)?

EÐnai fanerì ìti h glÿssa R^k_{i,j} eÐnai upersÔnolo thc R^{k−1}_{i,j} , afoÔ o periorismìc l ≤ k, ston orismì thc R^k_{i,j} , gÐnetai asjenèsteroc (isqÔei pio suqnĹ) ìso megalÿnei to k. Poiec eÐnai ìmwc ekeÐnec oi lèxeic pou anăkoun sto sÔnolo R^k_{i,j} allĹ ìqi sto R^{k−1}_{i,j} , oi lèxeic me Ĺlla lìgia thc (sunolojewrhtikăc) diaforĹc R^k_{i,j} \R^{k−1}_{i,j} ?EÐnai akribÿc ekeÐnec oi lèxeic pou odhgoÔn apì thn katĹstash q_i sthn q_j , qwrÐc na fipatoÔnfl se korufă q_l, l > k, allĹ pou patoÔn toulĹqiston mia forĹ sthn korufă q_k ìwc faÐnetai sto Sqăma 15.

Sqăma 14. (a) Autìmato gia r, (b) gia s, (c) gia r + s, (d) gia rs, (e) gia r^∗

Mia tètoia lèxh antistoiqeÐ se èna monopĹti pĹnw sto DFA pou sÐgoura fipatĹeifl pĹnw sthn korufă q_k, endeqomènwc kai pĹnw apì mÐa forĹ (sto Sqăma 15 patĹei dÔo forèc). An onomĹsoume w mia tètoia lèxh, kai onomĹsoume σ to prìjema thc w pou antistoiqeÐ sto monopĹti apì to q_i sto q_k, pou den patĹei sthn q_k, kai τ to epÐjema thc w gai to monopĹti q_k → q_j pou den patĹei sthn q_k, tìte h w grĹfetai w = σv_1 · · · v_tτ, ìpou oi lèxeic v_1, . . . , v_t antistoiqoÔn se monopĹtia pou arqÐzoun kai teleiÿnoun apì to q_k, qwrÐc na patoÔn sto q_k. EÐnai dhl. σ ∈ R^{k−1}_{i,k} , v_l ∈ R^{k−1}_{k,k} , l = 1, . . . , t, kai τ ∈ R^{k−1}_{k,j} , èqoume Ĺra deÐxei ton egkleismì R^k_{i,j} \ R^{k−1}_{i,j} ⊆ R^{k−1}_{i,k} (R^{k−1}_{k,k} )^∗R^{k−1}_{k,j} . O antÐstrofoc egkleismìc eÐnai akìmh pio eÔkoloc kai paraleÐpetai. □ ’Askhsh 44. KataskeuĹste DFA gia tic kanonikèc ekfrĹseic:

1. 10 + (0 + 11)0^∗1 2. 01 (((10)^∗ + 111)^∗ + 0)^∗ 1 3. ((0 + 1)(0 + 1))^∗ + ((0 + 1)(0 + 1)(0 + 1))^∗

3.3. KLEIST§OTHTA KANONIK§WN GLWSS§WN K§ATW AP§O APL§ES PR§AXEIS 31

Sqăma 15. ’Ena monopĹti sto DFA pou antistoiqeÐ se lèxh tou R^k_{i,j} \ R^{k−1}_{i,j}

Sqăma 16. To Sqăma gia thn ’Askhsh 45

’Askhsh 45. Dÿste mia kanonikă èkfrash gia th glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato tou Sqămatoc 16. ’Askhsh 46. Dÿste mia kanonikă èkfrash gia th glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato tou Sqămatoc 17.

Sqăma 17. To Sqăma gia thn ’Askhsh 46

3.3 Kleistìthta kanonikÿn glwssÿn kĹtw apì aplèc prĹxeic

Apì ton orismì twn kanonikÿn ekfrĹsewn kai twn glwssÿn eÐnai fanerì ìti an L_1 kai L_2 eÐnai kanonikèc glÿssec tìte kanonikă eÐnai kai h L_1 ∪ L_2 ìpwc kai h glÿssa L^∗_1. Den eÐnai ìmwc kajìlou profanèc apì ton orismì twn kanonikÿn ekfrĹsewn to an h sumplhrwmatikă glÿssa

L^c_1 = {w ∈ Σ^∗ : w /∈ L_1}

eÐnai kanonikă. GÐnetai ìmwc kai autì fanerì an qrhsimopoiăsoume to Jeÿrhma 5 pou lèei ìti mia glÿssa eÐnai kanonikă an kai mìno an upĹrqei èna DFA pou thn anagnwrÐzei. ’Estw loipìn ìti to DFA M anagnwrÐzei th glÿssa L_1. FtiĹnqoume èna DFA M^′ apì to M kratÿntac tic Ðdiec katastĹseic, alfĹbhto, arqikă katĹstash kai akmèc tou M allĹ kĹnoume ìlec tic telikèc katastĹseic tou M mh telikèc kai ìlec tic mh telikèc katastĹseic tou M tic kĹnoume telikèc sto M^′. (Edÿ prèpei na eÐmaste lÐgo prosektikoÐ kai na douleÔoume sto morfă tou M pou de qrhsimopoieÐ suntomografÐa, allĹ pou ikanopoieÐ thn arqikă apaÐthsh gia DFA, ìti dhl. gia kĹje katĹstash kai gia kĹje grĹmma tou alfabătou upĹrqei akribÿc mia akmă.) EÐnai fanerì tÿra ìti mia lèxh gÐnetai dektă sto M^′ an kai mìno an de gÐnetai dektă sto M, Ĺra to M^′ eÐnai èna DFA gia th glÿssa L^c_1.

EÐnai tÿra eÔkolo na deÐxoume ìti kai h glÿssa L_1 ∩ L_2 eÐnai kanonikă. ArkeÐ na deÐxoume ìti to sumplărwmĹ thc eÐnai, kai (L_1 ∩ L_2)^c = L^c_1 ∪ L^c_2,

kai apì autĹ pou eÐpame prohgoumènwc prokÔptei o isqurismìc.

Orismìc 28. AntikatĹstash (substitution) se èna alfĹbhto Σ eÐnai mia opoiadăpote antistoÐqish twn grammĹtwn tou alfabătou se glÿssec pĹnw apì to Σ, mia opoiadăpote sunĹrthsh dhl.

f : Σ → 2^{Σ∗} ,

mia sunĹrthsh dhl. pou paÐrnei timèc tuqìnta uposÔnola tou Σ^∗. An gia kĹje α ∈ Σ h glÿssa f(a) eÐnai kanonikă, tìte kai h antikatĹstash onomĹzetai kanonikă.

’Eqontac mia antikatĹstash f : Σ → 2^{Σ∗} mporoÔme na epekteÐnoume to pedÐo orismoÔ thc apì grĹmmata tou Σ se lèxeic tou Σ^∗. An w = α_1 · · · α_n, α_i ∈ Σ, eÐnai mia lèxh, tìte orÐzoume (qrhsimopoioÔme to Ðdio sÔmbolo f gia na sumbolÐsoume kai thn epektetamènh sunĹrthsh) f(w) = f(α_1) · · · f(α_n), h glÿssa dhl. pou prokÔptei apì th sugkìllhsh twn glwssÿn f(α_1), . . . , f(α_n).

An L eÐnai mia glÿssa orÐzoume wc sunăjwc f(L) = ⋃ w∈L f(w).

Jeÿrhma 6. An L kanonikă, kai h antikatĹstash f eÐnai kanonikă, tìte h f(L) eÐnai kanonikă glÿssa.

SkÐtso apìdeixhc. AfoÔ h L eÐnai kanonikă tìte prokÔptei wc glÿssa miac kanonikăc èkfrashc r. EÐnai eÔkolo na doÔme (allĹ den to kĹnoume me leptomèreia edÿ) ìti h glÿssa f(L) eÐnai akribÿc aută pou prokÔptei an tropopoiăsoume thn èkfrash r antikajistÿntac kĹje grĹmma α pou emfanÐzetai sthn r me mia kanonikă èkfrash gia th glÿssa f(α). ’Ara h glÿssa f(L) dÐdetai apì kanonikă èkfrash, Ĺra eÐnai kanonikă. □ ’Askhsh 47. ApodeÐxte to Jeÿrhma 6 akoloujÿntac th fisuntagăfl tou skÐtsou apìdeixhc po dìjhke. MporeÐte gia parĹdeigma na qrhsimopoiăsete epagwgă wc proc to măkoc miac kanonikăc èkfrashc thc kanonikăc glÿssac L.

Orismìc 29. Mia antikatĹstash f lègetai omomorfismìc an gia kĹje α ∈ Σ glÿssa f(α) eÐnai monosÔnolo.

Epeidă kĹje peperasmèno sÔnolo lèxewn eÐnai kanonikă glÿssa (apì ton orismì tou ti eÐnai kanonikă glÿssa) apì to prohgoÔmeno jeÿrhma èpetai ìti oi omomorfismoÐ diathroÔn thn kanonikìthta twn glwssÿn.

Orismìc 30. An f eÐnai omomorfismìc kai L eÐnai mia glÿssa, h antÐstrofh omomorfikă eikìna thc L eÐnai h glÿssa f^{−1}(L) = {w ∈ Σ^∗ : f(w) ∈ L}. Jeÿrhma 7. An f omomorfismìc kai L kanonikă glÿssa tìte kai h f^{−1}(L) eÐnai kanonikă.

Apìdeixh. ’Estw M èna DFA pou anagnwrÐzei thn L. FtiĹqnoume DFA M^′ wc exăc: kratĹme Ðdiec katastĹseic kai arqikèc kai telikèc katastĹseic me to M kai orÐzoume mìno nèa sunĹrthsh metĹbashc wc exăc: an q eÐnai mia katĹstash tou M kai α ∈ Σ orÐzoume δ_M ′ (q, α) = δ_M (q, f(α)). MetabaÐnoume dhl. sto M^′ se ekeÐnh thn katĹstash ìpou ja katalăgame an sto M xekinĹgame apì thn katĹstash q kai akoloujoÔsame th lèxh f(α). EÐnai fanerì ìti h lèxh w gÐnetai apodektă apì to M^′ an kai mìno an h lèxh f(w) gÐnetai apodektă apì to M, Ĺra to DFA anagnwrÐzei th glÿssa f^{−1}(L), opìte aută eÐnai kanonikă. □ ’Askhsh 48. An L eÐnai kanonikă glÿssa tìte kai h glÿssa

L^R = { x ∈ Σ^∗ : x^R ∈ L } eÐnai kanonikă. Me x^R sumbolÐzoume th lèxh x me ta grĹmmatĹ thc se anĹpodh seirĹ. P.q. 011^R = 110. (Upìdeixh: Doulèyte pĹnw se mia kanonikă èkfrash gia thn L.)

3.4 To Lămma ’Antlhshc kai mh kanonikèc glÿssec

UpĹrqoun glÿssec pou den eÐnai kanonikèc. Autì eÐnai profanèc gia polÔ genikoÔc lìgouc, pou den èqoun tìso polÔ na kĹnoun me th fÔsh twn kanonikÿn glwssÿn, parĹ mìno me to gegonìc ìti kĹje kanonikă glÿssa epidèqetai mia peperasmènh perigrafă. Aută mporeÐ na eÐnai eÐte mia kanonikă èkfrash, eÐte h domă enìc DFA pou thn anagnwrÐzei, gia parĹdeigma.

Pìsec ìmwc diaforetikèc peperasmènec perigrafèc upĹrqoun?

EÐnai fanerì ìti autèc eÐnĹi Ĺpeirec to plăjoc (afoÔ p.q. upĹrqoun osodăpote megĹlec kanonikèc ekfrĹseic), allĹ autì den eÐnai eparkăc plhroforÐa gia to plăjoc touc. EÐnai polÔ pio akribèc to ìti upĹrqoun arijmăsimec to plăjoc peperasmènec perigrafèc, mporoÔn dhl. ìlec oi peperasmènec perigrafèc na aparijmhjoÔn: h perigrafă 1, h perigrafă 2, ..., h perigrafă N, ..., me trìpo ÿste na mh meÐnei kamiĹ perigrafă ap’ èxw. Autìc eÐnai o orismìc enìc arijmăsimou sunìlou. ’Ena sÔnolo dhl. lègetai arijmăsimo an upĹrqei mia 1-1 apeikìnish tou sunìlou autoÔ stouc fusikoÔc arijmoÔc (bebaiwjeÐte ìti to katalabaÐnete autì).

To giatÐ to sÔnolo ìlwn twn peperasmènwn ekfrĹsewn (pĹnw apì èna stajerì alfĹbhto Σ) eÐnai arijmăsimo eÐnai aplì. AfoÔ to Σ eÐnai peperasmèno upĹrqoun peperasmèno to plăjoc ekfrĹseic pou mporoÔn na ftiĹxoume me măkoc n, gia kĹje n. Gia thn akrÐbeia, upĹrqoun to polÔ |Σ|^n tètoiec ekfrĹseic. Gia na aparijmăsoume loipìn to sÔnolo ìlwn twn peperasmènwn ekfrĹsewn, arijmoÔme prÿta tic ekfrĹseic măkouc 1, metĹ autèc măkouc 2, kai suneqÐzoume kat’ autìn ton trìpo, ÿste de mènei tÐpota amètrhto.

EÐnai arketĹ pio dÔskolo (kai paraleÐpoume thn apìdeixh) na doÔme ìti to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn opoioudăpote Ĺpeirou sunìlou den eÐnai arijmăsimo. ’Etsi, to sÔnolo ìlwn twn glwssÿn pĹnw apì to Σ, dhl. to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou Ĺpeirou sunìlou Σ^∗ den eÐnai arijmăsimo. ’Ara upĹrqei kĹpoia glÿssa pou den èqei antÐstoiqh peperasmènh perigrafă, opìte den eÐnai kanonikă.

To parapĹnw eÐnai èna polÔ genikì epiqeÐrhma, ìpwc eÐpame, kai den exartĹtai sqedìn kajìlou apì to ti ennooÔme kanonikă glÿssa, parĹ mìno ìti, ì,ti ki an ennooÔme, h kanonikă glÿssa mporeÐ na perigrafeÐ plărwc me mia peperasmènh akoloujÐa apì grĹmmata, dialegmèna apì èna peperasmèno alfĹbhto. Me ton Ðdio trìpo faÐnetai, p.q. ìti upĹrqoun sunartăseic f : N → N pou den eÐnai upologÐsimec apì prìgramma, ousiastikĹ ìti ki an ennoÔme me autì. Ac poÔme gia parĹdeigma ìti jewroÔme mia tètoia sunĹrthsh upologÐsimh an upĹrqei èna prìgramma se kĹpoia glÿssa programmatismoÔ, ac poÔme thn C pou upologÐzei th sunĹrthsh aută. Ma èna prìgramma apoteleÐ peperasmènh perigrafă thc sunĹrthshc, Ĺra, epeidă to plăjoc twn sunartăsewn f : N → N den eÐnai arijmăsimo, upĹrqei kĹpoia sthn opoÐa den antistoiqeÐ prìgramma, pou den eÐnai dhl. upologÐsimh.

De bohjĹei ìmwc autì to epiqeÐrhma sto na apodeÐxei kaneÐc ìti sugkekrimènec glÿssec den eÐnai kanonikèc. An kai gnwrÐzoume dhl. ìti oi perissìterec glÿssec (upì mÐa ènnoia) den eÐnai kanonikèc, eÐnai par’ ìla autĹ dÔskolo na deÐxoume autì gia mia sugkekrimènh glÿssa pou mac dÐdetai, p.q. gia thn

L_1 = {0^n1^n : n = 0, 1, 2, . . .}.

Aută h glÿssa apartÐzetai apì ìlec tic lèxeic pou èqoun arqikĹ mia omĹda apì mhdenikĹ kai metĹ mia Ðsh se măkoc omĹda apì Ĺssouc, kai tÐpote Ĺllo. Ja doÔme se lÐgo èna trìpo apìdeixhc tou ìti h L_1 den eÐnai kanonikă. DiaisjhtikĹ ìmwc o lìgoc eÐnai o exăc (to parakĹtw den apoteleÐ apìdeixh): èna autìmato eÐnai ousiastikĹ isodÔnamo me èna upologistă san ki autoÔc pou xèroume me mìno ton periorismì ìti o upologistăc autìc èqei peperasmènh kai stajeră mnămh, den exartĹtai dhl. h posìthta thc mnămhc tou apì to prìblhma pou èqei na lÔsei. An eÐqame èna prìgramma pou trèqei se èna tètoio upologistă kai to opoÐo anagnwrÐzei th glÿssa L_1, autì to prìgramma ja eÐqe prìsbash se mnămh thc opoÐac to măkoc de mporeÐ na exartĹtai apì to măkoc thc lèxhc proc anagnÿrish. ’Omwc, de mporoÔme na fantastoÔme èna prìgramma (algìrijmo) pou ja apofasÐzei an mia lèxh anăkei sthn L_1 ă oqi qwrÐc na fijumĹtaifl kĹpou to pìsa mhdenikĹ èqei dei. Ki autì de gÐnetai an o arijmìc twn mhdenikÿn eÐnĹi polÔ megĹloc, giatÐ ìso auxĹnei to plăjoc twn mhdenikÿn tìso auxĹnei, qwrÐc Ĺnw frĹgma, to plăjoc twn yhfÐwn (h mnămh) pou qreiazìmaste gia na apojhkeÔsoume ton arijmì autì.

EÐnai dÔskolo na metatrèyoume to parapĹnw diaisjhtikì epiqeÐrhma se apìdeixh, opìte h mèjodoc pou akoloujoÔme gia na deÐxoum eìti h L_1 deneÐnai kanonikă eÐnai arketĹ diaforetikă. QrhsimopoioÔme to akìloujo polÔ qrăsimo lămma.

Jeÿrhma 8. (Lămma ’Antlhshc ` Pumping Lemma) ’Estw ìti h L eÐnai kanonikă. Tìte upĹrqei fusikìc arijmìc n (o opoÐoc de qreiĹzetai na eÐnai megalÔteroc apì ton elĹqisto arijmì katastĹsewn enìc DFA pou anagnwrÐzei thn L) ÿste gia kĹje lèxh z ∈ L me |z| ≥ n, mporoÔme na grĹyoume z = uvw, (u, v, w ∈ Σ^∗, |v| ≥ 1, |uv| ≤ n), oÔtwc ÿste gia kĹje i = 0, 1, 2, . . ., h lèxh uv^iw ∈ L (aută eÐnai h lèxh pou arqÐzei me u akoloujeÐtai apì thn v opoiodăpote peperasmèno arijmì apì forèc ` akìmh kai 0`kai teleiÿnei me w).

Apìdeixh: ’Estw M èna DFA me elĹqisto arijmì katastĹsewn pou anagnwrÐzei th glÿssa L, kai èstw n to plăjoc twn katastĹsewn tou M. An h lèxh z anagnwrÐzetai tìte xekinÿntac apì thn arqikă korufă q_0 katalăgoume diabĹzontac thn z, me |z| = m ≥ n, se kĹpoia telikă korufă q_1 dianÔontac èna monopĹti pĹnw sto M:

q_0 = q_{i1} → q_{i2} → · · · → q_{im+1} = q_1

ìpou to plăjoc twn akmÿn eÐnai m (mia akmă gia kĹje grĹmma thc z) kai Ĺra to plăjoc twn korufÿn eÐnai m + 1 > n. SumperaÐnoume ìti upĹrqoun kĹpoiec korufèc pou emfanÐzontai toulĹqiston dÔo forèc sto monopĹti. Apì autèc tic korufèc onomĹzoume q aută pou prwtoemfanÐzetai gia deÔterh forĹ sto monopĹti kai onomĹzoume v th lèxh pou mesolabeÐ mèqri thn epìmenh emfĹnish thc q, enÿ u onomĹzome to prìjema thc z mèqri thn prÿth emfĹnish thc q kai w onomĹzome to epÐjema thc z metĹ th deÔterh emfĹnish thc q (bl. Sqăma 18).

EÐnai fanerì ìti |v| ≥ 1 kai ìti |uv| ≤ n, afoÔ sÐgoura ìtan ja èqoume diabĹsei to n-ostì grĹmma thc z ja èqoume ădh deÐ toulĹqiston mia korufă dÔo forèc, kai anĹmesa se autèc pou èqoume deÐ dÔo forèc h prÿth eÐnai ex orismoÔ h q. EpÐshc eÐnai fanerì ìti to brìgqo pou xekinĹ kai teleiÿnei sthn q mporoÔme na mhn to dianÔsoume kajìlou (opìte deÐqnoume ìti h lèxh uw ∈ L) ă na ton dianÔsoume ìsec forèc jèloume, ac poÔme i. ’Ara h lèxh uv^iw ∈ L, ìpwc ofeÐlame na deÐxoume. □ Pÿc qrhsimopoioÔme to Lămma ’Antlhshc gia na deÐxoume ìti h glÿssa L_1 den eÐnai kanonikă? Upojètoume ìti eÐnai kai katalăgoume se Ĺtopo. An eÐnai loipìn, upĹrqei, apì to Lămma ’Antlhshc, ènac fusikìc arijmìc

Sqăma 18. To monopĹti pou antistoiqeÐ sth lèxh uvw

n, tètoic ÿste an z ∈ L_1 kai |z| ≥ n tìte isqÔoun ta sumperĹsmata tou Lămmatoc. ’Eqoume z = 0^n1^n ∈ L_1 kai |z| ≥ n, Ĺra z = uvw, me |uv| ≤ n kai mh kenì v, tètoia ÿste gia kĹje i = 0, 1, . . . èqoume uv^iw ∈ L_1. Autì ìmwc de gÐnetai mia kai h lèxh uv^2w = uvvw èqei sÐgoura perissìtera 0 ap’ ìti 1, afoÔ, lìgw tou ìti |uv| ≤ n, kai to u kai to v èqoun mìno mhdenikĹ mèsa touc.

Ac doÔme tÿra Ĺllh mia efarmogă tou lămmatoc Ĺntlhshc se parìmoio prìblhma. Gia kĹje lèxh x = α_1 · · · α_n, α_i ∈ Σ, orÐzoume thn antestrammènh lèxh x^R = α_n · · · α_1, na eÐnai h x me antestrammènh th seirĹ twn grammĹtwn tou. OrÐzoume th glÿssa

L_2 = { x ∈ (0 + 1)^∗ : x = x^R } , na apartÐzetai apì ìlec ekeÐnec tic lèxeic pou diabĹzontai to Ðdio apì aristerĹ kai apì ta dexiĹ.

DeÐqnoume tÿra ìti h L_2 den eÐnai kanonikă. ’Estw ìti eÐnai kai èstw n o fusikìc arijmìc tou opoÐou h Ôparxh prokÔptei apì to Lămma ’Antlhshc. OrÐzoume th lèxh z = 1^n01^n pou eÐnai sthn L_2. GrĹfetai tìte h z wc z = uvw, me mh kenì v kai |uv| ≤ n, opìte kai oi lèxeic u, v èqoun mèsa mìno 1, ÿste uv^iw ∈ L_2, gia i = 0, 1, 2, . . .. AllĹ profanÿc h lèxh uw /∈ L_2 afoÔ afairÿntac to v afairèsame kĹpoiouc Ĺssouc apì thn aristeră omĹda Ĺsswn allĹ ìqi apì th dexiĹ omĹda, opìte èqoume katalăxei se Ĺtopo, Ĺra h L_2 den eÐnai kanonikă.

’Askhsh 49. DeÐxte ìti h glÿssa { xx : x ∈ {0, 1}^∗ } den eÐnai kanonikă.

’Askhsh 50. Poiec apì tic parakĹtw glÿssec tou (0 + 1)^∗ eÐnai kanonikèc? 1. { 0^{2n} : n ≥ 1 } 2. {0^m1^n0^{m+n} : m, n ≥ 1}

3. Oi lèxeic pou den èqoun trÐa diadoqikĹ mhdenikĹ

4. Lèxeic me tìsa mhdenikĹ ìsa kai Ĺssouc. 5. { xwx^R : x, w ∈ (0 + 1)^+ }

36 KEF§ALAIO 3. KANONIK§ES EKFR§ASEIS KAI GL§WSSES

KefĹlaio 4

Algìrijmoi gia DFA.

4.1 Pìte èna DFA anagnwrÐzei kenă ă Ĺpeirh glÿssa

Dojèntoc enìc DFA M kaloÔmaste na apofasÐsoume me algorijmikì trìpo gia to an

1. UpĹrqei èstw kai mÐa lèxh pou anagnwrÐzetai apì to M,

2. UpĹrqoun Ĺpeirec lèxeic pou anagnwrÐzontai apì to M.

Kai stic dÔo periptÿseic kaloÔmaste na apantăsoume aplÿc me èna nai ă ìqi, kai de zhtoÔme na broÔme mÐa ă perissìterec (pìso mĹllon Ĺpeirec) lèxeic gia na apodeÐxoume ta legìmenĹ mac.

Prèpei dhl. na broÔme èna trìpo na apantăsoume an h glÿssa tou M eÐnai kenă ă ìqi, kai an eÐnai Ĺpeirh ă ìqi (L(M) = ∅? kai |L(M)| = ∞?). Kai prèpei o trìpoc apìfashc na eÐnai algorijmikìc, dhl. na mporoÔme na grĹyoume èna prìgramma ston upologistă to opoÐo, ìpoia kai na eÐnai h apĹnthsh, na mporeÐ na th brÐskei. Autì shmaÐnei ìti se kĹje perÐptwsh (ìpoia kai na eÐnai h apĹnthsh) prèpei to prìgramma autì (a) na teleiÿsei kai (b) na dÿsei th swstă apĹnthsh.

H apaÐthsh gia to (b) eÐnai profanăc ston perissìtero kìsmo allĹ den eÐnai Ðswc fanerì ti ennooÔme me to (a). EÐnai loipìn qrăsimo na tonÐsoume ìti o akìloujoc algìrijmoc gia na apofasÐsoume to erÿthma L(M) = ∅ den eÐnai apodektìc:

Me ton upologistă mac aparijmoÔme ìlec tic lèxeic tou Σ^∗ wc exăc. Prÿta aparijmoÔme ìlec tic lèxeic măkouc 0 (upĹrqei mìno mÐa, h kenă lèxh ϵ), metĹ aparijmoÔme tic lèxeic măkouc 1 (upĹrqoun tìsec ìsa kai a grĹmmata tou Σ, dhl. to plăjoc touc eÐnai |Σ|), metĹ tic lèxeic măkouc 2 (upĹrqoun akribÿc |Σ|^2 tètoiec), k.o.k. Me autì ton trìpo aparÐjmhshc dianÔoume ìlec tic lèxeic tou Σ^∗, qwrÐc na xaqnĹme kamiĹ. Gia kĹje lèxh ja èrjei kĹpote h seirĹ na thn exetĹsoume. ParĹllhla me thn aparÐjmhsh programmatÐzoume ton upologistă mac na exetĹzei kĹje mia apì tic arijmoÔmenec lèxeic gia to an pernĹne apì to M ă ìqi. An èstw kai mia brejeÐ pou na anagnwrÐzetai apì to M tìte stamatĹèi o algìrijmoc kai apantĹ NAI (sto erÿthma an L(M) = ∅), alliÿc suneqÐzei.

EÐnai fanerì ìti aută h mèjodoc kĹnei, katĹ kĹpoio trìpo, misă douleiĹ, mia kai den eÐnai potè dunatì na apantăsei OQI, afoÔ den xèroume, ìsec lèxeic kai na èqoume dei mèqri stigmăc, gia to an upĹrqei lèxh thc L(M) pou na brÐsketai parakĹtw sthn arÐjmhsă mac, p.q. na èqei megalÔtero măkoc ap’ ì,ti èqoume exetĹsei mèqri stigmăc. An h apĹnthsh sto erÿthma eÐnai NAI tìte, argĹ ă grăgora, o algìrijmìc mac ja apantăsei NAI, de sumbaÐnei ìmwc to Ðdio kai me to OQI.

Pÿc ja mporoÔse kĹpwc na diorjwjeÐ o algìrijmoc pou mìlic perigrĹyame?

An eÐqame èna trìpo, me dedomènh thn perigrafă tou M, na xèroume pìso megĹlh (to polÔ) eÐnai h mikrìterh se măkoc lèxh thc L(M), an mia tètoia lèxh upĹrqei, tìte ja programmatÐzame ton upologistă mac na stamatĹei thn aparÐjmhsh ìtan èqei perĹsei autì to frĹgma kai den èqei brei akìmh lèxh thc L(M), afoÔ eÐnai plèon sÐgouro ìti ìso kai na suneqÐsei de ja brei Ĺllh. Autì to skopì, kai gia ta dÔo erwtămata pou mac apasqoloÔn, exuphreteÐ to parakĹtw jeÿrhma, pou eÐnai ousiastikĹ pìrisma tou Lămmatoc ’Antlhshc.

Jeÿrhma 9. An M eÐnai èna DFA me n katastĹseic tìte

1. L(M) ≠ ∅ an kai mìno an upĹrqei w ∈ L(M) me |w| < n.

2. |L(M)| = ∞ an kai mìno an upĹrqei w ∈ L(M) me n ≤ |w| < 2n.

Apìdeixh. 1. An upĹrqei w ∈ L(M) me |w| < n tìte profanÿc L(M) ≠ ∅. AntÐstrofa, èstw L(M) ≠ ∅ kai w ∈ L(M) èqeu elĹqisto măkoc. An |w| ≥ n tìte, apì to Lămma ’Antlhshc, upĹrqei spĹsimo w = uvz me v ≠ ϵ tètoio ÿste gia kĹje i ≥ 0 èqoume uv^iz ∈ L(M). Gia i = 0 paÐrnoume uz ∈ L(M), h opoÐa ìmwc lèxh èqei măkoc mikrìtero thc w = uvz h opoÐa eÐqe ex arqăc upotejeÐ ìti èqei elĹqisto măkoc, prĹgma Ĺtopo, Ĺra |w| < n. 2. An upĹrqei w ∈ L(M) me n ≤ |w| < 2n tìte (qrhsimopoiÿntac mìno thn anisìthta n ≤ |w|) apì to Lămma ’Antlhshc to w spĹei se w = uvz, v ≠ ϵ, ètsi ÿste oi lèxeic uv^iz, i ≥ 0, anăkoun ìlec sthn L(M). AllĹ autèc eÐnai Ĺpeirec to plăjoc, Ĺra |L(M)| = ∞. AntÐstrofa, èstw |L(M)| = ∞ kai upojèsoume ìti den upĹrqei lèxh w me măkoc apì n èwc kai 2n − 1, ac pĹroume w na eÐnai lèxh me elĹqisto măkoc megalÔtero ă Ðso tou 2n (tètoiec lèxeic upĹrqoun anagkastikĹ afoÔ h L(M) èqei upotejeÐ Ĺpeirh glÿssa). To Lămma ’Antlhshc efarmìzetai kai pĹli afoÔ |w| ≥ 2n ≥ n Ĺra h lèxh w grĹfetai w = uvz, me |uv| ≤ n kai v ≠ ϵ kai uv^iz ∈ L(M) (gia i ≥ 0). ’Ara uz ∈ L(M) kai afoÔ |uvz| ≥ 2n kai |v| ≤ n sumperaÐnoume ìti |uz| ≥ n, Ĺra (èqoume upojèsei ìti den upĹrqoun lèxeic sthn L(M) me măkoc apì n èwc kai 2n − 1) |uz| ≥ 2n, prĹgma pou antifĹskei me to ìti h w èqei elĹqisto măkoc anĹmesa stic lèxeic thc L(M) me măkoc toulĹqiston 2n. □ EÐmaste tÿra se jèsh na deÐxoume to akìloujo apotèlesma.

Jeÿrhma 10. Ta akìlouja erwtămata eÐnai algorijmikĹ apofasÐsima:

1. AnagnwrÐzei to DFA M mia mh kenă glÿssa?

2. AnagnwrÐzei to DFA M mia Ĺpeirh glÿssa?

3. AnagnwrÐzoun ta DFA M_1 kai M_2 thn Ðdia glÿssa?

Apìdeixh. 1. AparijmoÔme ìlec tic lèxeic măkouc mèqri kai n me grĹmmata apì to Σ (upĹrqoun akribÿc 1 + |Σ| + |Σ|^2 + · · · + |Σ|^n tètoiec lèxeic) kai tic elègqoume ìlec an pernĹne apì to autìmato M. An èstw kai mia apì autèc anagnwrÐzetai tìte apantĹme NAI, alliÿc apantĹme OQI. H mèjodoc eÐnai swstă me bĹsh to Jeÿrhma 9.1.

2. AparijmoÔme ìlec tic lèxeic măkouc apì n èwc kai 2n − 1 me grĹmmata apì to Σ. An èstw kai mia apì autèc anagnwrÐzetai tìte apantĹme NAI, alliÿc apantĹme OQI. H mèjodoc eÐnai swstă me bĹsh to Jeÿrhma 9.2.

3. Jèloume na apantăsoume sto erÿthma

L(M_1) ≠ L(M_2).

H apĹnthsh se autì eÐnai NAI an kai mìno an h akìloujh glÿssa eÐnai mh kenă

(L(M_1) ∩ L(M_2)^c) ∪ (L(M_1)^c ∩ L(M_2)). (4.1)

MporoÔme ìmwc algorijmikĹ na kataskeuĹsoume èna DFA M pou anagnwrÐzei akribÿc aută th glÿssa, opìte metĹ qrhsimopoioÔme ton algìrijmo tou skèlouc 1 autoÔ tou Jewrămatoc gia na apofasÐsoume an h glÿssa thc (4.1) eÐnai kană ă ìqi. To autìmato M kataskeuĹzetai wc exăc. ParathroÔme ìti h (4.1) grĹfetai

(L(M_1)^c ∪ L(M_2))^c ∪ (L(M_1) ∪ L(M_2)^c)^c

4.2. SQ§ESEIS ISODUNAM§IAS GIA GL§WSSES KAI AUT§OMATA. JE§WRHMA MYHILL–NERODE 39 kai ìti aută h èkfrash qrhsimopoieÐ mìno enÿseic kai sumplhrÿmata. An èqoume èna DFA N kai jèloume na ftiĹxoume èna DFA N^′ gia th sumplhrwmatikă glÿssa tìte aplĹ allĹzoume tic telikèc katastĹseic tou N se mh telikèc kai tic mh telikèc se telikèc. Gia na ftiĹxoume èna DFA gia thn ènwsh dÔo glwssÿn (twn opoÐwn xèroume kĹpoia DFA) ftiĹqnoume prÿta èna ϵ-NFA gia aută thn ènwsh kai to metatrèpoume sth sunèqeia se DFA. ’Ola autĹ gÐnontai algorijmikĹ. □ 4.2 Sqèseic isodunamÐac gia glÿssec kai autìmata. Jeÿrhma Myhill–Nerode

PĹnw sto sÔnolo Σ^∗ ìlwn twn lèxewn orÐzontai fusiologikĹ oi exăc sqèseic isodunamÐac 1. An L ⊆ Σ^∗ eÐnai mia glÿssa h sqèsh R_L orÐzetai wc: x R_L y an kai mìno an gia kĹje z ∈ Σ^∗ èqoume xz ∈ L ⇔ yz ∈ L, dhl. ta xz, yz eÐte anăkoun kai ta duo sthn L eÐte kanèna.

2. An M eÐnai èna DFA tìte orÐzoume x R_M y an kai mìno an δ(q_0, x) = δ(q_0, y), ìpou q_0 eÐnai h arqikă katĹstash tou M kai δ(·, ·) eÐnah h sunĹrthsh metĹbashc tou M. IsqÔei dhl. x R_M y an kai mìno an to autìmato M katalăgei sthn Ðdia korufă afoÔ diabĹsei to x kai afoÔ diabĹsei to y, xekinÿntac pĹnta apì thn arqikă tou korufă.

’Askhsh 51. DeÐxte ìti oi sqèseic R_L kai R_M eÐnai sqèseic isodunamÐac.

’Askhsh 52. DeÐxte ìti h glÿssa L eÐnai ènwsh kĹpoiwn klĹsewn isodunamÐac thc R_L (anexĹrthta apì to an eÐnai h L kanonikă ă ìqi). KĹje R_L-klĹsh dhl. eÐte perièqetai plărwc sthn L eÐte den perièqei lèxeic thc L. Orismìc 31. DeÐkthc miac sqèshc isodunamÐac R lègetai o plhjĹrijmoc tou sunìlou twn klĹsewn idosunamÐac thc R.

’Askhsh 53. DeÐxte ìti o deÐkthc thc R_M eÐnai peperasmènoc kai Ðsoc me to plăjoc twn korufÿn tou M pou eÐnai prospelĹsimec apì thn arqikă korufă q_0. Mia korufă v lègetai prospelĹsimh an upĹrqei lèxh w t.ÿ. δ(q_0, w) = v.

Orismìc 32. Mia sqèsh R orismènh pĹnw sto Σ^∗ lègetai dexiĹ analloÐwth (right invariant) an gia kĹje x, y, z ∈ Σ^∗ isqÔei x R y ⇒ xz R yz. (4.2) ’Askhsh 54. DeÐxte ìti oi sqèseic R_L kai R_M pou orÐsame parapĹnw eÐnai dexiĹ analloÐwtec. ’Askhsh 55. An M eÐnai èna DFA deÐxte ìti h glÿssa L(M) pou anagnwrÐzei to M eÐnai mia ènwsh klĹsewn isodunamÐac miac sqèshc isodunamÐac me peperasmèno deÐkth. (Upìdeixh: ExetĹste thn R_M .) Jeÿrhma 11. (Jeÿrhma Myhill–Nerode) An L ⊆ Σ^∗ ta akìlouja eÐnai isodÔnama:

1. H glÿssa L eÐnai kanonikă.

2. H glÿssa L eÐnai ènwsh kĹpoiwn klĹsewn isodunamÐac miac dexiĹ analloÐwthc sqèshc isodunamÐac R me peperasmèno deÐkth.

3. H sqèsh R_L èqei peperasmèno deÐkth.

Apìdeixh.

1 ⇒ 2 An h L eÐnai kanonikă tìte anagnwrÐzetai apì èna DFA M kai to zhtoÔmeno eÐnai h ’Askhsh 55.

2 ⇒ 3 ’Estw ìti h glÿssa L eÐnai ènwsh klĹsewn miac sqèshc isodunamÐac R pou èqei peperasmèno deÐkth t < ∞. Ja deÐxoume ìti o deÐkthc thc R_L eÐnai to polÔ t, Ĺra peperasmènoc.

DeÐqnoume kat’ arqăn th sunepagwgă x R y ⇒ x R_L y: ’Estw z ∈ Σ^∗, xz ∈ L kai x R y. Epeidă R dexiĹ analloÐwth èpetai xz R yz. ’Ara to yz anăkei sthn Ðdia R-klĹsh me to xz. AfoÔ ìmwc xz ∈ L, kai h L eÐnai ènwsh klĹsewn thc R, olìklhrh h R-klĹsh tou xz perièqetai sthn L, Ĺra yz ∈ L. DeÐxame dhl. ìti xz ∈ L ⇒ yz ∈ L, kai akribÿc to Ðdio prokÔptei kai h antÐstrofh sunepagwgă, Ĺra x R_L y, ìpwc jèlame na deÐxoume.

H sunepagwgă pou deÐxame (x R y ⇒ x R_L y) shmaÐnei ìti kĹje klĹsh thc R perièqetai ex oloklărou se mia klĹsh thc R_L. PrĹgmati, èstw x ∈ K, ìpou K mia R-klĹsh, kai èstw x ∈ S, ìpou S h R_L-klĹsh tou x. DeÐqnoume tìte ìti K ⊆ S. ’Estw loipìn y ∈ K. Autì shmaÐnei x R y Ĺra kai x R_L y, opìte y ∈ S.

AfoÔ kĹje R-klĹsh perièqetai se mia R_L-klĹsh loipìn de mporoÔn oi R_L-klĹseic na eÐnai perissìterec apì tic R-klĹseic, giati tìte ja upărqe kĹpoia R_L-klĹsh pou de ja perieÐqe kamiĹ R-klĹsh kai ja ătan kenă, prĹgma pou ex orismoÔ de gÐnetai.

3 ⇒ 1 Upojètoume tÿra ìti h R_L èqei peperasmèno deÐkth kai deÐqnoume ìti h L anagnwrÐzetai apì kĹpoio DFA M, Ĺra eÐnai kanonikă. An x ∈ Σ^∗ sumbolÐzoume me [x] thn R_L-klĹsh isodunamÐac thc lèxhc x.

• Wc sÔnolo katastĹsewn tou automĹtou M paÐrnoume to sÔnolo Q ìlwn twn R_L-klĹsewn, pou eÐnai peperasmèno apì thn upìjesh.

• Wc arqikă katĹstash paÐrnoume thn klĹsh [ϵ] thc kenăc lèxhc.

• Th sunĹrthsh metĹbashc orÐzoume wc exăc:

δ([x], α) = [xα], (α ∈ Σ). (4.3)

• Wc telikèc korufèc paÐrnoume ekeÐnec tic klĹseic thc R_L pou perièqontai sthn L (dec ’Askhsh 52).

’Askhsh 56. DeÐxte ìti o orismìc (4.3) eÐnai fikalìcfl. Autì shmaÐnei ìti an K = [x] = [y] kai efarmìsoume ton (4.3) gia na orÐsoume thn korufă δ(K, α) tìte paÐrnoume to Ðdio apotèlesma eÐte qrhsimopoiăsoume to stoiqeÐo x ston (4.3) eÐte to y.

EpanalambĹnontac ton orismì (4.3) (ă efarmìzontac epagwgă sto măkoc thc lèxhc w ∈ Σ^∗) blèpoume ìti δ([x], w) = [xw], Ĺra δ([ϵ], w) = [ϵw] = [w] pou eÐnai telikă katĹstash tou M an kai mìno an w ∈ L, Ĺra to M anagnwrÐzei akribÿc th glÿssa L. □ 4.3 ElaqistopoÐhsh DFA

To erÿthma pou mac apasqoleÐ edÿ eÐnai pÿc, dojèntoc enìc DFA M, na broÔme èna Ĺllo DFA, èstw N, pou na eÐnai isodÔnamo me to M (dhl. L(M) = L(N) ` anagnrÐzoun thn Ðdia glÿssa) kai na èqei ton elĹqisto arijmì katastĹsewn.

ExetĹzontac thn apìdeixh tou jewrămatoc Myhill-Nerode blèpei kaneÐc eÔkola ìti upĹrqei ousiastikĹ èna monadikì tètoio elĹqisto DFA, kai eÐnai autì pou wc sÔnolo katastĹseÿn tou èqei to sÔnolo twn klĹsewn

4.3. ELAQISTOPO§IHSH DFA 41

isodunamÐac thc dexiĹ analloÐwthc sqèshc isodunamÐac R_L, me L = L(M), kai wc sunĹrthsh metĹbashc th sunĹrthsh δ([x], α) = [xα] (deÐte thn apìdeixh tou Jewrămatoc Myhill-Nerode) ìpou [x] sumbolÐzei thn klĹsh thc lèxhc x ∈ Σ^∗ kai α ∈ Σ. EÐdame epÐshc sthn apìdeixh tou jewrămatoc Myhill-Nerode ìti oi klĹseic thc sqèshc R_M eÐnai uposÔnola twn klĹsewn thc R_L, kai autì shmaÐnei ìti, ìpoio kai na eÐnai to DFA M, to elĹqisto autìmato mporeÐ na prokÔyei apì to M an ìlec oi korufèc tou M pou eÐnai R_L isodÔnamec sumptuqjoÔn se mÐa korufă, ÿste plèon na mhn upĹrqoun sto nèo autìmato dÔo ă perissìterec korufèc, pou h klĹseic touc na eÐnai R_L isodÔnamec.

H mèjodoc elaqistopoÐhshc loipìn apofasÐzei gia to poiec ja eÐnai oi katastĹseic tou elĹqistou DFA afoÔ breÐ, gia kĹje zeÔgoc korufÿn tou M, an oi katastĹseic autèc eÐnai metaxÔ touc R_L-isodÔnamec. Oi katastĹseic tou elĹqistou automĹtou ja eÐnai ta sÔnola R_L-isodunĹmwn korufÿn tou M. Gia na upologÐsoume gia kĹje zeÔgoc korufÿn u kai v tou M an eÐnai R_L-isodÔnamec jewroÔme kat’ arqăn ìla ta zeÔgh korufÿn isodÔnama kai an prokÔyei gia èna zeÔgoc korufÿn ìti den eÐnai tìte mìno tic qwrÐzoume.

’Etsi, jèloume na upologÐsoume mia sunĹrthsh f(u, v) ìpou u kai v eÐnai dÔo opoiesdăpote diaforetikèc korufèc tou M, kai jèloume h sunĹrthsh aută na kĹnei 1 an oi u kai v DEN eÐnai isodÔnamec kai 0 an eÐnai. Kat’ arqăn loipìn dÐnoume tic arqikèc timèc, ∀u, v ∈ Q, u ≠ v, f(u, v) = 0, (4.4) ìpou Q to sÔnolo twn korufÿn tou M.

SÔmfwna me ton orismì thc sqèshc isodunamÐac R_L dÔo lèxeic x kai y eÐnai metaxÔ touc R_L-isodÔnamec an ìpoia kai na eÐnai h lèxh z eÐte kai oi dÔo lèxeic xz, yz anăkoun sthn L eÐte ki oi dÔo den anăkoun. Amèswc autì mac dÐnei (me epilogă z = ϵ) ìti an u ∈ F kai v /∈ F tìte oi u kai v den eÐnai isodÔnamec. Autì mac dÐnei to epìmeno băma tou algorÐjmou mac ∀u ∈ F, v /∈ F f(u, v) = 1. (4.5) EÐnai epÐshc fanerì apì ton orismì thc R_L ìti an gia tic korufèc u kai v gnwrÐzoume ădh ìti den eÐnai isodÔnamec, kai gia tic dÔo korufèc a kai b upĹrqei mia lèxh σ tètoia ÿste u = δ(a, σ) kai v = δ(b, σ) tìte kai oi a, b den eÐnai metaxÔ touc R_L-isodÔnamec. Aută h paratărhsh mac dÐnei ton upìloipo algìrijmo: OrÐzoume kat’ arqăn to sÔnolo S apì zeÔgh korufÿn na perièqei ìla ta zeÔgh korufÿn (u, v) me u ∈ F , v /∈ F , dhl. ìla ta zeÔgh korufÿn gia ta opoÐa gnwrÐzoume ìti ta mèlh touc den eÐnai isodÔnama. ’Estw tÿra èna nèo sÔnolo korufÿn T pou apoteleÐtai apì ìla ta zeÔgh korufÿn (a, b) gia ta opoÐa isqÔei akìmh f(a, b) = 0 (jewroÔntai dhl. akìmh isodÔnama) kai gia ta opoÐa upĹrqei èna grĹmma σ ∈ Σ tètoio ÿste to zeÔgoc (δ(a, σ), δ(b, σ)) ∈ S. AfoÔ upologÐsoume to sÔnolo autì T jètoume metĹ f(a, b) = 1 gia ìla ta (a, b) ∈ T , kai tèloc antigrĹfoume to T pĹnw sto paliì S, to opoÐo kai petĹme, kai suneqÐzoume thn Ðdia diadikasÐa (ftiĹqnoume èna nèo T pou prokÔptei apì to nèo S, k.o.k.), èwc ìtou to sÔnolo T pou ftiĹxoume na prokÔyei kenì. Autì shmatodoteÐ ìti den èqoume plèon Ĺllh plhroforÐa na antlăsoume kai stamatĹme edÿ.

ApodeiknÔetai ìti o algìrijmoc autìc douleÔei, dhl. ìtan stamatăsei èqoume f(u, v) = 1 akribÿc gia ekeÐna ta zeÔgh korufÿn (u, v) me mh R_L-isodÔnama mèlh.

H kataskeuă tou elĹqistou automĹtou gÐnetai tÿra ìpwc sthn apìdeixh tou jewrămatoc Myhill-Nerode: bĹzoume apì miĹ korufă gia kĹje omĹda isodunĹmwn korufÿn tou M. Gia na broÔme pou ja pĹme me to grĹmma α apì mia tètoia fiuperkorufăfl epilègoume mia opoiadăpote M-korufă thc uperkorufăc autăc kai blèpoume pou mac pĹei to α an xekinăsoume apì aută thn korufă sto paliì mac autìmato M. H M-korufă ìou katalăgoume anăkei se mia uperkorufă tou nèou mac upì kataskeuă automĹtou kai se aută prèpei na metaboÔme. Mia uperkorufă jewreÐtai telikă an perièqei kĹpoia telikă korufă tou M (anagkastikĹ tìte ja perièqei mìno telikèc korufèc tou F ) enÿ h arqikă uperkorufă eÐnai aută pou perièqei thn arqikă korufă tou M.