KefĹlaio 5

Context free grammatikèc kai glÿssec

5.1 ’Enac trìpoc perigrafăc aplÿn arijmhtikÿn ekfrĹsewn

Ac upojèsoume ìti jèloume na orÐsoume to ti shmaÐnei swstĹ domhmènh arijmhtikă èkfrash. Gia na kĹnoume ta prĹgmata pio aplĹ (qwrÐc na qajeÐ h ousÐa) ac perioristoÔme se arijmhtikèc ekfrĹseic ìpou oi mìnec prĹxeic eÐnai h prìsjesh (+) kai o pollaplasiasmìc (*), kai ìpou isqÔoun oi sunhjismènoi kanìnec gia tic parenjèseic. Ac upojèsoume epÐshc ìti oi basikèc posìthtec pou ftiĹqnoun mia èkfrash sumbolÐzontai ìlec me to grĹmma x. Gia parĹdeigma h èkfrash x ∗ (x + x) + x eÐnai mia swstă èkfrash enÿ h xx + ∗() den eÐnai.

’Eqoume dhladă èna polÔ periorismèno alfĹbhto Σ = {+, ∗, (, ), x} kai prospajoÔme na orÐsoume th glÿssa twn swstÿn ekfrĹsewn, pou eÐnai èna kommĹti tou Σ^∗.

’Enac grăgoroc kai kajarìc trìpoc na tic orÐsoume eÐnai na skeftoÔme to pÿc tic ftiĹqnoume: kollĹme mazÐ, me sugkekrimènouc kanìnec, mikrìterec ekfrĹseic kai ftiĹqnoume megalÔterec. DÐnoume ètsi ton exăc orismì.

Orismìc 33. H lèxh x eÐnai swstă èkfrash. EpÐshc an oi lèxeic w kai v eÐnai swstèc ekfrĹseic, tìte swstèc ekfrĹseic eÐnai epÐshc kai oi lèxeic (w), w + v, w ∗ v. Tèloc, swstèc ekfrĹseic eÐnai mìno oi lèxeic pou prokÔptoun apì touc Ĺnw kanìnec.

’Etsi h lèxh x ∗ (x + x) + x eÐnai swstă èkfrash epeidă oi lèxeic x kai (x + x) + x eÐnai swstèc, kai h deÔterh eÐnai swstă epeidă epeidă oi (x + x) kai x eÐnai swstèc kai h prÿth apì autèc eÐnai swstă epeidă h x + x eÐnai swstă kai, tèloc, aută eÐnai swstă epeidă h x eÐnai swstă.

OrismoÐ san ton parapĹnw (allĹ kai arketĹ pio perÐplokoi) kwdikopoioÔntai stic legìmenec context free grammatikèc. Prin dÿsoume ton akribă orismì gia autèc ac poÔme ìti h context free grammatikă pou antistoiqeÐ ston parapĹnw orsimì eÐnai h: 1. S → x 2. S → (S) 3. S → S + S 4. S → S ∗ S 43

Me to sÔmbolo S sumbolÐzoume mia fimetablhtăfl lèxh, h opoÐa mporeÐ na antikatastajeÐ me to dexÐ mèloc miac apì tic paragwgèc (S → . . .) apì tic opoÐec apartÐzetai h grammatikă. H logikă eÐnai ìti xekinĹme me th lèxh S kai efarmìzoume se autăn suneqÿc kĹpoiouc apì touc kanìnec paragwgăc mèqri na pĹroume th lèxh pou jèloume. An autì katasteÐ efiktì tìte, kai mìno tìte, h lèxh aută ja eÐnai sthn context free glÿssa pou perigrĹfetai apì thn Ĺnw context free grammatikă.

Me thn parakĹtw akoloujÐa metasqhmatismÿn prokÔptei p.q. h lèxh x ∗ (x + x) + x S → S + S (kanìnac paragwgăc 3)

→ S ∗ S + S (kanìnac paragwgăc 4) → S ∗ (S) + S (kanìnac paragwgăc 2) → S ∗ (S + S) + S (kanìnac paragwgăc 3) → x ∗ (x + x) + x (kanìnac paragwgăc 1, tèssereic forèc) EÔkola blèpei kaneÐc ìti me ìpoio trìpo kai na qrhsimopoiăsoume touc kanìnec paragwgăc de mporoÔme na pĹroume apì thn S th lèxh xx + ∗().

5.2 Orismìc context free grammatikÿn kai twn glwssÿn touc

Orismìc 34. Mia context free grammatikă G pĹnw apì èna alfĹbhto Σ (ta termatikĹ sÔmbola) eÐnai mia peperasmènh sullogă apì

• mh termatikĹ sÔmbola, pou sunăjwc ta sumbolÐzoume me kefalaÐa latinikĹ grĹmmata, kai pou perilambĹnoun to diakerimèno sÔmbolo S (arqikì mh termatikì sÔmbolo) • kanìnec paragwgăc X → w, ìpou X eÐnai èna mh termatikì sÔmbolo kai w eÐnai mia lèxh apì grĹmmata tou Σ kai mh termatikĹ sÔmbola (h w mporeÐ na eÐnai kai h kenă lèxh).

An G eÐnai mia context free grammatikă (CFG) kai w, v eÐnai dÔo lèxeic apì termatikĹ ă mh termatikĹ sÔmbola, tìte grĹfoume w^G⇒ v an me qrăsh enìc kanìna paragwgăc X → α mporeÐ na prokÔyei h lèxh v apì th lèxh w. Autì shmaÐnei ìti antikajistoÔme mia emfĹnish tou mh termatikoÔ sumbìlou X sth lèxh w me th lèxh α (pou apartÐzetai apì termatikĹ kai mh termatikĹ sÔmbola) kai me thn antikatĹstash aută prokÔptei h lèxh v.

Gia parĹdeigma, an G eÐnai h grammatikă pou orÐsame parapĹnw tìte isqÔei

x + S^G⇒ x + (S) mia kai apì thn aristeră lèxh prokÔptei h dexiĹ an qrhsimopoihjeÐ o kanìnac 2.

OrÐzoume epÐshc w^G⇒_∗ v na shmaÐnei ìti upĹrqei peperasmènh akoloujÐa lèxewn v_1, . . . , v_n ÿste w^G⇒ v_1^G⇒ · · ·^G⇒ v_n^G⇒ v, ìti dhl. h lèxh v mporeÐ na prokÔyei apì th lèxh w me epaneilhmmènh qrăsh twn kanìnwn paragwgăc thc G. Sthn parapĹnw grammatikă gia tic ekfrĹseic isqÔei, gia parĹdeigma,

S^G⇒_∗ (S + S)

afoÔ mporoÔme apì th lèxh S na pĹme sth lèxh (S + S) efarmìzontac prÿta ton kanìna 2 kai metĹ ton kanìna 3.

’Eqontac sta qèria mac ton sumbolismì autì mporoÔme eÔkola na orÐsoume plèon poia eÐnai h glÿssa pou antistoiqeÐ se mia lèxh (apì termatikĹ ă mh sÔmbola).

5.3. §ENA ENDIAF§ERON PAR§ADEIGMA ME PL§HRH AP§ODEIXH 45 Orismìc 35. An G eÐnai mia CFG kai w mia lèxh apì termatikĹ ă mh termatikĹ sÔmbola thc G tìte h glÿssa thc w orÐzetai wc L(w) = L_G(w) = { x ∈ Σ^∗ : w^G⇒_∗ x } . ApartÐzetai dhl. h L(w) apì ekeÐnec tic lèxeic qwrÐc mh termatikĹ sÔmbola pou mporoÔn na paraqjoÔn se peperasmèno plăjoc bhmĹtwn apì th lèxh w me touc kanìnec paragwgăc thc G.

Tèloc orÐzoume thn glÿssa thc G.

Orismìc 36. An G eÐnai mia CFG h glÿssa L(G) orÐzetai na eÐnai h glÿssa L(S). Mia glÿssa L lègetai context free glÿssa (CFL) an eÐnai h glÿssa kĹpoiac context free grammatikăc.

EÐnai dhl. h glÿssa thc G ìlec oi lèxeic tou Σ^∗ pou parĹgontai apì to arqikì mh termatikì sÔmbolo S. Ja qrhsimopoioÔme sunăjwc th suntomografÐa X → w_1|w_2| . . . |w_n gia na upodhlÿsoume mia omĹda apì kanìnec paragwgăc X → w_1, X → w_2, . . . , X → w_n, me to Ðdio aristerì mèloc.

’Askhsh 57. Poia eÐnai h glÿssa thc grammatikăc me kanìnec S → ϵ | 0S0 | 1S1? ’Askhsh 58. Dÿste mia CFG gia th glÿssa {0^n1^n : n = 1, 2, . . .}.

’Askhsh 59. Anatrèxte pÐsw ston orismì tou ti eÐnai kanonikă èkfrash. An stajeropoiăsoume to alfĹbhto se, ac poÔme, Σ = {a, b}, dÿste mia CFG gia th glÿssa twn kanonikÿn ekfrĹsewn pĹnw apì to Σ.

5.3 ’Ena endiafèron parĹdeigma me plărh apìdeixh

Ac doÔme tÿra èna parĹdeigma miac CFG me parapĹnw apì èna mh termatikì sÔmbolo. H grammatikă aută ja èqei wc glÿssa thc ìlec tic lèxeic tou {a, b}^∗ pou èqoun Ðdio plăjoc apì a kai b. JumÐzoume edÿ ìti aută h glÿssa den eÐnai kanonikă (apodeiknÔetai eÔkola autì me qrăsh tou Lămmatoc ’Antlhshc (Jeÿrhma 8).

H grammatikă G_1 eÐnai h akìloujh: 1. S → aB | bA | ϵ 2. A → aS | bAA 3. B → aBB | bS Jeÿrhma 12. H glÿssa L(G_1) apartÐzetai apì ekeÐnec tic lèxeic tou {a, b}^∗ me Ðdio plăjoc apì a kai b. Apìdeixh: Kat’ arqăn ta mìna termatikĹ sÔmbola pou emfanÐzontai stouc kanìnec thc G_1 eÐnai ta a kai b, Ĺra h L(G_1) eÐnai uposÔnolo tou {a, b}^∗.

Ac sumbolÐzoume gia mia lèxh w tou {a, b}^∗ me A(w) kai B(w) antÐstoiqa to plăjoc twn a kai b pou perièqei.

Prèpei na deÐxoume ìti isqÔei A(w) = B(w) an kai mìno an S^{G1}⇒_∗ w. AllĹ an prospajăsoume na deÐxoume mìno autì ja sunantăsoume duskolÐec. Par’ ìti deÐqnei antifatikì mac dieukolÔnei to na deÐxoume parĹllhla kai Ĺllec dÔo protĹseic. ’Etsi ja deÐxoume me epagwgă wc proc to măkoc thc lèxhc w tic exăc treÐc isodunamÐec.

1. w ∈ L(S) an kai mìno an A(w) = B(w).

2. w ∈ L(A) an kai mìno an A(w) = B(w) + 1.

3. w ∈ L(B) an kai mìno an B(w) = A(w) + 1.

O rìloc dhl. twn mh termatikÿn sumbìlwn A kai B sthn G_1 eÐnai na parĹgoun ìlec tic lèxeic me akribÿc èna a parapĹnw (gia to A) kai akribÿc èna b parapĹnw (gia to B).

’Opwc eÐpame sumbolÐzoume me n to măkoc thc lèxhc w kai kĹnoume epagwgă wc proc n. An n = 0, tìte w = ϵ kai w parĹgetai apì to S me ton teleutaÐo kanìna paragwgăc tou S enÿ den parĹgetai apì ta A ă B, afoÔ ìloi oi kanìnec paragwgăc twn A kai B parĹgoun mh kenèc lèxeic. Blèpoume ètsi ìti isqÔoun kai oi treic isodunamÐec gia th lèxh w = ϵ, th monadikă lèxh me măkoc n = 0.

Upojètoume tÿra epagwgikĹ ìti isqÔoun kai oi treic Ĺnw isodunamÐec gia kĹje lèxh w me |w| ≤ n − 1.

’Estw tÿra w mia lèxh me măkoc n. ApodeiknÔoume thn prÿth isodunamÐa: w ∈ L(S) ⇐⇒ A(w) = B(w). w ∈ L(S) =⇒ A(w) = B(w) AfoÔ w ∈ L(S) upĹrqei mia akoloujÐa paragwgÿn thc G_1 pou arqÐzei apì to S kai katalăgei sth w. An to prÿto grĹmma thc w eÐnai a tìte sthn prÿth paragwgă anagkastikĹ qrhsimopoieÐtai o kanìnac S → aB. Autì sunepĹgetai ìti w = ax ìpou x eÐnai mia lèxh gia thn opoÐa isqÔei x ∈ L(B), kai |x| ≤ n − 1. Apì thn epagwgikă upìjesh èpetai ìti B(x) = A(x) + 1 kai sunepÿc A(w) = B(w). OmoÐwc, an to prÿto grĹmma thc w eÐnai b tìte o prÿtoc kanìnac paragwgăc apì to S sto w eÐnai anagkastikĹ o S → bA, Ĺra w = by, me y ∈ L(A) kai |y| = n−1. Apì thn epagwgikă upìjesh A(y) = B(y)+1 apì to opoÐo prokÔptei A(w) = B(w). A(w) = B(w) =⇒ w ∈ L(S) An to prÿto grĹmma thc w eÐnai a tìte w = ax me A(x) = B(x) − 1, kai |x| = n − 1. Apì thn epagwgikă upìjesh prokÔptei ìti x ∈ L(B), Ĺra upĹrqei trìpoc na parĹgoume to x apì to mh termatikì sÔmbolo B. ArqÐzontac tìte apì to S, efarmìzoume ton kanìna paragwgăc S → aB kai akoloÔjwc parĹgoume apì to B to x. SunolikĹ èqoume paragĹgei ètsi to w apì to S deÐqnontac se aută thn perÐptwsh w ∈ L(S). OmoÐwc, an to prÿto grĹmma thc w eÐnai to b tìte grĹfetai w = by me |y| = n − 1 kai A(y) = B(y) + 1, Ĺra, me thn epagwgikă upìjesh, isqÔei y ∈ L(A). Gia na paragĹgoume loipìn th w apì to S xekinoÔme efarmìzontac ton kanìna S → bA, kai akoloÔjwc parĹgoume apì to A to y, paÐrnontac ètsi telikĹ to w.

Edÿ èqoume deÐxei to epagwgikì băma gia thn prÿth isodunamÐa.

DeÐqnoume tÿra to epagwggikì băma gia thn isodunamÐa w ∈ L(A) ⇐⇒ A(w) = B(w) + 1. Prosèxte ìti edÿ upĹrqei asummetrÐa sthn apìdeixh ìson aforĹ to rìlo pou paÐzei to a kai to b wc prÿto grĹmma thc lèxhc w. w ∈ L(A) =⇒ A(w) = B(w) + 1 ’Estw ìti to prÿto grĹmma thc lèxhc w eÐnai to a. Tìte anagkastikĹ h prÿth paragagwgă apì to A sto w eÐnai h A → aS, opìte w = ax me |x| = n − 1 kai anagkastikĹ tìte to x prèpei na eÐnai paragìmeno apì to S, Ĺra x ∈ L(S) kai apì thn epagwgikă upìjesh A(x) = B(x), apì to opoÐo prokÔptei ìti A(w) = B(w) + 1.

An to prÿto grĹmma thc w eÐnai to b tìte o prÿtoc kanìnac pou efarmìzetai sthn paragwgă thc w apì to A eÐnai anagkastikĹ o A → bAA, opìte èqoume w = bx_1x_2 ìpou x_1, x_2 ∈ L(A), kai, fusikĹ, |x_1|, |x_2| ≤ n − 1. Apì thn epagwgikă upìjesh tÿra prokÔptei ìti A(x_1) = B(x_1) + 1 kai A(x_2) = B(x_2) + 1, apì ta opoÐa prokÔptei fusikĹ ìti A(w) = B(w) + 1. A(w) = B(w) + 1 =⇒ w ∈ L(A) An to prÿto grĹmma thc w eÐnai to a tìte w = ax me A(x) = B(x), |x| = n − 1, opìte apì thn epagwgikă upìjesh prokÔptei x ∈ L(S). ParĹgontac tÿra apì to A me ton kanìna paragwgăc A → aS kai suneqÐzontac parĹgontac apì to S to x, katalăgoume se mia akoloujÐa paragwgăc tou w apì to A, dhl. w ∈ L(A).

An to prÿto grĹmma thc w eÐnai to b tìte w = bx me |x| = n − 1 kai A(x) = B(x) + 2. IsqÔei ìmwc to parakĹtw Lămma.

Lămma 1. An gia mia lèxh x ∈ {a, b}^∗ isqÔei A(x) = B(x) + 2 tìte to x spĹei wc x = x_1x_2 ìpou A(x_1) = B(x_1) + 1 kai A(x_2) = B(x_2) + 1.

5.4. OI KANONIK§ES GL§WSSES E§INAI KAI CONTEXT FREE 47

’Askhsh 60. DeÐxte to Lămma 1.

Opìte h lèxh x spĹei se duo kommĹtia x_1 kai x_2, x = x_1x_2, me măkoc to polÔ n − 2 h kaje mÐa kai me A(x_i) = B(x_i) + 1, i = 1, 2. Apì thn epagwgikă upìjesh èqoume tÿra x_1, x_2 ∈ L(A). Gia na paragĹgoume loipìn apì to A th lèxh w arqÐzoume me ton kanìna paragwgăc A → bAA kai akoloÔjwc anaptÔssoume to prÿto A se x_1 kai to deÔtero se x_2, petuqaÐnontac ètsi sunolikĹ mia paragwgă thc w apì to A.

ParaleÐpoume thn apìdeixh tou epagwgikoÔ bămatoc gia thn trÐth isodunamÐa mia kai aută eÐnai entelÿc parìmoia me th deÔterh isodunamÐa, me touc rìlouc twn a, b kai A, B enallagmènouc. □ 5.4 Oi kanonikèc glÿssec eÐnai kai context free

Jeÿrhma 13. KĹje kanonikă glÿssa eÐnai kai context free.

To antÐstrofo fusikĹ den isqÔei ìpwc deÐqnoun pollĹ apì ta paradeÐgmata pou èqoume dei wc tÿra, p.q. h glÿssa {0^n1^n : n = 1, 2, . . .}.

Apìdeixh. ’Estw L kanonikă glÿssa. Autì shmaÐnei ìti upĹrqei mia kanonikă èkfrash r gia th glÿssa. ArkeÐ na deÐxoume ìti kĹje kanonikă èkfrash perigrĹfei mia context free glÿssa.

ArqÐzoume apì tic aploÔsterec kanonikèc ekfrĹseic kai to deÐqnoume stadiakĹ gia ìlec. KĹnoume dhl. epagwgă wc proc to măkoc thc kanonikăc èkfrashc. An h kanonikă èkfrash r èqei măkoc 1, tìte eÐnai anagkastikĹ èna grĹmma tou Σ = {α_1, . . . , α_k}, to sÔmbolo ϵ ă to sÔmbolo ∅ (anatrèxte pÐsw ston Orismì 27). An eÐnai grĹmma tou Σ dhl. r = α_j gia kĹpoio j ∈ {1, . . . , k}, tìte h glÿssa L(r) eÐnai to monosÔnolo {α_j }, to opoÐo dÐnetai apì thn CFG S → α_j . An r = ϵ tìte L(r) = {ϵ} pou dÐnetai apì thn CFG S → ϵ, kai an r = ∅ tìte L(r) = ∅ kai autì to sÔnolo dÐnetai apì th CFG S → S, pou profanÿc den parĹgei tÐpota.

An tÿra to măkoc thc èkfrashc r eÐnai megalÔtero tou 1 tìte, me bĹsh ton orismì twn kanonikÿn ekfrĹsewn, h r eÐnai thc morfăc

• r = (st), me s, t kanonikèc ekfrĹseic mikrìterou măkouc. Apì thn epagwgikă upìjesh upĹrqoun context free grammatikèc G_1 kai G_2 tètoiec ÿste L(G_1) = L(s) kai L(G_2) = L(t). Gia na ftiĹxoume mia CFG gia th glÿssa L(r) = L(s)L(t) metonomĹzoume kat’ arqăn ìla ta mh termatikĹ sÔmbola thc G_1 kai thc G_2 ÿste na eÐnai diaforetikĹ metaxÔ touc kai diaforetikĹ apì S, kai onomĹzoume ta dÔo arqikĹ mh termatikĹ sÔmbola se S_1 kai S_2 gia tic G_1 kai G_2 antÐstoiqa. H CFG gia th glÿssa L(r) èqei wc kanìnec ìlouc touc kanìnec thc G_1 kai thc G_2 sun ton kanìna S → S_1S_2, pou eÐnai kai o mìnoc kanìnac gia to arqikì mh termatikì sÔmbolo S.

• r = (s + t). ’Opwc kai prin ìla mìno pou o epiplèon kanìnac thc grammatikăc den eÐnai tÿra o S → S_1S_2 allĹ oi dÔo kanìnec S → S_1 | S_2.

• r = (s^∗). MetonomĹzoume to arqikì mh termatikì sÔmbolo thc CFG gia to s se S_1 (ă kĹpoio Ĺllo ìnoma an autì upĹrqei ădh sth grammatikă) kai prosjètoume ton kanìna S → ϵ | S_1S.

□ ’Askhsh 61. UpĹrqei kai Ĺlloc trìpoc na deÐxoume ìti kĹje kanonikă glÿssa eÐnai kanonikă. MporoÔme na doulèyoume kat’ eujeÐan pĹnw sto DFA ă NFA pou anagnwrÐzei th glÿssa mac kai na ftiĹxoume mèsw autoÔ th grammatikă. Dialèxte èna apì ta DFA ă NFA (h douleiĹ eÐnai ousiastikĹ h Ðdia) pou emfanÐzontai se autèc tic shmeiÿseic, p.q. to autìmato pou anagnwrÐzei tic lèxeic tou {0, 1}^∗ me perittì plăjoc apì mhdenikĹ kai perittì plăjoc apì Ĺssouc (Sqăma 2). AntistoiqeÐste èna mh termatikì sÔmbolo se kĹje katĹstash tou automĹtou kai breÐte pÿc prèpei na ftiĹxete touc kanìnec paragwgăc ÿste na prokÔyei mia CFG pou na perigrĹfei thn Ðdia glÿssa. Diatupÿste èna genikì trìpo ÿste na phgaÐnete apì DFA ă NFA se isodÔnamh (pou na perigrĹfei thn Ðdia glÿssa) CFG, qwrÐc na pernĹte apì thn antÐstoiqh kanonikă èkfrash.

5.5 To autìmato me stoÐba (Push Down Automaton)

’Opwc akribÿc oi kanonikèc glÿssec èqoun antÐstoiqec mhqanèc, ta DFA, ă ta NFA ă ta ϵ-NFA, pou anagnwrÐzoun akribÿc to sÔnolo twn kanonikÿn glwssÿn, ètsi upĹrqei kai mia mhqană, to autìmato me stoÐba, ă Push Down Automaton (PDA) pou èqei thn idìthta ìti mia glÿssa L eÐnai context free an kai mìno an upĹrqei PDA pou thn anagnwrÐzei. De ja deÐxoume aută thn isodunamÐa edÿ (ìpwc eÐqame kĹnei gia tic kanonikèc glÿssec kai ta peperasmèna autìmata).

Sqăma 19. ’Ena autìmato me stoÐba

’Ena PDA (Sqăma 19) apoteleÐtai apì trÐa mèrh

1. ’Ena NFA pou to blèpoume sa fimonĹda elègqoufl thc mhqanăc. EÐnai shmantikì edÿ na tonÐsoume ìti de mporoÔme edÿ na antikatastăsoume to NFA me DFA ` ta autìmata me stoÐba eÐnai mh nteterministikèc mhqanèc.

2. Mia tainÐa anĹgnwshc (read tape) pou diabĹzetai apì ton èlegqo (NFA) me mia kefală anĹgnwshc (read head) h opoÐa arqÐzei apì ta aristerĹ thc tainÐac anĹgnwshc kai kineÐtai mìno proc ta dexiĹ, kai to polÔ katĹ èna se kĹje băma (kÔklo) thc mhqanăc. H proc anagnÿrish lèxh prèpei na topojethjeÐ ex arqăc pĹnw se aută thn tainÐa apì ton fiqrăsthfl thc mhqanăc.

3. Mia stoÐba (stack). H stoÐba eÐnai mia aperiìristh posìthta mnămhc thn opoÐa ìmwc mporoÔme na diaqeiristoÔme me polÔ periorismèno trìpo. Fantazìmaste th stoÐba sa mia (arqikĹ kenă) stălh apì jèseic mnămhc, pou arqÐzei apì to epÐpedì mac kai ekteÐnetai apeÐrwc proc ta pĹnw. Se kĹje jèsh mnămhc mporoÔme na grĹyoume èna opoiodăpote apì ta grĹmmata tou alfabătou mac ă èna peperasmèno arijmì apì Ĺlla eidikĹ sÔmbola pou endeqomènwc mac dieukolÔnoun ston fiprogrammatismìfl tou PDA. Sth stălh aută mporoÔme na kĹnoume tic exăc treic prĹxeic mìno:

• MporoÔme na doÔme ta perieqìmena thc prÿthc (apì pĹnw proc ta kĹtw) jèshc mnămhc pou eÐnai mh kenă. An h stoÐba eÐnai kenă mporoÔme na to diapistÿsoume autì.

• MporoÔme na prosjèsoume kĹti sth stoÐba allĹ mìno akribÿc sth jèsh mnămhc pĹnw apì thn prÿth (apì pĹnw proc ta kĹtw) gemĹth jèsh mnămhc. H prĹxh aută auxĹnei loipìn to Ôyoc thc stoÐbac katĹ 1.

• MporoÔme na diagrĹyoume thn pio pĹnw jèsh mnămhc (an h stoÐba eÐnai kenă aută h prĹxh den èqei kanèna apotèlesma). H prĹxh aută elattÿnei to Ôyoc thc stoÐbac katĹ èna an h stoÐba den ătan kenă.

5.5. TO AUT§OMATO ME STO§IBA (PUSH DOWN AUTOMATON) 49

To NFA tou automĹtou diabĹzei pĹli ta grĹmmata thc proc anagnÿrish lèxhc èna proc èna, apì aristerĹ proc ta dexiĹ, qwrÐc kai pĹli th dunatìthta na gurÐsei pÐsw proc ta pÐsw kai na xanadiabĹsei thn arqă thc lèxhc. Kai pĹli se kĹje băma to NFA èqei th dunatìthta na ektelèsei mia kÐnhsh anĹmesa se diĹforec dunatèc kinăseic. Mia lèxh anagnwrÐzetai apì to PDA an kĹpoia epilogă kinăsewn tou NFA mporeÐ na odhgăsei se apodoqă thc lèxhc (to opoÐo sumbaÐnei an sto tèloc to NFA eÐnai se telikă katĹstash).

H sÔndesh tou NFA me th stoÐba gÐnetai wc exăc: se kĹje metĹbash to NFA den epilègei to sÔnolo twn dunatÿn epomènwn katastĹsewn me kritărio mìno to se poia katĹstash brÐsketai autì allĹ koitÿntac tautìqrona kai poio eÐnai to perieqìmeno thc pĹnw jèshc mnămhc thc stoÐbac (h mình jèsh mnămhc pou mporeÐ Ĺllwste na dei). EpÐshc se kĹje metĹbash to NFA ekteleÐ endeqomènwc kai mia apì tic treic epitreptèc prĹxeic sth stoÐba (diabĹzei thn korufă thc, prosjètei kĹti sthn korufă thc, petĹei thn pĹnw jèsh mnămhc qamhlÿnontac thn korufă thc stoÐbac katĹ èna, ă den kĹnei tÐpota sth stoÐba).

To montèlo tou PDA eÐnai leitourgikĹ isodÔnamo me programmatismì se mia sunhjismènh glÿssa programmatismoÔ (p.q. sthn C) me touc exăc periorismoÔc kai prosjăkec.

• H mnămh pou qrhsimopoieÐ to prìgrammĹ mac prèpei na eÐnai sunolikĹ peperasmènh kai gnwstă ex’ arqăc, anexĹrthta apì to poio ja eÐnai to input (h proc anagnÿrish lèxh). Sthn prĹxh, autì to exasfalÐzoume dhlÿnontac merikèc metablhtèc akèraiou tÔpou mìno (int sth C) kai lambĹnontac upìyin ìti kĹje tètoia metablhtă de mporeÐ na megalÿsei aperiìrista, èqei dhl. sugkekrimèno arijmì apì bits (duadikĹ yhfÐa) pou antistoiqoÔn se aută.

• H prìsbash sto input gÐnetai mèsw thc sunĹrthshc int INP(); h opoÐa kĹje forĹ pou kaleÐtai epistrèfei kai to epìmeno grĹmma thc lèxhc pou exetĹzoume. ’Otan èqei diabĹsei ìla ta grĹmmata epistrèfei apì kei kai pèra thn eidikă timă -1.

• UpĹrqoun akìmh Ĺllec treic fisunartăseic bibliojăkhcfl me tic opoÐec gÐnetai o qeirismìc thc stoÐbac, kai mia sunĹrthsh akìmh me thn opoÐa mpaÐnei mèsa sth glÿssa o mh nteterminismìc pou eÐnai aparaÐthtoc sto PDA. Oi sunartăseic gia th stoÐba eÐnai oi exăc:

int READ(); Epistrèfei ta perieqìmena thc pĹnw jèshc mnămhc thc stoÐbac ă -1 an h stoÐba eÐnai Ĺdeia.
POP(); adeiĹzei mia jèsh mnămhc apì th stoÐba ă den kĹnei tÐpota an h stoÐba eÐnai ădh Ĺdeia
PUSH(int x); GrĹfei ton arijmì x sthn korufă thc stoÐbac, se mia nèa jèsh mnămhc

• H sunĹrthsh NF mèsw thc opoÐac kwdikopoieÐtai h mh ntetermistikă sumperiforĹ perigrĹfetai sthn epìmenh parĹgrafo.

Mh nteterministikĹ fiprogrĹmmatafl

GenikĹ o mhqanismìc tou mh nteterminismoÔ qrhsimopoieÐtai se problămata apofĹsewn, se erwtămata dhladă pou filodoxoÔme na lÔsoume upologistikĹ kai ta opoÐa epidèqontai NAI ă OQI apĹnthsh, ìpwc akribÿc eÐnai kai to prìblhma pou mac endiafèrei edÿ, na apofasÐzoume dhl. an mia lèxh pou mac dÐnetai anăkei se mia glÿssa L ă ìqi.

H sunĹrthsh mèsw thc opoÐac fiulopoieÐtaifl o mh nteterminismìc eÐnai h int NF(int x); h opoÐa epistrèfei mh nteterministikĹ mia apì tic epilogèc 0, 1, . . . , x − 1. To nìhma thc sunĹrthshc autăc eÐnai ìti emeÐc den èqoume kanèna èlegqo sto poia apì tic dunatèc epilogèc aută epilègei, allĹ prèpei na grĹyoume to prìgrammĹ mac me tètoio trìpo ÿste an aută h sunĹrthsh epistrèyei katĹ tic klăseic thc tic katĹllhlec epilogèc tìte na kĹnoume th lèxh dektă, an aută eÐnai mèsa sth glÿssa. AllĹ, den prèpei na se kamÐa perÐptwsh na kĹnoume dektă mia lèxh pou den anăkei sth glÿssa ìpoiec timèc ki an epistrèyei h NF.

Gia na gÐnei katanohtìc o trìpoc qrăshc thc NF deÐqnoume parakĹtw mia sunĹrthsh se C h opoÐa paÐrnei dÔo orÐsmata number kai vector kai epistrèfei 1 an o akèraioc number perièqetai ston pÐnaka vector (o opoÐoc èqei 1000 stoiqeÐa, ta vector[0], ... , vector[999]) kai 0 an den perièqetai.

int NumberInVector(int number, int vector[1000])

{ int location;

location = NF(1000);

if(vector[location]==number) return 1;
return 0;

} Prèpei edÿ na xekajarÐsoume ìti h sunĹrthsh NumberInVector lÔnei to prìblhma pou jèloume upì thn exăc ènnoia:

• An o arijmìc number eÐnai mèsa ston pÐnaka vector tìte upĹrqei trìpoc na apantăsei h NF ÿste o algìrijmìc mac na dÿsei th swstă apĹnthsh, dhl. 1.

• An o arijmìc number den eÐnai mèsa ston pÐnaka vector tìte, ì,ti kai na apantăsei h NF, o algìrijmìc mac den upĹrqei perÐptwsh na kĹnei lĹjoc (afoÔ elègqei an ìntwc brÐsketai o number sth jèsh

vector[location] prin apantăsei) kai apantĹei pĹnta 0.

An den eÐqame sth diĹjesă mac th sunĹrthsh NF ja eÐmastan anagkasmènoi, lÐgo-polÔ, na kĹnoume qÐliouc elègqouc gia na diapistÿsoume an o dedomènoc arijmìc eÐnai mèsa ston pÐnaka ă ìqi. ParathreÐste ìti tÿra den upĹrqei anakÔklwsh kanenìc eÐdouc mèsa sth sunĹrthsh kai ìti h apĹnthsh brÐsketai se stajerì qrìno! O algìrijmoc thc sunĹrthshc NumberInVector fimanteÔeifl th jèsh sthn opoÐa brÐsketai sto vector o arijmìc kai aplĹ elègqei metĹ an eÐnai ìntwc ètsi prin apantăsei 1 ă 0, ÿste na apofÔgei na kĹnei lĹjoc sthn perÐptwsh pou o arijmìc den eÐnai mèsa. O algìrijmoc autìc dhl. den upĹrqei perÐptwsh na apantăsei 1 enÿ h apĹnthsh eÐnai 0, allĹ mporeÐ kĹllista na apantăsei 0 ìtan h apĹnthsh eÐnai 1. Aută h asummetrÐa eÐnai polÔ qarakthristikă stouc mh nteterministikoÔc algorÐjmouc.

Prèpei na eÐnai fanerì me autì to parĹdeigma, ìti mh nteterministikoÐ algìrijmoi den mporoÔn na ulopoihjoÔn. EÐnai aplĹ èna qrăsimo jewrhtikì kataskeÔasma.

5.6 ParadeÐgmata PDA

H glÿssa L_1 = {0^n1^n : n = 1, 2, . . .}

H glÿssa L_1 = {0^n1^n : n = 1, 2, . . .} eÐnai context free (h grammatikă eÐnai: S → ϵ | 0S1). Ja dÿsoume edÿ èna PDA gia th glÿssa aută. IsodÔnama, ja perigrĹyoume to PDA autì sa mia sunĹrthsh se C, sÔmfwna me autĹ pou eÐpame sthn prohgoÔmenh parĹgrafo. H sunĹrthsh aută ja mporeÐ na qrhsimopoieÐ stajeră se mègejoc mnămh kai ja èqei prìsbash sth stoÐba mèsw twn sunartăsewn READ, POP, PUSH pou orÐsame sthn prohgoÔmenh parĹgrafo. TugqĹnei gia th glÿssa aută na mh qreiĹzetai o mh nteterminismìc opìte de ja qrhsimopoiăsoume th sunĹrthsh NF.

To prìgramma-PDA faÐnetai parakĹtw. H sunĹrthsh f epistrèfei 1 an h lèxh (pou th diabĹzoume me diadoqikèc klăseic sth sunĹrthsh INP()) anăkei sthn L_1 kai 0 alliÿc. H strathgikă thc sunĹrthshc eÐnai h exăc. ’Oso diabĹzoume mhdenikĹ ta sprÿqnoume pĹnw sth stoÐba. Gia kĹje Ĺsso pou diabĹzoume petĹme kĹti apì thn stoÐba. EpÐshc prosèqoume potè na mh diabĹsoume 0 metĹ pou èqoume diabĹsei kĹpoio 1. An sto tèloc h stoÐba katalăxei Ĺdeia deqìmaste th lèxh.

’Oti akoloujeÐ to sÔmbolo // apoteleÐ sqìlio kai den eÐnai tmăma tou progrĹmmatoc.

int f()

{

int i, SeenOne=0;
a: i = INP();
if(i==0) { //Edÿ diabĹzoume to epìmeno grĹmma
 if(SeenOne) return 0; //0 metĹ apì 1 aporrÐptetai
 PUSH(0); goto a; //MhdenikĹ sprÿqnontai sth stoÐba

}

if(i==1) {
 SeenOne=1;

5.6. PARADE§IGMATA PDA 51

if(-1 == READ()) return 0; //’Adeiase h stoÐba prin thn ÿra thc
POP(); goto a; //Gia kĹje 1 petĹme èna 0 apì th stoÐba

}

if(-1 == READ()) return 1; //An èqei teleiÿsei h lèxh kai èqei adeiĹsei h stoÐba, deqìmaste

} ParathreÐste ìti, pèra apì th stoÐba, to prìgramma autì qrgsimopoieÐ peperasmènh kai prokajorismènh mnămh. Gia thn akrÐbeia qrhsimopoieÐ ìlec ki ìlec dÔo metablhtèc, tic i (pou qrhsimopoieÐtai gia na kratĹei to epìmeno grĹmma ă -1) kai SeenOne (pou frontÐzoume na eÐnai 0 ìso den èqoume akìmh dei Ĺsso kai metĹ na eÐnai 1). H metablhtă i paÐrnei treic diaforetikèc timèc, arkoÔn dhl. 2 logikĹ bits gia na thn apojhkeÔsoume (mia kai me autĹ kwdikopoioÔme 4 diaforetikèc timèc), enÿ gia th metablhtă SeenOne pou paÐrnei dÔo timèc arkeÐ èna logikì bit.

H glÿssa L_2 = { xx^R : x ∈ {0, 1}^∗ } H glÿssa L_2 = { xx^R : x ∈ {0, 1}^∗ } (x^R eÐnai h lèxh x grammènh anĹpoda) eÔkola faÐnetai ìti eÐnai context free. Mia CFG gi’ autăn eÐnai aploÔstata h S → ϵ | 0S0 | 1S1. ParakĹtw deÐqnoume mia sunĹrthsh g h opoÐa ulopoieÐ èna PDA gia thn anagnÿrish thc glÿssac L_2. Edÿ qrhsimopoieÐtai h sunĹrthsh NF, prìkeitai dhl. gia èna mh nteterministikì prìgramma. H strathgikă eÐnai h exăc. Mèqri th mèsh thc anĹgnwshc thc lèxhc sprÿqnoume ta grĹmmata ìpwc ta diabĹzoume pĹnw sth stoÐba. Apì th mèsh kai pèra gia kĹje grĹmma pou diabĹzoume apì to input petĹme kai èna grĹmma apì th stoÐba kai to sugkrÐnoume me autì pou diabĹsame apì to input. (Prosèxte ìti ta grĹmmata ja petaqtoÔn apì th stoÐba me antÐstrofh seirĹ apì aută me thn opoÐa grĹfthkan.) An eÐnai Ðdia suneqÐzoume (mèqri na teleiÿsei to input) alliÿc aporrÐptoume th lèxh.

H shmantikă paratărhsh edÿ eÐnai ìti den mporoÔme na xèroume pìte èqoume ftĹsei th mèsh thc lèxhc eisìdou! Aută th boăjeia analambĹnei na mac dÿsei h sunĹrthsh NF(), h opoÐa mac lèei akribÿc autì. Sto parakĹtw prìgramma kĹje klăsh sthn NF() katĹ th diĹrkeia thc ektèleshc tou progrĹmmatoc isodunameÐ me mia erÿthsh (sto Jeì, an protimĹte) gia to an ftĹsame th mèsh thc lèxhc ă ìqi. An o Jeìc mac bohjăsei me th swstă apĹnthsh ja deqtoÔme th lèxh, mìno ìmwc an prèpei na th deqtoÔme. De mporeÐ dhl. na mac koroðdèyei me trìpo ÿste na deqtoÔme mia lèxh enÿ de ja èprepe (epanalambĹnoume ìti eÐnai polÔ shmantikă aută h asummetrÐa sta mh nteterministikĹ progrĹmmata).

int g()

{

int i, r, mid=0;
a: i = INP(); //Edÿ diabĹzoume to epìmeno grĹmma
if(mid == 0) mid = NF(2); //’Eqoume perĹsei th mèsh thc lèxhc?
if(mid == 0) { //’Oqi, de thn perĹsame akìmh
 PUSH(i); goto a;

}

else { //’Eqoume perĹsei th mèsh
 r = READ(); //DiĹbase thn korufă thc stoÐbac
 if(r == -1) return 0; //’Adeia stoÐba, apìrriyh
 POP();
 if(r != i) return 0; //Den tairiĹzoun, apìrriyh
 goto a; //TairiĹzoun, sunèqise

}

if(-1 == READ()) return 1; //Kanèna prìblhma kai stoÐba Ĺdeia, Ĺra deqìmaste

} H grammă tou parapĹnw progrĹmmatoc ìpou qrhsimopoieÐtai o mh nteterminismìc eÐnai h if(mid == 0)

mid = NF(2);, ìpou (an h metablhtă mid den èqei ădh gÐnei mia forĹ 1, opìte kai mènei gia pĹnta apì kei kai pèra) jètoume th metablhtă mid se 0 ă 1 me mia klăsh sthn NF(2). ’Otan h NF epistrèyei 1 jewroÔme apì kei kai pèra ìti èqoume perĹsei th mèsh, kai prospajoÔme me to prìgramma na doÔme an, me aută thn upìjesh mporoÔme na deqtoÔme th lèxh.

To prìgramma autì qrhsimopoieÐ treic metablhtèc kĹje mia apì tic opoÐec paÐrnei timèc mèsa sto sÔnolo {0, 1, −1}, opìte dÔo logikĹ bits arkoÔn gia thn apojăkeush kĹje miac apì autèc.

5.7 To Lămma ’Antlhshc gia context free glÿssec, kai h efarmogă tou ’Opwc kai sthn perÐptwsh twn kanonikÿn glwssÿn upĹrqei kai gia tic context free glÿssec, èna fiLămma ’Antlhshcfl pou eÐnai polÔ qrăsimo sto na apodeiknÔoume ìti orismènec glÿssec den eÐnai context free. H morfă tou eÐnai polÔ parìmoia me to Lămma ’Antlhshc gia kanonikèc glÿssec ka o trìpoc qrăshc tou epÐshc.

Jeÿrhma 14. (Lămma ’Antlhshc gia context free glÿssec) ’Estw ìti h glÿssa L eÐnai context free. Tìte upĹrqei ènac fusikìc arijmìc n tètoioc ÿste gia kĹje lèxh z ∈ L me |z| ≥ n na mporoÔme na grĹyoume z = uvwxy, ìpou (a) |vx| ≥ 1, (b) |vwx| ≤ n, kai (g) gia kĹje i ≥ 0 isqÔei uv^iwx^iy ∈ L.

De ja dÿsoume apìdeixh tou jewrămatoc autoÔ, allĹ ja doÔme pÿc qrhsimopoieÐtai gia na deÐxoume ìti mia glÿssa den eÐnai context free.

H glÿssa L_1 = {a^nb^nc^n : n ≥ 0} den eÐnai context free

Ac upojèsoume ìti h L_1 eÐnai context free. ’Estw tìte n o arijmìc pou anafèretai sto Jeÿrhma 14 kai z = a^{2n}b^{2n}c^{2n} ∈ L_1. Apì to Jeÿrhma 14 h lèxh z grĹfetai wc z = uvwxy ìpou isqÔoun ta sumperĹsmata tou Jewrămatoc. ParathroÔme ìti h lèxh vwx, pou sÔmfwna me to Jeÿrhma èqei măkoc to polÔ n, de mporeÐ na perièqei kai a kai c, akribÿc epeidă to măkoc thc de ftĹnei na figefurÿseifl ta b thc lèxhc z. QwrÐc blĹbh thc genikìthtac upojètoume ìti apì th lèxh aută leÐpoun ta a (kai to epiqeÐrhma eÐnai entelÿc parìmoio an leÐpoun ta c). Apì to Jeÿrhma 14 èpetai ìti h lèxh uwy ∈ L_1 (efarmìsame to Jeÿrhma me i = 0). AllĹ gia na pĹme apì th lèxh z sthn uwy sbăsame to u kai to x, ta opoÐa den èqoun a mèsa, Ĺra to plăjoc twn a sth lèxh uwy èqei parameÐnei 2n. To măkoc thc uwy ìmwc eÐnai austhrĹ mikrìtero tou 6n (edÿ qrhsimopoioÔme to (a) apì ta sumperĹsmata tou Jewrămatoc), Ĺra de mporeÐ h lèxh uwy na anăkei sthn L_1, ìwc eÐqame upojèsei. ’Ara h L_1 den eÐnai context free.

’Askhsh 62. DeÐxte ìti h glÿssa { xx : x ∈ {0, 1}^∗ } den eÐnai context free.

’Askhsh 63. DeÐxte ìti h glÿssa { (ab)^k(cd)^k : k ∈ N } den eÐnai kanonikă.