KefĹlaio 6

Upologisimìthta

6.1 UpologÐsimec sunartăseic kai anadromikĹ sÔnola

Mèqri stigmăc èqoume dei ousiastikĹ dÔo kathgorÐec glwssÿn: tic kanonikèc (regular) glÿssec kai tic context free glÿssec. H prÿth kathgorÐa perièqetai sth deÔterh. Apì th mèqri stigmăc parousÐash prèpei na èqei faneÐ kajarĹ ìti gia kĹje mia apì tic dÔo kathgorÐec upĹrqei kai èna antÐstoiqo upologistikì montèlo: ta peperasmèna autìmata (nteterministikĹ ă mh) gia tic kanonikèc glÿssec kai ta autìmata me stoÐba (push-down automata) gia tic context free glwssec. H antistoiqÐa sthn opoÐa anaferjăkame eÐnai ìti mia glÿssa eÐnai sthn kathgorÐa pou exetĹzoume (kanonikă ă context-free) an kai mìno an upĹrqei mia mhqană tou antÐstoiqou tÔpou (peperasmèno autìmato ă autìmato me stoÐba) pou anagnwrÐzei th glÿssa aută.

EÐdame ìti to na upĹrqei èna DFA gia mia glÿssa L eÐnai isodÔnamo me to mporeÐ kaneÐc na grĹyei èna prìgramma se mia glÿssa programmatismoÔ (ac poÔme se C) pou na anagnwrÐzei tic lèxeic thc L (na epistrèfei dhl. to prìgramma autì 1 an h lèxh pou tou dÿsame anăkei sthn L kai 0 alliÿc), to opoÐo de qrhsimopoieÐ aperiìristh mnămh allĹ mnămh megèjouc stajeroÔ kai prokajorismènou, to Ðdio gia ìlec tic lèxeic thc L. IsodÔnama, milĹme gia èna prìgramma se C pou qrhsimopoieÐ èna stejerì arijmì metablhtÿn (ìqi pÐnakec) h kajemÐa apì tic opoÐec qrhsimopoieÐ prokajorismènh mnămh (p.q. akèraioi twn 32 bits ` duadikÿn yhfÐwn).

AntÐstoiqa, èna nteterministikì autìmato me stoÐba eÐnai akribÿc èna prìgramma se C pou qrhsimopoieÐ men peperasmènh mnămh mìno, allĹ èqei kai prìsbash se mia Ĺpeirh stoÐba me èna periorismèno ìmwc trìpo, pou tou epitrèpei na diabĹzei kai na tropopoieÐ pĹnta mìno thn korufă thc stoÐbac. Ta nteterministikĹ autìmata me stoÐba den arkoÔn gia na anagnwrÐsoun ìlec tic context free glÿssec ìmwc, allĹ mporeÐ kaneÐc me lÐgh prosoqă na deÐxei ìti kai ta mh ntetermistikĹ autìmata me stoÐba èqoun isodÔnama C progrĹmmata.

EÐnai plèon fusiologikìc o akìloujoc orismìc.

Orismìc 37. ’Estw Σ èna peperasmèno alfĹbhto. Mia sunĹrthsh f : Σ^∗ → Σ^∗ lègetai upologÐsimh sunĹrthsh an upĹrqei èna C prìgramma P pou me eÐsodo x ∈ Σ^∗ epistrèfei th lèxh f(x).

TonÐzoume edÿ ìti de mac endiafèrei pìso qrìno ja qreiasteÐ na trèxei autì to prìgramma gia na upologÐsei thn apĹnthsă tou, allĹ apaitoÔme pĹnta apì autì na mac breÐ th swstă thn apĹnthsh.

Ac parathrăsoume edÿ ìti den upĹrqei kĹti magikì pou na mac epibĹllei to Σ^∗ sa pedÐo orismoÔ kai pedÐo timÿn ston parapĹnw orismì. Sth jèsh tou ja mporoÔse na eÐnai opoiodăpote sÔnolo pou ta stoiqeÐa tou na mporoÔn na parastajoÔn, me kĹpoio trìpo, ston upologistă (èna tètoio sÔnolo den eÐnai to sÔnolo R twn pragmatikÿn arijmÿn). Autì ìmwc shmaÐnei ousiastikĹ ìti mporoÔme na grĹyoume kĹtw mia lèxh apì 0 ă 1 pou na antstoiqeÐ monadikĹ se èna stoiqeÐo tou sunìlou autoÔ. Pollèc forèc blèpei kaneÐc ton orismì thc upologÐsimhc sunĹrthshc na dÐnetai p.q. gia sunartăseic apì touc fusikoÔc arijmoÔc stouc fusikoÔc. EmeÐc me ton ìro upologÐsimh sunĹrthsh ja katalabaÐnoume opoiadăpote apeikìnish thn opoÐa mporoÔme na upologÐzoume qrhsimopoiÿntac èna prìgramma. 53

Gia parĹdeigma oi parakĹtw sunartăseic eÐnai upologÐsimec afoÔ eÔkola blèpei kaneÐc ìti upĹrqoun progrĹmmata pou tic upologÐzoun.

f_1(x) = x + 1 (N → N) f_2(x) = x^2 (N → N) f_3(x) = |x| (Σ^∗ → N

Orismìc 38. ’Estw Σ èna peperasmèno alfĹbhto. ’Ena sÔnolo L ⊆ Σ^∗ lègetai anadromikì an h qarakthristikă tou sunĹrthsh

χ_L(x) = { 1 x ∈ L 0 x /∈ L eÐnai upologÐsimh.

Kai pĹli th jèsh tou Σ^∗ mporeÐ na pĹrei opoiodăpote sÔnolo tou opoÐou ta stoiqeÐa mporoÔn na parastajoÔn ston upologistă, p.q. to sÔnolo N twn fusikÿn arijmÿn. ’Ena sÔnolo loipìn lègetai anadromikì an mporoÔme na grĹyoume èna prìgramma pou na apofasÐzei pìte èna stoiqeÐo x anăkei sto sÔnolo ă ìqi. Gia parĹdeigma, to sÔnolo twn prÿtwn arijmÿn (ekeÐnoi oi fusikoÐ arijmoÐ pou den èqoun kanèna fusikì arijmì wc diairèth, ektìc apì ton eautì touc kai th monĹda) eÐnai èna anadromikì sÔnolo, afoÔ mporoÔme na grĹyoume èna prìgramma poua na apofasÐzei an ènac dosmènoc fusikìc arijmìc eÐnai prÿtoc ă ìqi, exetĹzontac kĹje mikrìterì tou fusikì arijmì gia to an diaireÐ to dosmèno fusikì ă ìqi. Autì sÐgoura den eÐnai to fikalÔterofl prìgramma pou mporeÐ kaneÐc na grĹyei gia autì to skopì, allĹ pĹntwc douleÔei.

EÐnai tÿra fanerì ìti oi kanonikèc kai oi context free glÿssec eÐnai anadromikĹ sÔnola, afoÔ upĹrqoun progrĹmmata pou tic fiapofasÐzounfl. H ierarqÐa twn glwssÿn pou èqoume mèqri tÿra deÐ loipìn eÐnai h

(kanonikèc glÿssec) ⊂ (context free glÿssec) ⊂ (anadromikèc glÿssec).

Kai oi dÔo parapĹnw egkleismoÐ eÐnai gnăsioi, upĹrqei dhl. context free glÿssa pou den eÐnai kanonikă (p.q. h glÿssa twn palÐndromwn lèxewn xx^R pĹnw apì èna alfĹbhto) kai anadromikă glÿssa pou den eÐnai context free. ’Ena parĹdeigma gia to teleutaÐo apoteleÐ h glÿssa {a^nb^nc^n : n ∈ N}. Gi’ autăn èqoume dei sthn §5.7 ìti den eÐnai context free glÿssa, enÿ eÐnai arketĹ aplì na grĹyei kaneÐc èna C prìgramma pou na anagnwrÐzei pìte mia lèxh eÐnai thc morfăc a^nb^nc^n. ’Ena tètoio prìgramma aplĹ metrĹei to plăjoc twn a, b kai c kai elègqei ìti eÐnai Ðdia, kajÿc kai ìti ìla ta b èrqontai metĹ apì ìla ta a ki ìla ta c metĹ ta b.

EÐnai shmantikì na tonÐsoume edÿ ìti h metablhtă tou C progrĹmmatoc ìpou kratiètai, p.q., to plăjoc twn a, eÐnai mia metablhtă gia thn opoÐa qreiazìmaste aperiìristh mnămh. Den eÐnai dhl. dunatìn na prokajorÐsoume èna Ĺnw ìrio gia to plăjoc autì. Kai epeidă o fusikìc arijmìc x qreiĹzetai perÐpou log_2 x duadikĹ yhfÐa gia na parastajeÐ ston upologistă, ki epeidă h sunĹrthsh log_2 x auxĹnei (an kai argĹ) qwrÐc ìrio ìtan x → ∞, autì to C prìgramma den qrhsimopoieÐ stajeră mnămh (an autì sunèbaine tìte h glÿssa aută ja ătan kanonikă, enÿ den eÐnai kan context free).

’Askhsh 64. An ta sÔnola A, B ⊆ N eÐnai anadromikĹ deÐxte ìti to Ðdio isqÔei kai gia ta sÔnola A ∩ B, A ∪ B, A^c. 6.2 Mh upologÐsimec sunartăseic

EÐnai polÔ fusiologikì to erÿthma an upĹrqoun sunartăseic pou na mhn eÐnai upologÐsimec. Gia na sugkekrimenopoiăsoume ta prĹgmata, èna fusiologikì erÿthma eÐnai an upĹrqei sunĹrthsh f : N → N gia thn opoÐa na mh mporoÔme na grĹyoume èna prìgramma pou na thn upologÐzei.

Jeÿrhma 15. UpĹrqei sunĹrthsh f : N → N gia thn opoÐa den upĹrqei prìgramma pou na thn upologÐzei.

Apìdeixh: H prÿth paratărhsh pou kĹnoume eÐnai ìti to sÔnolo twn upologisÐmwn sunartăsewn eÐnai arijmăsimo, mporeÐ dhl. kĹpoioc na grĹyei kĹtw ìlec tic upologÐsimec sunartăseic N → N se mia akoloujÐa f_1, f_2, . . . , f_n, . . .

6.3. TO HALTING PROBLEM. §ALLA MH APOFAS§ISIMA PROBL§HMATA STA MAJHMATIK§A.55

(den upojètoume edÿ ìti f_i ≠ f_j gia i ≠ j, allĹ epitrèpoume tic epanalăyeic sthn lÐsta aută ìlwn twn upologisÐmwn sunartăsewn). Autì eÐnai Ĺmesh sunèpeia tou ìti to sÔnolo ìlwn twn programmĹtwn eÐnai arijmăsimo. PrĹgmati, an to upojèsoume autì wc gnwstì den èqoume parĹ na aparijmăsoume ìla ta progrĹmmata kai gia kĹje èna apì autĹ grĹfoume kĹtw poia sunĹrthsh upologÐzei (an upologÐzei sunĹrthsh, alliÿc de grĹfoume tÐpota). KĹje upologÐsimh sunĹrthsh ja emfanisteÐ tìte sth lÐsta mia kai kĹpoia stigmă ja exetĹsoume èna apì ta progrĹmmata pou thn upologÐzoun.

GiatÐ eÐnai tÿra to sÔnolo ìlwn twn programmĹtwn arijmăsimo?AploÔstata, kĹje prìgramma den eÐnai parĹ mia, sunăjwc megĹlh, lèxh pĹnw apì èna sugkekrimèno alfĹbhto Σ. Gia parĹdeigma, ìla ta progrĹmmata se C grĹfontai sto alfĹbhto pou qrhsimopoioÔn oi sÔgqronoi upologistèc kai pou perilambĹnei ìla ta latinikĹ grĹmmata, mikrĹ kai kefalaÐa, dÐafora shmeÐa stÐxhc, arijmhtikoÔc kai Ĺllouc telestèc, yhfÐa, klp. AparijmoÔme prÿta loipìn ìlec tic lèxeic măkouc 1, metĹ ìlec tic lèxeic măkouc 2, ìlec tic lèxeic măkouc 3, k.o.k., kai gia kĹje lèxh pou parĹgoume thn anafèroume sth lÐsta twn programmĹtwn, an aută eÐnai prìgramma (plhroÐ dhl. touc suntaktikoÔc kanìnec thc glÿssac programmatismoÔ pou qrhsimopoioÔme). MporoÔme na to kĹnoume autì akribÿc epeidă ìlec oi lèxeic pĹnw apì to Σ măkouc k eÐnai fusikĹ peperasmènec to plăjoc, kai Ĺra kĹpoia stigmă teleiÿnoume thn aparÐjmhsh twn lèxewn măkouc k kai proqwrĹme sthn aparÐjmhsh twn lèxewn măkouc k + 1. KĹje prìgramma loipìn ja emfanisteÐ sth lÐsta mac kĹpoia stigmă anĹloga kai me to poio eÐnai to măkoc tou. ’Eqoume loipìn mèqri stigmăc deÐxei ìti to plăjoc ìlwn twn upologisÐmwn sunartăsewn eÐnai arijmăsimo.

H apìdeixh tou jewrămatoc sumplhrÿnetai apì to ìti to plăjoc ìlwn twn sunartăsewn apì to N sto N den eÐnai arijmăsimo, de mporoÔme dhl. na diatĹxoume ìlec autèc tic sunartăseic se mia akoloujÐa g_1, g_2, . . . , g_n, . . . An mporoÔsame tìte ac koitĹxoume th sunĹrthsh

f(k) = g_k(k) + 1.

Aută eÐnai profanèc mia sunĹrthsh apì to N sto N Ĺra, afoÔ upojèsame ìti ìlec oi sunartăseic autèc brÐskontai sth lÐsta g_i, upĹrqei kĹpoio i ∈ N tètoio ÿste f(k) = g_i(k) gia kĹje k ∈ N. Autì shmaÐnei g_k(k) + 1 = g_i(k). Dialègontac k = i paÐrnoume Ĺtopo. (To parapĹnw epiqeÐrhma onomĹzetai fidiagÿnio epiqeÐrhmafl.) □ Sthn parapĹnw apìdeixh deÐxame ìti upĹrqoun mh upologÐsimec sunartăseic deÐqnontac ìti to sÔnolo twn upologisÐmwn sunartăsewn eÐnai arijmăsimo enÿ, antÐjeta, to sÔnolo ìlwn twn sunartăsewn den eÐnai, eÐnai autì pou lème uperarijmăsimo sÔnolo. ’Ara, den mporoÔn ta dÔo sÔnola na eÐnai Ðsa.

Autìc eÐnai ènac klasikìc trìpoc apìdeixhc sta majhmatikĹ, h fiuparxiakă apìdeixhfl, pou an kai eÐnai arketĹ eÔkoloc kai apodeiknÔei autì pou jèloume, den eÐnai tìso ikanopoihtikìc epeidă apodeiknÔetai h Ôparxh enìc antikeimènou me orismènec idiìthtec, allĹ, sunăjwc, den prosdiorÐzetai me kĹpoio trìpo kĹpoio tètoio antikeÐmeno. Sthn prokeimènh perÐptwsh gnwrÐzoume plèon, metĹ thn apìdeixh tou Jewrămatoc 15, ìti upĹrqoun sunartăseic apì touc fusikoÔc stouc fusikoÔc pou den eÐnai upologÐsimec, allĹ de gnwrÐzoume kamÐa sugkekrimènh tètoia sunĹrthsh. Ja doÔme argìtera sugkekrimèna paradeÐgmata pou gia to kajèna ja èqoume kai idiaÐtero trìpo apìdeixhc tou ìti den eÐnai upologÐsima.

’Askhsh 65. Den upĹrqei kĹpoioc idiaÐteroc lìgoc pou sto Jeÿrhma 15 anaferìmaste se sunartăseic N → N. DeÐxte, gia parĹdeigma, ìti upĹrqoun sunartăseic N → {0, 1} kai Σ^∗ → Σ^∗, pou den eÐnai upologÐsimec (Σ eÐnai èna peperasmèno alfĹbhto).

6.3 To Halting Problem. ’Alla mh apofasÐsima problămata sta MajhmatikĹ.

Ta progrĹmmata wc arijmoÐ, kai to antÐstrofo Gia th suzăthsh apì dw kai pèra ja qreiastoÔme na blèpoume to tuqìn C prìgramma wc èna fusikì arijmì, kai ton tuqìnta fusikì arijmì wc èna C prìgramma.

Pÿc gÐnetai autì?PolÔ aplĹ, èna C prìgramma den eÐnai parĹ èna kommĹti keimènou, mia lèxh dhl. pĹnw apì èna sugkekrimèno alfĹbhto. To alfĹbhto pou qrhsimopoieÐtai stouc upologistèc sămera eÐnai to

Σ = {b_7b_6 · · · b_1b_0 : b_i ∈ {0, 1}, i = 0, . . . , 7}.

Autèc eÐnai ìlec oi lèxeic (bytes) me oktÿ duadikĹ yhfÐa (bits) h kĹje mÐa kai pollèc forèc tautÐzoume to sugkekrimèno alfĹbhto me touc arijmoÔc 0, . . . , 255. ’Ena prìgramma P loipìn eÐnai mia lèxh

P = w_1 · · · w_N , w_i ∈ Σ

kai den èqoume parĹ na antikatastăsoume kĹje w_i me ta duadikĹ tou yhfÐa ÿste na grĹyoume to P sa mia duadikă lèxh me 8N duadikĹ yhfÐa P = b_{8N−1}b_{8N−2} · · · b_1b_0

thn opoÐa lèxh mporoÔme na ermhneÔsoume wc èna fusikì arijmì, pou ton sumbolÐzoume sto exăc wc α(P ). AntÐstrofa, an n eÐnai ènac fusikìc arijmìc ton grĹfoume sto duadikì sÔsthma kai sumplhrÿnoume me mhdenikĹ (apì ta aristerĹ) to plăjoc twn yhfÐwn tou an qreiĹzetai ÿste na eÐnai pollaplĹsio tou 8, èstw 8k. KĹje mia apì tic k oktĹdec tÿra th blèpoume san èna stoiqeÐo tou Σ kai o arijmìc mac gÐnetai tÿra mia lèxh tou Σ^∗. An aută h lèxh eÐnai èna suntaktikĹ swstì prìgramma se C tìte onomĹzoume autì to prìgramma π(n), an ìqi, jètoume π(n) na eÐnai to prìgramma main() { return 1; }.

H apeikìnish P → α(P ) eÐnai eÔkolo na deÐ kaneÐc ìti eÐnai èna proc èna (allĹ ìqi epÐ), kai ìti h apeikìnish n → π(n) den eÐnai èna proc èna. EÐnai epÐshc shmantikì to ìti kai oi dÔo apeikonÐseic eÐnai upologÐsimec. To ìti h α(P ) eÐnai upologÐsimh eÐnai fanerì, enÿ to mìno leptì shmeÐo ìson aforĹ thn upologisimìthta thc π(n) eÐnai sto kommĹti ìpou prèpei na elègxoume an h lèxh tou Σ^∗ pou prokÔptei eÐnai suntaktikĹ swstì C prìgramma ă ìqi. To na apodeÐxoume ìti kĹti tètoio eÐnai upologstikĹ efiktì shmaÐnei ousiastikĹ na grĹyoume èna prìgramma pou na anagnwrÐzei an èna kommĹti keimènou (mia lèxh tou Σ^∗) eÐnai èna swstì suntaktikĹ C prìgramma ă ìqi. Tètoia progrĹmmata ìmwc upĹrqoun kai qrhsimopoioÔntai eurèwc afoÔ apoteloÔn to prÿto tmăma twn complilers (metafrastÿn) pou paÐrnoun èna prìgramma se C kai parĹgoun apì autì èna isodÔnamo prìgramma se figlÿssa mhqanăcfl.

ProsomoÐwsh. Ja qreiastoÔme epÐshc to exăc: UpĹrqei èna prìgramma S(n, x, t) me paramètrouc to opoÐo (a) brÐskei to prìgramma P = π(n) kai (b) fiTrèqeifl to prìgramma P (x) gia tìsa bămata ìsa lèei o arijmìc t ă ep Ĺpeiron an o arijmìc t eÐnai arnhtikìc. An kai ìtan to prìgramma P (x) teleiÿsei to S(n, x, t) epistrèfei ìti epèstreye to P (x). De ja deÐxoume thn Ôparxh autoÔ tou progrĹmmatoc pou prosmomoiÿnei Ĺlla progrĹmmata, mia kai tètoia progrĹmmata upĹrqoun kai qrhsimopoioÔntai eurèwc ston programmatismì (p.q. interpreters, debuggers, klp).

EÐmaste ètoimoi tÿra na anaferjoÔme sto Halting problem (prìblhma termatismoÔ). Autì rwtĹei aplĹ an upĹrqei èna prìgramma pou na mporeÐ na apofasÐzei an èna tuqìn Ĺllo prìgramma pou emeÐc tou prosdiorÐzoume ja termatÐsei ă ìqi. (EÐnai fanerì ìti upĹrqoun progrĹmmata pou den termatÐzoun potè, p.q. to main() {

while(1) 1; }). ’Ena tètoio prìgramma ja ătan exairetikĹ qrăsimo an upărqe. FantasteÐte na èqete èna C

compiler o opoÐoc ìqi mìno ja metĹfraze to prìgrammĹ sac se glÿssa mhqanăc allĹ ja mporoÔse kai na sac pei ek twn protèrwn an to prìgrammĹ sac ja èpefte se Ĺpeiro brìgqo (loop) ă ìqi. Dustuqÿc ìmwc tètoio prìgramma den upĹrqei.

Sto exăc, gia tuqìn prìgramma P , ja grĹfoume P ↓ an to prìgramma P termatÐzei kai P ↑ an to P trèqei ep’ Ĺpeiron.

Jeÿrhma 16. H sunĹrthsh H(x) = { 1 αν π(x) ↓ 0 αν π(x) ↑ den eÐnai upologÐsimh.

H sunĹrthsh H(x) epistrèfei 1 an to prìgramma Π(x) termatÐzei kai 0 alliÿc.

Apìdeixh. Ac upojèsoume ìti h sunĹrthsh H(x) eÐnai upologÐsimh kai ac sumbolÐsoume me P to prìgramma pou thn upologÐzei. FtiĹqnoume tÿra to prìgramma Q(n, x) pou qrhsimopoieÐ to P wc upoprìgramma:

6.3. TO HALTING PROBLEM. §ALLA MH APOFAS§ISIMA PROBL§HMATA STA MAJHMATIK§A.57

int Q(x)

{

if (P(α((π(x))(x))) == 0) return 1;
else {
 while(1) 1;

} } To prìgramma Q(x) pou orÐsame èqei thn idiìthta ìti termatÐzei an kai mìno an to (π(x))(x) den termatÐzei.

Dhladă, dojèntoc tou x ∈ N upologÐzoume to prìgramma π(x) pou tou antistoiqeÐ kai tou prosdiorÐzoume wc input pĹli ton arijmì x. Autì to nèo prìgramma pernoÔme wc parĹmetro sto prìgramma P .

Poia eÐnai h sumperiforĹ tou progrĹmmatoc Q(α(Q))?TermatÐzei ă ìqi?SÔmfwna me th prohgoÔmenh paratărhsh termatÐzei an kai mìno an to prìgramma (π(α(Q)))(α(Q)) den termatÐzei. AllĹ π(α(Q)) = Q, opìte deÐxame ìti to prìgramma Q(α(Q)) termatÐzei an kai mìno an den termatÐzei, prĹgma profanÿc adÔnato. To sumpèrasma eÐnai ìti h sunĹrthsh H den eÐnai upologÐsimh. □ ’Eqoume loipìn deÐxei ìti h, polÔ fusiologikă, sunĹrthsh H(x) pou diakrÐnei pìte to prìgramma π(x) termatÐzei ă ìqi den eÐnai upologÐsimh. ’Eqoume loipìn tÿra mia apìdeixh tou ìti upĹrqoun mh upologÐsimec sunartăseic pou eÐnai arketĹ pio sugkekrimènh apì thn prohgoÔmenh uparxiakă apìdeixh tou Jewrămatoc 15. MporeÐ bèbaia kai pĹli na pei kaneÐc ìti h H(x) den èqei Ðswc kai tìso endiafèron apì majhmatikă Ĺpoyh mia kai eÐnai mia sunĹrthsh fikommènh kai rammènhfl sta mètra thc JewrÐac Upologismÿn, kai Ĺra ìqi, Ðswc, tìso fusiologikă.

UpĹrqoun ìmwc pollĹ paradeÐgmata arketĹ fusiologikÿn majhmatikÿn problhmĹtwn pou den epidèqontai lÔsh algorijmikă, problămata pou proôpărqan thc JewrÐac Upologismÿn.

1. Den upĹrqei algìrijmoc pou na apofasÐzei an èna dosmèno poluÿnumo me akeraÐouc suntelestèc (kai opoiodăpote plăjoc apì metablhtèc)

P (x_1, . . . , x_n) = ∑ 0≤j_1 ,...,j_n≤D c_{j1 ,...,jn} x^{j1}_1 · · · x^{jn}_n , c_{j1 ,...,jn} ∈ Z,

èqei lÔsh (rÐza) anĹmesa stouc akeraÐouc, an upĹrqoun dhl. x_1, . . . , x_n ∈ Z t.ÿ. P (x_1, . . . , x_n) = 0.

2. EÐnai endiafèron ìti an rwtăsoume an upĹrqei rÐza pragmatikă (kai ìqi anagkastikĹ akèraia), an dhl.

upĹrqoun x_1, . . . , x_n ∈ R t.ÿ. P (x_1, . . . , x_n) = 0, tìte upĹrqei algìrijmoc pou na apantĹei sto erÿthma.

3. ’Ena poluìmino eÐnai mia peperasmènh ènwsh apì mh allhloepikaluptìmena, monadiaÐa (pleurĹc 1) tetrĹgwna sto epÐpedo, tètoia ÿste oi suntetagmènec twn korufÿn touc eÐnai akèraiec. Sto Sqăma 20 faÐnetai èna sÔnolo apì dÔo poluìmina. ’Ena polÔ fusiologikì erÿthma eÐnai an èna dedomèno pepe-

Sqăma 20. ’Ena sÔnolo apì dÔo poluìmina rasmèno sÔnolo apì poluìmina mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na fiplakostrÿseifl olìklhro to epÐpedo. Autì shmaÐnei ìti kalÔptoume to epÐpedo, qwrÐc allhlo epikalÔyeic, apì kommĹtia kaj’ èna apì ta opoÐa eÐnai mia parĹllhlh metaforĹ kĹpoiou apì ta dedomèna poluìmina. Gia parĹdeigma, eÐnai sqetikĹ eÔkolo na dei kaneÐc pwc ta dÔo poluìmina tou Sqămatoc 20 mporoÔn na plakostrÿsoun (agglikĹ tiling) to epÐpedo, kai eÐnai epÐshc eÔkolo na ftiaxei kaneÐc paradeÐgmata apo sÔnolo poluomÐnwn pou de mporoÔn, ìpwc kai na metaferjoÔn, na plakostrÿsoun to epÐpedo. ApodeiknÔetai loipìn ìti to na apofasÐsei kaneÐc an èna dedomèno sÔnolo apì poluìmina mporeÐ na plakostrÿsei to epÐpedo eÐnai algorijmikĹ anepÐluto prìblhma. Den upĹrqei dhl. prìgramma pou na tou dÐnoume èna tuqìn peperasmèno sÔnolo apì poluìmina kai na mac apantĹ an epidèqetai plakìstrwsh ă ìqi.

6.4 AnadromikĹ aparijmăsima (a.a.) sÔnola.

Orismìc 39. ’Ena mh kenì sÔnolo A ⊆ N onomĹzetai anadromikĹ aparijmăsimo (a.a.) an upĹrqei prìgramma P (x) pou na aparijmeÐ ta stoiqeÐa tou A, dhl. na èqoume A = {P (1), P (2), P (3), . . .}, me endeqìmenh epanĹlhyh twn stoiqeÐwn tou A sto dexÐ mèloc. Me Ĺlla lìgia, gia kĹje a ∈ A upĹrqei n ∈ N, ìqi kat’ anĹgkh monadikì, tètoio ÿste a = P (n).

Paratărhsh: Kai pĹli, den upĹrqei tÐpota to magikì me to sÔnolo N kai ja mporoÔsame sth jèsh tou na èqoume, p.q. to sÔnolo Σ^∗, ìpou Σ èna peperasmèno alfĹbhto.

EÐnai sqedìn Ĺmeso ìti kĹje anadromikì sÔnolo eÐnai kai a.a. PrĹgmati, an ∅ ≠ A ⊆ N eÐnai anadromikì tìte upĹrqei prìgramma Q(x) tètoio ÿste Q(x) = 1 ⇔ x ∈ A. Tìte to akìloujo prìgramma aparijmeÐ ta stoiqeÐa tou A (m eÐnai, p.q., to mikrìtero stoiqeÐo tou A):

int P(x)

{

if(Q(x)) return x;
else return m;

} ’Askhsh 66. An A, B ⊆ N eÐnai a.a. sÔnola deÐxte ìti to Ðdio isqÔei kai gia ta sÔnola A ∩ B, A ∪ B.

Apì thn Ĺllh meriĹ eÐnai eÔkolo na kataskeuĹsoume a.a. sÔnola pou den eÐnai anadromikĹ. Gia parĹdeigma, to sÔnolo A = {x ∈ N : π(x) ↓} den eÐnai anadromikì (an ătan tìte to prìblhma tou termatismoÔ ja ătan upologÐsimo, enÿ èqoume deÐxei ìti den eÐnai) allĹ eÐnai a.a. Gia na doÔme autì ton teleutaÐo isqurismì kĹnoume to exăc. Qreiazìmaste èna prìgramma pou na aparijmeÐ ta x ∈ N gia ta opoÐa to prìgramma π(x) termatÐzei. IsodÔnama, ftiĹqnoume èna prìgramma pou leitourgeÐ ep’ Ĺpeiron kai tupÿnei sunèqeia sthn èxodì tou stoiqeÐa tou A, qwrÐc na paraleÐyei kanèna. To prìgramma autì

• Băma 1: Prÿta trèqei (prosomoiÿnei) to prìgramma π(1) gia 1 băma.

• Băma 2: ’Epeita trèqei (prosomoiÿnei) ta progrĹmmata π(1), π(2) gia 2 bămata to kajèna • . . . • Băma k: Trèqei ta progrĹmmata π(1), π(2), . . . , π(k) gia k bămata to kajèna,

• SuneqÐzei ètsi ep’ Ĺpeiron.

6.4. ANADROMIK§A APARIJM§HSIMA (A.A.) S§UNOLA. 59

Sto tèloc tou bămatoc k to prìgrammĹ mac elègqei poia apì ta progrĹmmata π(1), . . . , π(k) teleÐwsan mèsa sta prÿta k touc bămata, kai tupÿnei ta antÐstoiqa x gia autĹ pou teleÐwsan sthn èxodì tou. EÐnai ètsi fanerì ìti kĹje x gia to opoÐo π(x) ↓ ja emfanisteÐ sthn èxodo tou progrĹmmatìc mac, kai ìti se aută thn èxodo emfanÐzontai mìno tètoia x (dhl. stoiqeÐa tou A). An x ∈ A kai to prìgramma π(x) termatÐzei metĹ apì t bămata tìte o arijmìc x emfanÐzetai gia prÿth forĹ sthn èxodo tou progrĹmmatìc mac metĹ to băma up’ arijmìn max {x, t}, kai emfanÐzetai kai se ìla ta metagenèstera bămata.

’Eqoume loipìn deÐxei:

Jeÿrhma 17. KĹje anadromikì sÔnolo eÐnai anadromikĹ aparijmăsimo allĹ to antÐstrofo den isqÔei.

H ierarqÐa twn glwssÿn tÿra gÐnetai

(kanonikèc glÿssec) ⊂ (context free glÿssec) ⊂ (anadromikèc glÿssec) ⊂ (a.a. glÿssec)

kai ìloi oi egkleismoÐ eÐnai gnăsioi.

H sqèsh anadromikÿn kai a.a. sunìlwn faÐnetai pio kajarĹ sta epìmena dÔo jewrămata.

Jeÿrhma 18. A ⊆ N eÐnai anadromikì an kai mìno an ta A, A^c eÐnai kai ta dÔo a.a.

Apìdeixh: An to A eÐnai anadromikì tìte anadromikì eÐnai kai to A^c, Ĺra kai ta dÔo eÐnai a.a. AntÐstrofa tÿra, èstw ìti ta A, A^c eÐnai kai ta dÔo a.a., kai ìti ta progrĹmmata P kai Q ta aparijmoÔn, èqoume dhl. A = {P (1), P (2), . . .}, A^c = {Q(1), Q(2), . . .}. To parakĹtw prìgramma R(x), pou qrhsimopoieÐ ta P kai Q wc upoprogrĹmmata, epistrèfei 1 an x ∈ A kai 0 alliÿc.

int R(x)

{

int i=1;
label:
if(P(i) == x) return 1;
if(Q(i) == x) return 0;
i = i+1; goto label;

} To prìgramma R aploÔstata parĹgei ìlouc touc arijmoÔc P (1), Q(1), P (2), Q(2), . . . kai mìlic emfanisteÐ to x epistrèfei 0 ă 1 anĹloga me to an to x emfanÐsthke sthn èxodo tou Q ă tou P . EÐnai sÐgouro ìti to x kĹpote ja emfanisteÐ (mia kai eÐte ja anăkei sto A eÐte sto A^c) kai Ĺra gia kĹje x to prìgramma R(x) termatÐzei. □ Jeÿrhma 19. ’Ena sÔnolo A ⊆ N eÐnai a.a. an kai mìno an upĹrqei prìgramma Q(x) tètoio ÿste

• An x ∈ A tìte Q(x) = 1, kai

• An x /∈ A tìte Q(x) = 0 ă Q(x) ↑.

To prìgramma Q sto jeÿrhma lèei thn alăjeia gia to an x ∈ A, an teleiÿnei, mporeÐ ìmwc kai na trèqei ep’ Ĺpeiron (allĹ autì mporeÐ na sumbaÐnei mìno an x ∈ A. ParathreÐste ìti upĹrqei asummetrÐa stic dÔo periptÿseic x ∈ A kai x /∈ A, kai aută h asummetrÐa ekdhlÿnetai kai me to ìti upĹrqoun a.a. sÔnola pou ta sumplhrÿmatĹ touc den eÐnai a.a.

Apìdeixh: ’Estw ìti to prìgramma P aparijmeÐ ta stoiqeÐa tou A: A = {P (1), P (2), . . .}. OrÐzoume to prìgramma Q(x) wc exăc:

int Q(x)

{

int i=1;
label:
if(P(i) == x) return 1;
i = i+1; goto label;

} To prìgramma Q(x) epistrèfei 1 an kai mìno an to x emfanisteÐ sth lÐsta twn timÿn tou P , alliÿc trèqei ep’ Ĺpeiron. □