Panepistămio Krăthc ` Tmăma Majhmatikÿn JewrÐa OmĹdwn MiqĹlhc KolountzĹkhc ` Earinì exĹmhno 1999-2000

TELIKO DIAGWNISMA

1. (a) Dÿste ton orismì tou omomorfismoÔ kai isomorfismoÔ omĹdwn. (b) Poia apì ta parakĹtw zeÔgh eÐnai zeÔgh isìmorfwn omĹdwn kai giatÐ (plărh aitiolìghsh)?

(Z, Z × Z), (Z, Q), (2Z, 3Z), (R�, C �)

(Me R� kai C � sumbolÐzontai oi pragmatikoÐ kai oi migadikoÐ arijmoÐ qwrÐc

to 0. Sta trÐa prÿta zeÔgh h prĹxh eÐnai h prìsjesh enÿ sto tètarto o pollaplasiasmìc.)

2. (a) OrÐste thn enallĹsousa omĹda A_n ≤ S_n kai deÐxte ìti eÐnai kanonikă upoomĹda thc Sn.

(b) Na brejeÐ h tĹxh tou stoiqeÐou (2, 0)+ < (4, 4) > thc omĹdac

(Z_6 × Z_8)/ < (4, 4) > .

3. (a) DeÐxte ìti h tomă opoioudăpote plăjouc kanonikÿn upoomĹdwn miac omĹdac G eÐnai kanonikă upoomĹda thc G.

(b) Se mia abeliană omĹda G èstw A to sÔnolo stoiqeÐwn thc G pou èqoun peperasmènh tĹxh. DeÐxte ìti to A eÐnai upoomĹda thc G kai mĹlista kanonikă. DeÐxte epÐshc ìti h omĹda phlÐko G/A den èqei stoiqeÐa peperasmènhc tĹxhc pèra apì to monadiaÐo.

4. (a) ’Estw X sÔnolo pĹnw sto opoÐo dra h omĹda G. Na oristoÔn ta trÐa sÔnola pou emfanÐzontai sthn parakĹtw isìthta kai na apodeiqjeÐ aută: |Gx| = (G : Gx). (b) ’Estw |G| = pn, p prÿtoc. H omĹda G dra sto sÔnolo X. To sÔnolo X eÐnai peparasmèno kai o p diaireÐ to |X|. DeÐxte ìti an upĹrqei x ∈ X tètoio ÿste gx = x, gia kĹje g ∈ G, tìte upĹrqoun toulĹqiston p tètoia analloÐwta stoiqeÐa x.

5. (a) DeÐxte ìti den upĹrqei aplă omĹda tĹxhc 45.

(b) ’Estw ìti o prÿtoc p diaireÐ thn tĹxh thc omĹdac G. ’Estw H mia pupoomĹda Sylow thc G kai K mia p-upoomĹda thc G. DeÐxte ìti upĹrqei g ∈ G tètoio ÿste g�^1Kg ≤ H.

H diĹrkeia thc exètashc eÐnai 3 ÿrec. ’Olec oi shmeiÿseic prèpei na eÐnai kleistèc. Kală epituqÐa.

HrĹkleio, 3 IounÐou 2000