Askăseic gia to metaptuqiakì mĹjhma STOQASTIKES ANELIXEIS

Paradotèec th Deutèra, 23/6/2003.

Sto fullĹdio autì ja meletăsoume idiìthtec tuqaÐwn peripĹtwn pĹnw se (mh kateujunìmena) grafămata ’Ena tètoio grĹfhma G eÐnai aplĹ èna peperasmèno sÔnolo V , |V | = n, apì korufèc ki èna sÔnolo E, |E| = m, apì akmèc. Mia akmă de eÐnai aplĹ èna disÔnolo apì stoiqeÐa tou V . Oi geÐtonec miac korufăc v ∈ V eÐnai to sÔnolo N(v) = {u ∈ V : {u, v} ∈ E}, kai o bajmìc d(v) = |N(v)| miac korufăc eÐnai to plăjoc twn geitìnwn thc.

Oi tuqaÐoi perÐpatoi pĹnw sto G xekinoÔn apì kĹpoia korufă tou G kai se kĹje qronikă stigmă epilègoun thn epìmenh jèsh touc omoiìmorfa anĹmesa stouc geÐtonec thc trèqousac jèshc, kai anexarthta apì tic prohgoÔmenèc touc epilogèc. ApoteleÐ ètsi ènac tètoioc tuqaÐoc perÐpatoc mia omogenă alusÐda Markov me sÔnolo katastĹsewn to V .

Prìblhma 1. ’Ena grĹfhma lègetai sunektikì an mporeÐ kaneÐc na pĹei apì mia opoiadăpote korufă tou se opoiadăpote Ĺllh kinoÔmenoc monĹqa pĹnw stic akmèc tou grafămatoc. Lègetai de èna grĹfhma dimerèc an mporeÐ to sÔnolo twn korufÿn V na diameristeÐ se dÔo mh kenĹ sÔnola V_1 kai V_2, tètoia ÿste ìlec oi akmèc phgaÐnoun apì to èna V_i sto Ĺllo kai potè mèsa sto Ðdio V_i.

DeÐxte ìti an èna grĹfhma eÐnai sunektikì kai ìqi dimerèc tìte h alusÐda Markov pou antistoiqeÐ ston tuqaÐo perÐpato pĹnw sto grĹfhma eÐnai anĹgwgh kai aperiodikă.

’Ola ta grafămata ta opoÐa meletoÔme apì dw kai pèra se autì to fullĹdio eÐnai sunektikĹ kai ìqi dimeră, qwrÐc aparaÐthta na to anafèroume autì kĹje forĹ.

Prìblhma 2. Na brejeÐ h monadikă stĹsimh katanomă pijanìthtac stic korufèc tou G gia ton tuqaÐo perÐpato pĹnw sto G.

An u, v ∈ V sumbolÐzoume me h_{uv} to mèso qrìno pou mesolabeÐ mèqri thn prÿth epÐskeyh sthn korufă v an o tuqaÐoc mac perÐpatoc xekinăsei apì thn korufă u.

Prìblhma 3. An π_v, v ∈ V eÐnai h stĹsimh katanomă deÐxte ìti h_{vv} = 1/π_v.

SumbolÐzoume me C_{uv} = h_{uv} + h_{vu} (mean commute time) to mèso qrìno pou apaiteÐtai gia mia epÐskeyh sto v kai pÐsw sto u, xekinÿntac apì to u. Me C_u(G) (mean cover time from u) sumbolÐzoume to mèso qrìno pou apaiteÐtai, xekinÿntac apì thn korufă u, gia na episkefjoÔme ìlec tic korufèc tou G. Tèloc grĹfoume (mean cover time)

C(G) = max_{u∈V} C_u(G).

Prìblhma 4. An mia alusÐda Markov èqei pÐnaka metĹbashc pou eÐnai diplĹ stoqastikìc, ta ajroÐsmata dhl. twn stoiqeÐwn twn grammÿn kai twn sthlÿn tou eÐnai 1, tìte h stĹsimh katanomă thc eÐnai anagkastikĹ h omoiìmorfh katanamă pĹnw stic katastĹseic.

Prìblhma 5. Oi kateujunìmenec akmèc tou G prokÔptoun an antikatastăsoume kĹje akmă tou G me dÔo akmèc pou sundèoun tic Ðdiec korufèc allĹ me antÐstrofec forèc. Gia èna tuqaÐo perÐpato sto G orÐzoume èna nèo, parĹllhlo, tuqaÐo perÐpato pĹnw stic kateujunìmenec akmèc tou G. Th qronikă stigmă t, t ≥ 1, h trèqousa jèsh autoÔ tou nèou tuqaÐou peripĹtou eÐnai h kateujunìmenh akmă pou mìlic diènuse o arqikìc mac tuqaÐoc perÐpatoc (pou kineÐtai apì korufă se korufă). Na brejeÐ o pÐnakac metĹbashc, kajÿc kai h monadikă stĹsimh katanomă.

Sto nèo autì tuqaÐo perÐpato poioc eÐnai o qrìnoc C_{αα}, ìpou α mia akmă tou G?

Prìblhma 6. DeÐxte ìti an oi korufèc u kai v sundèontai sto grĹfhma G me mia akmă tìte isqÔei h_{uv} + h_{vu} ≤ 2m. Ac jumhjoÔme lÐgo sqolikă fusikă: èna hlektrikì dÐktuo antistĹsewn eÐnai èna mh kateujunìmeno grĹfhma G tou opoÐou oi akmèc èqoun h kajemÐa kai mia wmikă antÐstash R (metriètai se ohm). Sto dÐktuo autì kukloforeÐ hlektrikì reÔma I (metriètai se Ampére (A)) kai anĹmesa se dÔo opoiesdăpote korufèc tou upĹrqei mia diaforĹ dunamikoÔ (tĹsh) V (metriètai se Volt (V)).

IsqÔei o nìmoc tou Kirchhoff, pou lèei ìti se kĹje korufă ìso reÔma mpaÐnei Ĺllo tìso bgaÐnei, kai o nìmoc tou Ohm, pou prosdiorÐzei th sqèsh anĹmesa se reÔma, tĹsh kai antÐstash anĹmesa se dÔo shmeÐa: V = IR. GnwrÐzontac tic antistĹseic twn akmÿn tou diktÔou mporoÔme na upologÐsoume thn antÐstash anĹmesa se dÔo opoiesdăpote korufèc qrhsimopoiÿntac touc nìmouc autoÔc, kai thn antÐstash aută th sumbolÐzoume me R_{uv}. Gia parĹdeigma, me qrăsh autÿn twn dÔo nìmwn prokÔptei ìti se sÔndesh antistĹsewn se seirĹ prostÐjentai autèc, enÿ se parĹllhlh sÔndesh prostÐjentai ta antÐstrofĹ twn gia na dÿsoun to antÐstrofo thc sunolikăc antÐstashc.

Prìblhma 7. ’Estw èna grĹfhma G. AntistoiqÐzoume se autì èna hlektrikì dÐktuo antistĹsewn me tic Ðdiec korufèc kai dÐnontac se kĹje akmă antÐstash 1 ohm. ExwterikĹ tou diktÔou eisĹgoume reÔma entĹsewc d(x) A se kĹje korufă tou diktÔou x ∈ V kai afairoÔme reÔma entĹsewc 2m A apì thn korufă v. ’Estw ϕ_{uv} h tĹsh sthn korufă u wc proc thn v.

Qrhsimopoiÿntac touc nìmouc Kirchhoff kai Ohm deÐxte ìti d(u) = ∑ w∈N(u) ϕ_{uv} − ϕ_{wv}. DeÐxte epÐshc, gia ton tuqaÐo perÐpato sto G, ìti isqÔei h_{uv} = ∑ w∈N(u) 1 d(u) (1 + h_{wv}).

DeÐxte, tèloc, ìti h_{uv} = ϕ_{uv}.

Prìblhma 8. DeÐxte ìti C_{uv} = 2mR_{uv}, gia kĹje dÔo korufèc u, v ∈ V . EpÐshc ìti C_{uv} ≤ n^3.

Dèntro eÐnai èna sunektikì grĹfhma qwrÐc kÔklouc. Dèntro pou parĹgei èna grĹfhma G eÐnai èna dèntro me sÔnolo korufÿn Ðso me autì tou G kai pou kĹje akmă tou dèntrou eÐnai kai akmă tou V . KatĹ kĹpoio trìpo èna dèntro pou parĹgei èna sunektikì grĹfhma G eÐnai mia elĹqisth sullogă apì akmèc pou mporoÔme na kratăsoume, apì tic akmèc tou G, pou diathreÐ to grĹfhma sunektikì.

Prìblhma 9. DeÐxte ìti dèntro me n korufèc èqei n − 1 akmèc. DeÐxte ìti kĹje sunektikì grĹfhma èqei dèntro pou to parĹgei.

’Ena dèntro T pou parĹgei èna grĹfhma G mporeÐ na dianujeÐ, xekinÿntac apì mia opoiadăpote korufă v, me tètoio trìpo ÿste kĹje akmă tou T na dianujeÐ akribÿc mia forĹ se kĹje kateÔjunsh. Mia tètoia diĹnush tou dèntrou orÐzei mia arÐjmhsh pĹnw stic korufèc

v = v_0, v_1, v_2, . . . , v_{2n−2},

sthn opoÐa kĹje korufă emfanÐzetai endeqomènwc kai perissìterec apì mia forèc. QrhsimopoieÐste aută thn arÐjmhsh gia na deÐxete.

Prìblhma 10. C(G) ≤ 2m(n − 1).