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Πρόβληµα 1. (10 µονάδες)
∆είξτε ότι οι ακέραιοι της µορφής 9ν + 5, ν ∈ Z, δεν είναι ποτέ τέλεια τετράγωνα.
Λύση: ΄Εστω ότι υπάρχει ν, x ∈ Z τ.ώ. x2 = 9ν + 5. Παίρνοντας υπόλοιπα mod 9 ϐλέπουµε ότι
(x mod 9)2 = 5 mod 9. ΄Οµως, υπολογίζοντάς τα, ϐλέπουµε ότι κανένα από τα 02, 12, . . . , 82 δεν
είναι ίσο µε 5 mod 9, άρα αυτό είναι αδύνατο.

Πρόβληµα 2. (10 µονάδες)
Αποδείξτε ότι ο αριθµός +51/3 δεν είναι ϱητός.
Λύση: Αν όχι τότε 51/3 = m

n για κάποιουςm,n ∈ N. Υψώνοντας στον κύβο παίρνουµε την εξίσωση

5n3 = m3.

΄Οµως αριστερά το πλήθος των πρώτων παραγόντων που είναι ίσοι µε 5 είναι κάποιο πολλαπλάσιο
του 3 συν 1, ενώ δεξιά είναι πολλαπλάσιο του 3. Αυτά δεν µπορούν να είναι ίδια, άρα αυτό δε
γίνεται.

Πρόβληµα 3. (10 µονάδες)
Η ακολουθία an ορίζεται ως εξής :

a1 = 1,

a2 = 1,

an = an−1 + an−2, για n ≥ 3.

Αποδείξτε την ισοδυναµία 2 | an ⇐⇒ 3 | n.
Λύση: Πρέπει να αποδείξουµε ότι το an είναι άρτιο ακριβώς όταν ο δείκτης n είναι πολλαπλάσιο
του 3. Ισοδύναµα, πρέπει να αποδείξουµε την πρόταση:

Pk: Οι αριθµοί a3k−2, a3k−1 είναι περιττοί και ο a3k είναι άρτιος,
για k ≥ 1. Για k = 1 ισχύει αφού a1 = a2 = 1, a3 = 2.

Αποδεικνύουµε την Pk επαγωγικά ως προς k. ΄Εστω ότι ισχύει για το k και πάµε να την αποδείξ-
ουµε για το k + 1. Παρατηρούµε ότι για κάθε n ≥ 4 έχουµε

an = an−1 + an−2 = (an−2 + an−3) + an−2 = 2an−2 + an−3

(εφαρµόσαµε την αναδροµική εξίσωση ορισµού της an δύο ϕορές) και συµπεραίνουµε από αυτή
την ισότητα ότι το an είναι άρτιο αν και µόνο αν το an−3 είναι άρτιο. Αυτό αποδεικνύει ότι τα
a3k+1, a3k+2, a3k+3 είναι περιττό, περιττό, άρτιο αφού τα a3k−2, a3k−1, a3k είναι τέτοια. Η Pk+1

αποδείχτηκε.

Πρόβληµα 4. (10 µονάδες)
Αν a = b mod m1 και a = b mod m2 δείξτε ότι a = b mod [m1,m2].
Λύση: a = b mod m1 σηµαίνει ότιm1 | a−b και a = b mod m2 σηµαίνειm2 | a−b. ΄Οµως το ΕΚΠ
δύο αριθµών διαιρεί κάθε κοινό τους πολλαπλάσιο, άρα [m1,m2] | a− b, δηλ. a = b mod [m1.m2].

Πρόβληµα 5. (10 µονάδες)
(1) Αν p είναι πρώτος αριθµός ϐρείτε όλους τους ακεραίους x ώστε να ισχύει

x2 = x mod p.

(2) Αν p είναι περιττός πρώτος αριθµός ϐρείτε όλους τους ακεραίους x ώστε να ισχύει

x2 = x mod (2p).
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Λύση: 1. x2 = x mod p σηµαίνει x2 − x = 0 mod p δηλ. p | x(x − 1). Αφού p πρώτος αυτό
συµβαίνει αν και µόνο αν

p | x ή p | x− 1.

Οι λύσεις δηλ. είναι όλοι οι ακέραιοι της µορφής 0 ή 1 mod p.
2. x2 = x mod 2p σηµαίνει x2 − x = 0 mod 2p δηλ. 2p | x(x − 1). Επειδή οι 2, p είναι µεταξύ

τους πρώτοι αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν

2 | x(x− 1) και p | x(x− 1).

΄Ολα τα x ∈ Z ικανοποιούν την πρώτη απαίτηση αφού ένας από τα x, x−1 είναι πάντα αρτιος. ΄Αρα
η πρώτη απαίτηση ισχύει πάντα και µπορεί να παραλειφθεί. Οι λύσεις είναι λοιπόν όλα τα x για
τα οποία p | x(x− 1), δηλ. όπως και στο 1) οι αριθµοί της µορφής

kp ή kp+ 1.

Πρόβληµα 6. (10 µονάδες)
Ας είναι p > 6 πρώτος αριθµός. Ποια είναι τα δυνατά υπόλοιπα p mod 6; ∆είξτε ότι το σύνολο

P = {p : p πρώτος, p = 5 mod 6}

είναι άπειρο.
Υποδειξη : Αρνηθείτε το συµπέρασµα και έστω P = {p1, p2, . . . , pk}. Ορίστε τον ακέραιο n =

6p1p2 · · · pk − 1. Παρατηρείστε επίσης ότι το γινόµενο δύο αριθµών που είναι 1 mod 6 είναι επίσης
1 mod 6 και καταλήξτε σε άτοπο.
Λύση: Τα δυνατά υπόλοιπα δια 6 ενός πρώτου p > 6 είναι µόνο τα 1 και 5, αφού ο 6 έχει κοινούς
παράγοντες µε τα 0, 2, 3, 4. Ο αριθµός n = 6p1p2 · · · pk − 1 είναι 5 mod 6. Επίσης κανένα από τα
στοιχεία του P δε διαιρεί το n αφού σε αυτή την περίπτωση ϑα έπρεπε να διαιρεί το 1. ΄Αρα όλοι
οι πρώτοι παράγοντες του n είναι πρώτοι της µορφής 1 mod 6 ή οι αριθµοί 2 και 3. Ας γράψουµε
λοιπόν

n = 2k3lm,

όπου ο αριθµόςm είναι το γινόµενο των πρώτων παραγόντων του n της µορφής 1 mod 6. Παίρνον-
τας mod 6 σε αυτή τη σχέση παίρνουµε (αφού, συµφωνα µε την παρατήρηση m = 1 mod 6)

5 = 2k3l mod 6.

΄Οµως αυτό είναι αδύνατο αφού οι µόνες δυνατές τιµές mod 6 του 2k3l είναι οι 0, 2, 3, 4 και δε
µπορεί ποτέ να ισούται µε 5 αφού ένας αριθµός της µορφής 5 mod 6 δεν εχεί κοινούς παράγοντες
µε το 6.

Πρόβληµα 7. (20 µονάδες)
Ας είναι f : Z → C. ΄Ενας ακέραιος αριθµός T > 0 ονοµάζεται περίοδος της συνάρτησης f αν
ισχύει

f(x) = f(x+ T ), ∀x ∈ Z.
Σε αυτή την περίπτωση η f ονοµάζεται περιοδική συνάρτηση.

(1) Αν k ≥ 1 ακέραιος δείξτε ότι και το kT είναι περίοδος της f .
(2) Αν είναι τ > 0 η µικρότερη περίοδος της f δείξτε ότι κάθε άλλη περίοδος είναι πολλαπλάσιο

της τ .
(3) Αν f και g είναι δύο περιοδικές συναρτήσεις επί των ακεραίων µε ελάχιστες περιόδους a

και b αντίστοιχα, µε (a, b) = 1, δείξτε ότι και η συνάρτηση f + g είναι περιοδική και έχει
ελάχιστη περίοδο το ab.

Λύση: 1. f(x+kT ) = f(x+(k−1)T +T ) = f(x+(k−1)T ) = · · · = f(x). (Οµοίως για αρνητικά
k.)

2. Ας είναι T > τ µια περίοδος της f . Κάνουµε την ακέραια διαίρεση T = kτ + r, όπου k ∈ Z
και r ∈ {0, 1, . . . , τ − 1}. Αφού kτ περίοδος της f έχουµε για κάθε x ∈ Z

f(x) = f(x+ T ) = f(x+ kτ + r) = f(x+ r),

πράγµα που σηµαίνει ότι το r είναι περίοδος της f (αν είναι ϑετικό). ΄Οµως r < τ άρα αυτό δε
µπορεί να συµβεί και το υπόλοιπο r είναι 0, δηλ., τ | T .
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3. Ας είναι T µια περίοδος της f + g. Ισχύει δηλ. για κάθε x ∈ Z
f(x) + g(x) = f(x+ T ) + g(x+ T ),

και άρα, σύµφωνα µε το 1),

f(x) + g(x) = f(x+ nT ) + g(x+ nT ),

για κάθε x, n ∈ Z. Επιλέγοντας n = a έχουµε

f(x) + g(x) = f(x+ aT ) + g(x+ aT ),

για κάθε x ∈ Z. ΄Οµως aT είναι πολλαπλάσιο του a, άρα περίοδος της f και συνεπώς µπορούµε
να διαγράψουµε τους f όρους από την προηγούµενη ισότητα και παίρνουµε

g(x) = g(x+ aT ), ∀x ∈ Z,
παίρνουµε δηλ., ότι aT είναι περίοδος της g, και άρα διαιρείται από το b σύµφωνα µε το 2)

b | aT.
όµως (a, b) = 1 άρα ισχύει επίσης b | T . Οµοίως αποδεικνύουµε a | T , είναι δηλ. το T κάποιο
κοινό πολλαπλάσιο των a, b, και άρα διαιρείται από το ab που είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο
των a, b. Επίσης από το 2) έχουµε ότι το ab είναι περίοδος της f + g αφού είναι περίοδος και της
f και της g (το ab είναι πολλαπλάσιο και του a και του b). Αφού το ab διαιρεί οποιαδήποτε άλλη
περίοδο της f + g είναι η ελάχιστη περίοδος αυτής της συνάρτησης.

• ΄Ολες οι σηµειώσεις πρέπει να είναι κλειστές. Οι αιτιολογήσεις σας να είναι πλήρεις και καθαρές.
Απαντήσεις χωρίς πλήρη αιτιολόγηση δε παίρνουν µονάδες. ∆εν επιτρέπεται η χρήση υπολ-
ογιστικών µέσων. ∆ιάρκεια 2 ώρες. Το άριστα είναι 80 µονάδες. Αν σκοπός σας είναι απλά να
περάσετε το µάθηµα τότε επικεντρωθείτε κυρίως στις 5 πρώτες ασκήσεις.


