Panepistămio Krăthc ` Tmăma Majhmatikÿn Jèmata AnĹlushc: SeminĹrio ProblhmĹtwn

MiqĹlhc KolountzĹkhc ` Earinì exĹmhno 1999-2000

OMADA ASKHSEWN 2

1. DÐnetai èna sÔnolo m dianusmĹtwn sto Q^n , ta opoÐ-

a parĹgoun èna dianusmatikì upìqwro tou Q^n , èstw V . MporeÐ kaneÐc na deÐ ta dianÔsmata autĹ kai san dianÔsmata sto dian. qÿro R^n , ìpou pĹli parĹgoun, me pragmatikoÔc suntelestèc aută th forĹ, èna dianusmatikì qÿro W , upìqwro tou R^n . DeÐxte ìti

dimQ V = dimR W.

Eidikìtera, an ta m dedomèna dianÔsmata eÐnai grammikĹ anexĹrthta pĹnw apì to Q, dhl. an kaneÐc mh tetrimmènoc grammikìc sunduasmìc touc me suntelestèc apì to Q, den eÐnai 0, tìte eÐnai kai grammikĹ anexĹrthta pĹnw apì to R.

2. MiĹ mpĹla (sfaÐra) akoumpĹei sto pĹtwma s’ èna

shmeÐo A. Thn paÐrnoume kai paÐzoume gia lÐgo kai metĹ thn xanaakoumpĹme sto Ðdio shmeÐo, endeqìmena ìmwc me Ĺllo prosanatolismì. DeÐxte ìti upĹrqei kĹpoio shmeÐo sthn epifĹneia thc mpĹlac pou brÐsketai sthn Ðdia jèsh pou briskìtan kai prin h mpĹla metakinhjeÐ.

3. Sac dÐdetai ènac n × n summetrikìc pÐnakac A kai

upojèste ìti upĹrqei ènac n × n kĹtw trigwnikìc pÐnakac L tètoioc ÿste A = L · L^⊤. (a) BreÐte èna trìpo na upologÐsete ìla ta stoiqeÐa tou pÐnaka L mèsw autÿn tou A.

(b) Upojèste ìti upĹrqei mia akoloujÐa akeraÐwn h_i, i = 1, . . . , n, tètoioi ÿste 0 ≤ h_i ≤ i kai

A_{ij} = 0, gia j ≤ h_i. (1)

(Autì shmaÐnei pwc o pÐnakac A èqei filÐgafl stoiqeÐa se kĹje grammă, kontĹ sth diagÿnio. Tètoioi pÐnakec lègontai araioÐ.) DeÐxte ìti ki o L èqei thn Ðdia idiìthta (1).

(g) DeÐxte me poiì trìpo ja epilÔsete èna grammikì sÔsthma thc A·x = b, me b ∈ R^n èna gnwstì diĹnusma, an gnwrÐzete ton pÐnaka L.

(d) MporeÐ kĹje summetrikìc pÐnakac A na grafeÐ sth morfă A = L · L^⊤?

4. (a) DeÐxte ìti den upĹrqoun dÔo n × n pÐnakec A

kai B tètoioi ÿste AB − BA = I. (b) OmoÐwc ìti den upĹrqoun A kai B, me A antistrèyimo, tètoioi ÿste AB − BA = A.

5. O antistrèyimoc pÐnakac A èqei thn idiìthta ìti

to Ĺjroisma twn stoiqeÐwn kĹje grammăc eÐnai Ðso me s, anexĹrthta thc grammăc. DeÐxte ìti ta ajroÐsmata grammÿn tou A^{−1} eÐnai ìla 1/s.

6. ’Estw èna kateujunìmeno grĹfhma G me n korufèc.

FtiĹqnoume ton pÐnaka sundesmologÐac A (adjacency matrix) tou G jètontac A_{ij} = 1 an kai mìno an upĹrqei akmă apì thn korufă i sthn korufă j. Dÿste mia sunduastikă ermhneÐa tou arijmoÔ (A^n)_{ij}.

7. ’Estw x ∈ R^n kai |x| = ( nX_{j=1 |xj|2)1/2} h EukleÐdia nìrma tou x. OrÐzoume th nìrma tou n × n pÐnaka A, jewroÔmenou wc grammikoÔ telestă apì ton EukleÐdio qÿro ston eautì tou, wc: ‖A‖ = sup_{|x|=1} |Ax|. Upojèste ìti o pÐnakac A èqei thn idiìthta ‖I − A‖ < 1. DeÐxte ìti o A eÐnai antistrèyimoc. (Upìdeixh: Gia èna arijmì α ∈ (−1, 1) èqoume (1 − α)^{−1} = P_{n≥0} α^n. ProspajeÐste na kĹnete kĹti anĹlogo gia ton pÐnaka I − A.) 8. BreÐte èna trìpo na orÐsete, gia èna opoiodăpo-

te n × n pÐnaka A ton n × n pÐnaka exp A, me tètoio trìpo ÿste na diathroÔntai ìso perissìterec idiìthtec thc ekjetikăc sunĹrthshc mporeÐte. Gia parĹdeigma, jèloume na èqoume I = exp 0, ìpou 0 eÐnai o mhdenikìc pÐnakac, kai jèloume epÐshc

exp(A + B) = exp A · exp B,

ìtan oi A kai B antimetatÐjentai, dhl. AB = BA. (Upìdeixh: QrhsimopoieÐste mia Ĺpeirh seirĹ pinĹkwn.)

HrĹkleio, 4 Feb. 2000