Panepistămio Krăthc ` Tmăma Majhmatikÿn Jèmata AnĹlushc: SeminĹrio ProblhmĹtwn MiqĹlhc KolountzĹkhc ` Earinì exĹmhno 1999-2000

OMADA ASKHSEWN 3

1. ’Ena uposÔnolo K tou EukleÐdiou qÿrou lègetai kurtì an gia kĹje x, y ∈ K olìklhro to eujÔgrammo tmăma pou orÐzoun perièqetai sto K. Me Ĺlla lìgia λ ∈ [0, 1] kai x, y ∈ K =⇒ λx + (1 − λ)y ∈ K. (a) DeÐxte ìti an to kurtì polÔgwno P_1 perièqei sto eswterikì tou to epÐshc kurtì polÔgwno P_2 tìte h perÐmetroc tou P_2 eÐnai to polÔ ìsh kai tou P_1.

(b) OmoÐwc, an to kurtì polÔedro P_1, ston trisdiĹstato qÿro, perièqei to kurtì polÔedro P_2, tìte h epifĹneia tou P_2 eÐnai to polÔ ìsh kai tou P_1. 2. DÐdontai dÔo orjogÿnia parallhlepÐpeda ston trisdiĹstato qÿro, ìqi kat’ anĹgkh parĹllhla me touc Ĺxonec, pou to èna perièqei to Ĺllo. DeÐxte ìti to Ĺjroisma twn mhkÿn twn akmÿn tou mèsa orjogwnÐou eÐnai to polÔ ìso kai tou ap’ èxw. 3. ’Ena shmeÐo enìc kurtoÔ sunìlou lègetai akraÐo an den perièqetai sto eswterikì kanenìc eujugrĹmmou tmămatoc me Ĺkra dÔo shmeÐa tou sunìlou. ’Ena x ∈ K dhl., lègetai akraÐo an kai mìno an den upĹrqoun y kai z sto K, diaforetikĹ apì to x, kai λ ∈ (0, 1), ÿste x = λy + (1 − λ)z. Gia parĹdeigma, ta akraÐa shmeÐa enìc kurtoÔ polugÿnou eÐnai oi korufèc tou, tou kleistoÔ dÐskou eÐnai olìklhrh h perifèreia kai enìc kuklikoÔ kulÐndrou eÐnai oi perifèreiec twn dÔo bĹsewn. O anoiqtìc dÐskoc den èqei akraÐa shmeÐa.

(a) DeÐxte ìti kĹje sumpagèc (dhl. kleistì kai fragmèno) kurtì uposÔnolo tou epipèdou èqei kĹpoio akraÐo shmeÐo.

(b) DeÐxte epÐshc ìti kĹje shmeÐo enìc sumpagoÔc kurtoÔ sto epÐpedo grĹfetai, ìqi kat’ anĹgkh me monadikì trìpo, sa kurtìc sunduasmìc triÿn akraÐwn shmeÐwn tou sunìlou.

Kurtìc sunduasmìc kĹpoiwn dianusmĹtwn eÐnai ènac grammikìc sunduasmìc ìpou ìloi oi suntelestèc eÐnai mh arnhtikoÐ kai to ĹjroismĹ touc eÐnai 1. EÐnai polÔ eÔkolo na deÐxete (kĹnte to) ìti an ta dianÔsmata autĹ anăkoun se èna kurtì sÿma, ja anăkei epÐshc kai o kurtìc sunduasmìc touc. 4. (a) An K eÐnai èna sumpagèc kurtì sÔnolo sto epÐpedo kai x /∈ K tìte upĹrqei mia eujeÐa tou epipèdou pou diaqwrÐzei to x apì to K.

(b) An K kai L eÐnai dÔo xèna metaxÔ touc sumpagă kurtĹ tou epipèdou tìte upĹrqei mia eujeÐa tou epipèdou pou diaqwrÐzei ta dÔo sÔnola. 5. KataskeuĹsete mia suneqă sunĹrthsh

f : [0, 1] → [0, 1]^2

pou na eÐnai epÐ (mia tètoia sunĹrthsh lègetai sunăjwc kampÔlh tou Peano). 6. Na brejeÐ mia suneqăc sunĹrthsh

f : [0, 1] → [0, 1]

tètoia ÿste gia kĹje y ∈ [0, 1] na upĹrqoun Ĺpeira x ∈ [0, 1] me f(x) = y.

7. SumbolÐzoume me S^2 thn epifĹneia thc monadiaÐac sfaÐrac sto R^3 . DeÐxte ìti gia kĹje suneqă

f : S^2 → R^2

upĹrqei x ∈ S^2 tètoio ÿste f(x) = f(−x). 8. ’Estw E ⊆ R. Mia sullogă apì diastămata I_j , j = 1, 2, . . ., apoteleÐ mia kĹluyh tou E an

E ⊆ S_{1j=1 Ij . To măkoc thc kĹluyhc eÐnai o a-}

rijmìc (peperasmènoc ă +∞) L = P1_{j=1} |I_j |, ìpou |I| sumbolÐzei to măkoc tou diastămatoc I. SumbolÐzoume me μ�(E) to infimum twn arijmÿn L, gia ìlec tic dunatèc kalÔyeic tou sunìlou E. O arijmìc μ�(E) onomĹzetai exwterikì mètro tou sunìlou E.

(a) DeÐxte an E eÐnai arijmăsimo tìte μ�(E) = 0. (b) DeÐxte ìti h sunolosunĹrthsh μ� eÐnai upoprosjetikă, dhl., gia kĹje dÔo sÔnola A kai B èqoume

μ�_{(A ∪ B) ≤ μ}�_{(A) + μ}�_{(B).}

(g) KataskeuĹsete èna uperarijmăsimo sÔnolo me mètro 0.

HrĹkleio, ♥ (14 Feb.) 2000