Panepistămio Krăthc ` Tmăma Majhmatikÿn Jèmata AnĹlushc: SeminĹrio ProblhmĹtwn

MiqĹlhc KolountzĹkhc ` Earinì exĹmhno 1999-2000

OMADA ASKHSEWN 4

1. Sac dÐnetai èna Ĺpeiro plăjoc apì Ðdia toÔbla dia-

stĹsewn 30 × 10 × 10 cm. DeÐxte ìti mporeÐte na ftiĹxete èna swrì apì autĹ o opoÐoc (a) na isorropeÐ, (b) na èqei èna toÔblo se kĹje orizìntio epÐpedo kai (g) proballìmenoc katakìrufa kĹtw na ftĹnei 100m makriĹ. (ProspajeÐste na dÿsete mia lÔsh qwrÐc prĹxeic, sthrizìmenoi se {fusikĹ} epiqeirămata.)

2. (a) Pìsa uposÔnola èqei to sÔnolo [n] = {1, 2, . . . , n}; (b) Pìsa uposÔnola megèjouc k èqei?

(g) Me pìsouc trìpouc mporoÔme na diatĹxoume ta stoiqeÐa tou [n]?

3. ’Eqoume 100 mpoukĹlia me nerì akribÿc èna apì ta

opoÐa eÐnai molusmèno me mia ousÐa A. H Ôparxh thc ousÐac autăc aniqneÔetai apì èna test T, se osodăpote mikră posìthta. Skopìc mac eÐnai na apofasÐsoume poiì apì ta 100 mpoukĹlia eÐnai to molusmèno. O trìpoc pou gÐnetai autì eÐnai o exăc: etoimĹzoume n dokimastikoÔc swlănec twn opoÐwn ta perieqìmeno proèrqontai apì endeqomènwc parapĹnw apì èna mpoukĹlia kai touc stlenoume sto ergastărio, ap’ ìpou paÐrnoume pÐsw n apantăseic gia to an to kĹje èna apì ta deÐgmata pou steÐlame perièqei thn ousÐa A ă ìqi. Poiìc eÐnai o elĹqistoc arijmìc deigmĹtwn n pou mac epitrèpei na prosdiorÐsoume to mpoukĹli. DieukrinÐzoume ìti ta deÐgmata pĹne akribÿc mia forĹ sto ergastărio!

4. Gia kĹje fusikì arijmì n orÐzoume wc diamèrisă

tou kĹje trìpo na ton grĹyoume wc Ĺjroisma

n = a_1 + a_2 + · · · + a_k,

me a_i jetikoÔc akèraiouc kai a_i ≥ a_{i+1}. (De mac endiafèrei dhl. h seirĹ twn prosjetèwn kai touc diatĹssoume pĹnta me fjÐnonta trìpo.)

(a) DeÐxte ìti to plăjoc twn diamerÐsewn tou n to polÔ se r prosjetèouc eÐnai Ðso me to plăjoc twn diamerÐsewn tou n me osoucdăpote to plăjoc prosjetèouc megèjouc mèqri r o kajènac.

(b) To plăjoc twn diamerÐsewn tou n se akribÿc m prosjetèouc eÐnai Ðso me to plăjoc twn diamerÐsewn tou n − m to polÔ se m prosjetèouc.

5. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume upo-

sÔnola megèjouc k apì to [n] pou den perièqoun duo diadoqikoÔc akeraÐouc?

6. Pìsec eÐnai oi mh fjÐnousec sunartăseic

f : [n] → [n];

7. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na bĹloume parenjè-

seic gÔrw apì touc ìrouc tou ginomènou

x_1x_2 · · · x_n

ÿste kĹje parènjesh na perièqei mèsa thc akribÿc 2 parĹgontec (kĹpoia x_i ă Ĺllec parenjèseic)? Gia parĹdeigma (n = 4) o trìpoc ((x_1x_2)(x_3x_4)) eÐnai apodektìc enÿ o (x_1x_2(x_3x_4)) den eÐnai.

8. Mia trigwnopoÐhsh enìc kurtoÔ n-gÿnou eÐnai èna

sÔnolo apì n − 3 diagwnÐouc tou pou den tèmnontai sto eswterikì tou kai Ĺra qwrÐzoun to polÔgwno se n − 2 xèna anĹ dÔo trÐgwna. Pìsec trigwnopoiăseic enìc kurtoÔ n-gÿnou upĹrqoun?

9. Mia 3-diamèrish tou [n] eÐnai mia diamèrisă tou se

trÐa xèna anĹ dÔo sÔnola. DÔo 3-diamerÐseic tou [n], oi [n] = A_1 ∪ A_2 ∪ A_3 = B_1 ∪ B_2 ∪ B_3,

lègontai sumbatèc an dÔo apì ta A_i perièqontai se èna apì ta B_i (parathreÐste ìti autì sunepĹgetai kai ìti dÔo apì ta B_i perièqontai se èna apì ta A_i). ’Estw èna sÔnolo apì k sumbatèc anĹ dÔo 3-diamerÐseic tou [n]. DeÐxte ìti k ≤ n − 2.

10. ’Estw n ènac stajerìc fusikìc arijmìc. Mia

{mhqană (aÔxousac) taxinìmhshc} tĹxhc n eÐnai mia akoloujÐa apì zeÔgh (a_i, b_i) ∈ [n]^2, me a_i < b_i, i = 1, 2, . . . , k, an gia kĹje sunĹrthsh f : [n] → R o algìrijmoc o opoÐoc elègqei diadoqikĹ tic timèc f(a_i) kai f(b_i) kai an den eÐnai sth swstă seirĹ tic enalĹssei (dhl. an f(a_i) > f(b_i) tìte allĹzoume th sÔnĹrthsh f sta shmeÐa a_i kai b_i ÿste h nèa timă sto a_i na eÐnai h paliĹ tou b_i kai omoÐwc h nèa timă tou b_i eÐnai h paliĹ tou a_i) to telikì apotèlesma (metĹ apì ton èlegqo kai twn k zeugariÿn) eÐnai mia sunĹrthsh pou eÐnai mh fjÐnousa. DeÐxte ìti an mia akoloujÐa apì zeÔgh (a_i, b_i) {douleÔei} gia ìlec tic sunartăseic f : [n] → {0, 1} tìte eÐnai mhqană taxinìmhshc.

HrĹkleio, 28 Feb. 2000