Panepistămio Krăthc ` Tmăma Majhmatikÿn Jèmata AnĹlushc: SeminĹrio ProblhmĹtwn MiqĹlhc KolountzĹkhc ` Earinì exĹmhno 1999-2000

OMADA ASKHSEWN 6

1. DeÐxte ìti den upĹrqei èna proc èna kai epÐ sunĹrthsh f : N → N tètoia ÿste ∞∑ n=1 f(n) n^2 < ∞.

2. Mia sunĹrthsh f : R^2 → R me suneqeÐc paragÿgouc mèqri kai deÔterhc tĹxhc lègetai ufarmonikă an se kĹje shmeÐo tou epipèdou isqÔei

Δf := f_{xx} + f_{yy} ≥ 0.

An h sunĹrthsh f eÐnai ufarmonikă deÐxte ìti den upĹrqei shmeÐo (x_0, y_0) tou epipèdou, pou se kĹpoia geitoniĹ tou opoÐou oi timèc thc f eÐnai austhrĹ mikrìterec apì to f(x_0, y_0).

Upìdeixh: Upojèste prÿta ìti Δf > 0 pantoÔ.

3. DÐnetai f : R → R tètoia ÿste gia kĹje n ∈ N kai gia kĹje x, y ∈ R èqoume | | | | n∑ k=1 3^k(f(x + ky) − f(x − ky)) | | | | ≤ 1. DeÐxte ìti h f eÐnai stajeră.

4. An x_1, . . . , x_n eÐnai migadikoÐ arijmoÐ kai o n×n pÐnakac A èqei A_{ij} = x^{j−1}_i , tìte

det A = ∏ i>j (x_i − x_j ).

5. Gia touc migadikoÔc arijmoÔc a_0, a_1, . . . , a_{n−1} orÐzoume

T = a_0 a_1 · · · a_{n−1} a_{n−1} a_0 · · · a_{n−2} · · · · · · · · · · · · a_1 a_2 · · · a_0

BreÐte tic idiotimèc kai antÐstoiqa idiodianÔsmata tou T . (Upìdeixh: ExetĹste dianÔsmata tou tÔpou (1, x, . . . , x^{n−1}) gia katĹllhlo migadikì x.) 6. An a_1, . . . , a_n ≥ 0 deÐxte ìti ( 1 n n∑ j=1 a_j )_2 ≥ ∑ i>j a_ia_j (_n 2 ) .

7. ’Ena sÔnolo A ⊆ Z lègetai sÔnolo qwrÐc ajroÐsmata (sum free set) an den upĹrqoun x, y, z ∈ A, ìqi kat’ anĹgkh diaforetikĹ metaxÔ touc, tètoia ÿste x + y = z. Gia parĹdeigma to sÔnolo twn perittÿn akeraÐwn eÐnai sÔnolo qwrÐc ajroÐsmata. ’Estw B ⊆ Z, |B| = n. DeÐxte ìti upĹrqei uposÔnolo A tou B, qwrÐc ajroÐsmata, kai me toulĹqiston n/3 stoiqeÐa.

Upìdeixh: An èna sÔnolo akeraÐwn eÐnai sÔnolo qwrÐc ajroÐsmata, an koitĹxoume ta stoiqeÐa tou mod m, gia kĹpoio jetikì akèraio m, tìte eÐnai sÔnolo qwrÐc ajroÐsmata. (Autì shmaÐnei ìti h exÐswsh x + y = z mod m

den èqei lÔsh sto A.) Epilèxte wc to m kĹpoio megĹlo prÿto kai deÐte ti epÐdrash èqei sto A o pollaplasiasmìc mod m me kĹpoio akèraio apì touc 1, 2, . . . , m − 1.

8. ’Estw λ_1, . . . , λ_N ∈ N kai upojèste ìti a, ϵ > 0, eÐnai tètoia ÿste λ_1, . . . , λ_N ∈ ((1 + ϵ)a, 3(1 − ϵ)a). OrÐste f(x) = N∑ j=1 cos(λ_jx).

DeÐxte ìti upĹrqei sunĹrthsh A(ϵ) > 0 tètoia ÿste min_{x∈} R f(x) ≤ −A(ϵ)N. 9. DÐnetai mia akoloujÐa diasthmĹtwn I_j = (a_j, b_j ),

j = 1, 2, · · ·, kai èstw U = ⋃_∞ j=1 I_j . Upojèste epÐshc ìti h akoloujÐa b_j − a_j sugklÐnei sto 0 katĹ fjÐnonta trìpo. DeÐxte ìti mporeÐ kaneÐc na epilèxei mia upakoloujÐa apì ta I_j pou na eÐnai xèna anĹ dÔo kai pou an kaneÐc ta triplasiĹsei (kratăsei dhl. to kèntro enìc diastămatoc to Ðdio kai triplasiĹsei to măkoc tou) kalÔptoun to U.

HrĹkleio, 3 Apr. 2000