Peperasmènec stĹsimec alusÐdec Markov

MiqĹlhc KolountzĹkhc Tmăma Majhmatikÿn Panepistămio Krăthc Lewfìroc KnwsoÔ 714 09 HrĹkleio E-mail: kolount@member.ams.org ’Anoixh 2002-03

Perieqìmena

1 Stoqastikèc AnelÐxeic 2 2 AnelÐxeic tÔpou Markov se diakritì qrìno kai me diakritèc timèc 2 3 Peperasmènec stĹsimec alusÐdec Markov 2 4 To grĹfhma miac alusÐdac 3 5 Pijanìthtec metĹbashc anÿterhc tĹxhc 3 6 DiĹnusma katanomăc stic katastĹseic 4 7 EpikoinwnÐa katastĹsewn 4 8 Periodikìthta katastĹsewn 4 9 Episkèyeic kai epĹnodoi 4 10 Qarakthrismìc metabatikìthtac 5 11 Metabatikìthta, periodikìthta kai epikoinwnÐa katastĹsewn 5 12 Plăjoc epanìdwn 5 13 UpodiaÐresh sunìlou katastĹsewn kai antÐstoiqh morfă pÐnaka 5 14 AnĹgwgec kai periodikèc alusÐdec 6

15 Oriakèc katanomèc 6

16 Jeÿrhma Perron-Frobenius 6

17 Morfă Jordan pÐnaka 7

18 Oi dunĹmeic P^n 7

19 PerÐptwsh aperiodikăc kai anĹgwghc alusÐdac 9

Ta parakĹtw apoteloÔn mia sÔnoyh ìswn mĹjame gia peperasmènec stĹsimec alusÐdec Markov. Den aposkopoÔn na upokatastăsoun to biblÐo sac.

1 Stoqastikèc AnelÐxeic

Mia oikogèneia tuqaÐwn metablhtÿn (TM) pou eÐnai parametrismènh apì mia parĹmetro t, pou mporeÐ na eÐnai diakrită (t ∈ N) ă suneqăc (t ∈ [0, +∞)), kaleÐtai stoqastikă anèlixh (SA). En gènei, wc SA ja jewroÔme èna opoiodăpote sÔnolo apì tuqaÐec posìthtec pou exelÐssontai mazÐ sto qrìno.

2 AnelÐxeic tÔpou Markov se diakritì qrìno kai me diakritèc timèc

Mia SA X_t ∈ Z, t ∈ N, lègetai ìti èqei th Markobiană idiìthta, an opoiadăpote plhroforÐa mac dÐnetai gia tic timèc thc X_t kai h opoÐa aforĹ tic progenèsterec qronikèc stigmèc t_1 < · · · < t_n, (t_n < t), mporeÐ ousiastikĹ na antikatastajeÐ me plhroforÐa pou aforĹ mìno thn teleutaÐa stigmă t_n.

O tupikìc orismìc eÐnai ìti gia kĹje n = 1, 2, 3, . . ., kĹje t_1 < t_2 < · · · < t_n < t, kai kĹje a_1, a_2, . . . , a_n, a ∈ Z isqÔei Pr [X_t = a | X_{t1} = a_1, . . . , X_{tn} = a_n] = Pr [X_t = a | X_{tn} = a_n]. (1) Opoiadăpote plhroforÐa dhl. gia ta progenèstera X_{t1} , . . . , X_{tn−1} eÐnai perittă (ìson aforĹ thn pijanìthta na sumbaÐnei kĹti gia to X_t) efìson gnwrÐzoume thn katĹstash (autìc eÐnai o ìroc pou qrhsimopoieÐtai) thc SA thn teleutaÐa stigmă t_n.

Me Ĺlla lìgia, to mèllon exartĹtai apì to parìn allĹ ìqi apì to pareljìn.

3 Peperasmènec stĹsimec alusÐdec Markov

Mia peperasmènh alusÐda Markov M eÐnai mia SA X_t, t = 0, 1, 2, . . ., ìpou X_t ∈ S, n = |S| < ∞ kai to peperasmèno sÔnolo S lègetai to sÔnolo katastĹsewn thc alusÐdac. Prèpei epÐshc na isqÔei h idiìthta Markov (1).

An, epiplèon, gia kĹje i, j ∈ S h posìthta p_{i,j,t} = Pr [X_{t+1} = j|X_t = i] den exartĹtai apì to t tìte h alusÐda lègetai omogenăc ă stĹsimh kai mìno me tètoiec alusÐdec ja asqolhjoÔme apì edÿ kai pèra. GrĹfoume ètsi aplĹ gi’ autèc p_{i,j} = Pr [X_{t+1} = j|X_t = i], kai o n × n pÐnakac (ìpou n = |S|) P me (i, j) stoiqeÐo to p_{i,j} lègetai pÐnakac metĹbashc thc alusÐdac.

An gnwrÐzoume ton pÐnaka P gnwrÐzoume ousiastikĹ ta pĹnta gia thn alusÐda.

4 To grĹfhma miac alusÐdac

’Enac arketĹ bohjhtikìc trìpoc na perigrĹyoume mia alusÐda Markov eÐnai mèsw tou grafămatìc thc to opoÐo èqei ta stoiqeÐa tou S (tic katastĹseic) wc korufèc kai gia kĹje dÔo korufèc i kai j gia tic opoÐec p_{ij} > 0 èqei mia akmă pou kateujÔnetai apì to i sto j kai èqei bĹroc thn pijanìthta p_{ij} .

’Opwc akribÿc ston pÐnaka P to Ĺjroisma twn stoiqeÐwn kĹje grammăc eÐnai 1 (o pÐnakac onomĹzetai gi’ autì to lìgo stoqastikìc) ètsi akribÿc kai sto grĹfhma miac alusÐdac to sÔnolo twn barÿn twn akmÿn pou xekinoÔn apì mia korufă i prèpei pĹnta na eÐnai 1.

Sto Sqăma 1 parakĹtw faÐnetai to grĹfhma thc alusÐdac M me pÐnaka metĹbashc

P = 0 0.5 0.5 0 0.4 0.3 0.3 0.3 0.4 .

Sqăma 1. To grĹfhma thc alusÐdac M

5 Pijanìthtec metĹbashc anÿterhc tĹxhc

GrĹfoume p^ν_{ij} = Pr [X_{t+ν} = j | X_t = i].

Lìgw stasimìthtac thc alusÐdac h posìthta aută den exartĹtai apì to t.

Exisÿseic Chapman-Kolmogorov: p^{ν+μ}_{ij} = ∑ k∈S p^ν_{ik}p^μ_{kj} .

Efarmìzontac tic exisÿseic Chapman-Kolmogorov epaneillhmèna gia μ = 1 paÐrnoume eÔkola ìti p^ν_{ij} den eÐnai tÐpote Ĺllo apì to (i, j) stoiqeÐo thc ν-ostăc dÔnamhc tou pÐnaka metĹbashc P :

p^ν_{ij} = (P^ν )_{ij} .

6 DiĹnusma katanomăc stic katastĹseic

An n = |S| tìte èna diĹnusma-grammă π = [π_1, . . . , π_n] me π_j ≥ 0 kai ∑_n j=1 π_j = 1, autì lègetai fikatanomăfl pĹnw sthn alusÐda kai to π_j paristĹnei thn pijanìthta h alusÐda na brÐsketai sthn katĹstash j.

An sumbolÐsoume me π_0 thn arqikă katanomă tìte h katanomă se qrìno 1 dÐnetai apì π_1 = π_0P , se qrìno 2 apì π_2 = π_1P = π_0P^2, kai, se qrìno t apì π_t = π_0P^t.

7 EpikoinwnÐa katastĹsewn

An i kai j eÐnai dÔo katastĹseic miac alusÐdac tìte grĹfoume i → j an upĹrqei ν ≥ 1 tètoio ÿste p^ν_{ij} > 0. IsodÔnama, an upĹrqei monopĹti pĹnw sto grĹfhma thc alusÐdac (akoloujÐa akmÿn, to tèloc thc miac eÐnai arqă thc epìmenhc) pou phgaÐnei apì to i sto j. Lème tìte ìti h j eÐnai prosită apì thn i.

An èqoume i → j kai j → i tìte lème ìti oi i kai j epikoinwnoÔn kai grĹfoume i ↔ j. EÔkola blèpoume ìti h sqèsh ↔ epikonwnÐac eÐnai mia sqèsh isodunamÐac, kai to sÔnolo S twn katastĹsewn thc S qwrÐzetai ètsi se klĹseic epikoinwnÐac.

Mia alusÐda lègetaia anĹgwgh an ìlec oi kastĹseic thc eÐnai isodÔnamec me thn parapĹnw sqèsh epikoinwnÐac.

8 Periodikìthta katastĹsewn

Mia katĹstash i lègetai periodikă me perÐodo d > 1 an opotedăpote p^ν_{ii} > 0 èpetai ìti d | ν (to d diaireÐ to ν). An den upĹrqei tètoioc akèraioc d tìte h katĹstash lègetai aperiodikă.

PĹnw sto grĹfhma h periodikìthta miac katĹstashc i me perÐodo d isodunameÐ me to ìti ìla ta monopĹtia pou xekinoÔn kai teleiÿnoun sto i èqoun măkoc pollaplĹsio tou d (măkoc enìc monopatioÔ eÐnai to plăjoc twn akmÿn pou to apartÐzoun).

9 Episkèyeic kai epĹnodoi

GrĹfoume f^ν_{ij} = Pr [X_ν = j | ∀r = 1, 2, . . . , j − 1 X_r ≠ j, X_0 = i],

dhl. h f^ν_{ij} eÐnai h pijanìthta xekinÿntac apì to i na prwtoepiskeftoÔme to j th qronikă stigmă ν.

EpÐshc f_{ij} = ∞∑ ν=1 f^ν_{ij} , eÐnai h pijanìthta xekinÿntac apì to i na episkeftoÔme kĹpote to j (qwrÐc kanèna periorismì sto pìte).

Mia katĹstash j lègetai èmmonh Ĺn f_{jj} = 1, alliÿc lègetai metabatikă. Gia mia metabatikă katĹstash dhl. upĹrqei jetikă pijanìthta ìti xekinÿntac apì autăn de xanagurnĹme potè se autăn, enÿ gia mia èmmonh katĹstash autì de sumbaÐnei. XanagurnĹme kĹpote pÐsw sqedìn sÐgoura (dhl. me pijanìthta 1).

GrĹfoume epÐshc μ_j = ∞∑ ν=1 νf^ν_{jj} gia to mèso qrìno prwthc epanìdou miac èmmonhc katĹstashc j enÿ an h j eÐnai metabatikă orÐzoume μ_j = ∞.

10 Qarakthrismìc metabatikìthtac

ApodeiknÔontac prÿta p^ν_{ij} = ν∑ r=1 f^r_{ij} p^{ν−r}_{ij} deÐqnoume to exăc basikì. f_{jj} < 1 ⇔ ∞∑ ν=1 p^ν_{jj} < ∞. (2) 11 Metabatikìthta, periodikìthta kai epikoinwnÐa katastĹsewn

EpÐshc deÐqnoume ta exăc

1. An j metabatikă tìte gia kĹje i èqoume_∞ ∑ ν=1 p^ν_{ij} < ∞. 2. An j èmmonh kai j ↔ k tìte kai h k eÐnai èmmonh. 3. An j eÐnai d-periodikă kai j ↔ k tìte kai h k eÐnai d-periodikă.

4. An j ↔ k tìte oi j, k, èqoun ton Ðdio tÔpo metabatikìthtac (èmmonh ă periodikă) kai ton Ðdio tÔpo periodikìthtac (ă ki oi dÔo aperiodikèc ă èqoun thn Ðdia perÐodo).

5. An j èmmonh kai k metabatikă tìte h k den eÐnai prosită apì thn j. To anĹpodo den isqÔei.

12 Plăjoc epanìdwn

’Estw R_i to plăjoc twn epanìdwn sthn katĹstash i xekinÿntac apì thn katĹstash i.

ParathroÔme E [R_i] = ∑_∞ ν=1 p^ν_{ii}, Ĺra h i eÐnai èmmonh an kai mìno an E [R_i] = ∞.

ApodeÐxame ìmwc kai to exăc isqurìtero: an h i eÐnai èmmonh katĹstash tìte sqedìn sÐgoura R_i = ∞. Autì eÐnai polÔ isqurìtero apì to na poÔme ìti E [R_i] = ∞.

13 UpodiaÐresh sunìlou katastĹsewn kai antÐstoiqh morfă pÐnaka

To sÔnolo katastĹsewn S diamerÐzetai sta sÔnola T (metabatikèc katastĹseic, pou eÐte epikoinwnoÔn metaxÔ touc eÐte ìqi) kai R_1, . . . , R_k (oi klĹseic epikoinwnÐac pou perilambĹnoun metabatikèc katastĹseic). ’Olec oi katastĹseic enìc R_i epikoinwnoÔn metaxÔ touc kai me kamÐa Ĺllh katĹstash. Oi katastĹseic tou T mporoÔn na epikoinwnoÔn me opoiesdăpote katastĹseic.

O pÐnakac metĹbashc P thc alusÐdac, metĹ apì katĹllhlh anarÐjmhsh twn katastĹsewn ÿste oi katastĹseic thc R_1 na eÐnai arijmhmènec prÿtec, oi katastĹseic thc R_2 metĹ, kai tèloc oi katastĹseic thc T , paÐrnei th block morfă:

P = P_1

P_2 . . . P_k Q ìpou oi pÐnakec P_1, . . . , P_k eÐnai tetrĹgwnoi, o pÐnakac Q èqei n stălec kai tìsec grammèc ìsec katastĹseic èqei to sÔnolo T , kai sto upìloipo tou pÐnaka upĹrqoun mhdenikĹ.

Mia alusÐda me ton parapĹnw pÐnaka ousiastikĹ fispĹeifl se pollèc anĹgwgec alusÐdec me pÐnakec metĹbashc P_i. Oi metabatikèc katastĹseic sunăjwc den paÐzoun kanèna rìlo, ìso toulĹqiston aforĹ thn asumptwtikă (ti sumbaÐnei gia megĹlo qrìno) sumperiforĹ thc alusÐdac afoÔ autèc emfanÐzontai sqedìn sÐgoura peperasmènec forèc. ’Ara metĹ apì kĹpoio qronikì diĹsthma mia tètoia alusÐda èqei fiegklwbisteÐfl mèsa se mia apì tic anĹgwgec sunistÿsec thc me pÐnakec P_1, . . . , P_k, kai de feÔgei plèon apì ekeÐ.

14 AnĹgwgec kai periodikèc alusÐdec

An M eÐnai d-periodikă kai anĹgwgh tìte to sÔnolo katastĹseÿn thc S diamerÐzetai sta sÔnola S_j = { ekeÐnec oi katastĹseic pou enÿnontai me thn katĹstash 1 me kĹpoio monopĹti măkouc l = j mod d}. ApodeiknÔetai ìti ta sÔnola autĹ (j = 0, 1, 2, . . . , d − 1) eÐnai xèna anĹ dÔo kai h ènwsă touc eÐnai to S.

EpÐshc an apì thn korufă i mporoÔme se qrìno 1 na metaboÔme sthn korufă j (upĹrqei dhl. h akmă i → j sto grĹfhma) kai i ∈ S_k tìte anagkastikĹ j ∈ S_m, ìpou m = k + 1 an k ≠ d − 1 kai m = 0 an k = d − 1.

Gia mia tètoia alusÐda o pÐnakac paÐrnei th block-kuklikă morfă

P = P_{0,1} P_{1,2} . . . P_{d−2,d−1} P_{d−1,0} O pÐnakac P_{i,i+1} èqei |S_i| grammèc kai |S_{i+1}| stălec kai perigrĹfei ìlec tic pijanìthtec metĹbashc apì korufèc tou sunìlou S_i pou eÐnai anagkastikĹ proc to sÔnolo S_{i+1}.

15 Oriakèc katanomèc

Mia katanomă pijanotătwn π pĹnw sto S lègetai oriakă katanomă an upĹrqei arqikă katanomă π_0 tètoia ÿste

π = lim_n π_0P^n.

EÔkola faÐnetai ìti an π eÐnai oriakă tìte π = πP , dhl. to diĹnusma-grammă π eÐnai aristerì idiodiĹnusma tou pÐnaka P pou antistoiqeÐ sthn idiotimă 1.

16 Jeÿrhma Perron-Frobenius

Jeÿrhma 1 (Perron-Frobenius) An P eÐnai stoqastikìc n × n pÐnakac me p_{ij} > 0 gia kĹje i kai j tìte

1. To 1 eÐnai aplă idiotimă tou P .

2. MporoÔme na dialèxoume to aristerì idiodiĹnusma thc idiotimăc 1 ÿste na èqei ìlec tou tic suntetagmènec jetikèc.

3. Oi upìloipec n − 1 idiotimèc tou P èqoun apìluth timă mikrìterh tou 1.

Apì to 1 tou Jewrămatoc 1 èpetai ìti an upĹrqei oriakă katanomă aută eÐnai monadikă mia kai to 1 eÐnai aplă idiotimă.

17 Morfă Jordan pÐnaka

An P eÐnai ènac tuqaÐoc n × n pÐnakac tìte autìc èqei pĹnta n idiotimèc, en gènei migadikèc. H morfă Jordan eÐnai mia kanonikă morfă gia ton tetrĹgwno pÐnaka: upĹrqei pĹnta ènac antistrèyimoc n × n pÐnakac Q tètoioc ÿste

QP Q^{−1} = J (3)

ìpou o pÐnakac J eÐnai thc morfăc J = J_1

J_2 . . . J_k ìpou ta blocks J_i eÐnai tetrĹgwna kai kajèna apì autĹ eÐnai eÐte thc morfăc

J_i = λ λ . . . λ (4)

dhl. diagÿnioc me mia apì tic idiotimèc tou P sth diagÿnio (thn Ðdia se ìlec tic grammèc), eÐte thc morfăc

J_i = λ 1 λ 1 . . . 1 λ (5)

dhl. me mia stajeră idiotimă sth diagÿnio, Ĺsouc sthn uperdiagÿnio kai 0 pantoÔ alloÔ.

EpÐshc, to sÔnolo twn λ pou upĹrqoun sth diagÿnio tou J eÐnai akribÿc to sÔnolo twn idiotimÿn tou P .

Lìgw tou jewrămatoc Perron-Frobenius gnwrÐzoume ìti sthn perÐptwsh pou o P eÐnai ènac stoqastikìc pÐnakac me ìla ta stoiqeÐa tou jetikĹ tìte èna apì ta blocks, ac poÔme to J_1 eÐnai 1 × 1 kai èqei thn idiotimă 1, kai se ìla ta upìloipa blocks ta λ eÐnai apolÔtwc mikrìteroi tou 1 migadikoÐ arijmoÐ.

18 Oi dunĹmeic P^n

Uyÿnontac thn (3) sth n dÔnamh paÐrnoume

QP^nQ^{−1} =

J^n_1 J^n_2 . . . J^n_k opìte prèpei na meletăsoume tic dunĹmeic J^n_i .

Sthn perÐptwsh (4) èqoume aploÔstata

J^n_i = λ^n λ^n . . . λ^n ’Ara, ektìc apì thn perÐptwsh tou J_1, tou opoÐou oi dunĹmeic paramènoun stajerèc, èqoume J^n_i → 0.

Sthn perÐptwsh (5) grĹfoume ton pÐnaka J_i = Λ+T , ìpou Λ = diag(λ, . . . , λ) (|λ| < 1) kai T èqei pantoÔ mhdenikĹ kai mìno sthn uperdiagÿnio èqei Ĺsouc.

Qrhsimopoiÿntac to diwnumikì jeÿrhma paÐrnoume (upojètoume ìti J_i eÐnai d × d)

J^n_i = (Λ + T )^n = n∑ k=0 ( n k ) Λ^kT^{n−k}

= d∑ k=0 ( n k ) Λ^{n−k}T^k. To Ĺjroisma pĹei mìno mèqri d giatÐ oi dunĹmeic tou T me ekjèth d kai pĹnw eÐnai 0 (o T^k èqei pantoÔ mhdenikĹ ektìc apì mia uperdiagÿnio se apìstash k apì th diagÿnio, ìpou èqei Ĺsouc).

PaÐrnoume ètsi kai pĹli J^n_i → 0 mia kai to Ĺjroisma èqei èna stajerì plăjoc ìrwn thc morfăc (_n k ) Λ^{n−k}T^k (me k stajerì kai n → ∞) kai enÿ to (_n k ) eÐnai poluÿnumo tou n bajmoÔ k o ìroc Λ^{n−k} fjÐnei ekjetikĹ me to n Ĺra to ginìmenì touc pĹei sto 0.

’Eqoume loipìn deÐxei ìti

lim_n QP^nQ^{−1} = lim_n J^n =

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0 ă lim_n P^n = Q^{−1}

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0 Q. EÔkola blèpei kaneÐc ìti h 1h stălh tou Q^{−1} eÐnai h [1, 1, . . . , 1]^⊤ (to dexÐ idiodiĹnusma thc idiotimăc 1) kai ìti h 1h grammă tou Q eÐnai to aristerì idiodiĹnusma π thc idiotimăc 1. Qrhsimopoiÿntac autĹ h teleutaÐa isìthta gÐnetai

lim_n P^n = π π . . . π , dhl. o pÐnakac lim_n P^n èqei ìlec tic grammèc tou Ðdiec kai Ðsec me to aristerì idiodiĹnusma tou 1.

An tÿra π_0 eÐnai opoiodăpote diĹnusma-katanomă prokÔptei

lim_n π_0P^n = π_0 π π . . . π = π.

’Eqoume dhl. deÐxei to exăc:

Jeÿrhma 2 An M eÐnai mia alusÐda Markov thc opoÐac o pÐnakac metĹbashc P èqei mìno jetikĹ stoiqeÐa tìte èqei mia kai monadikă oriakă katanomă π (to aristerì idiodiĹnusma tou P pou antistoiqeÐ sto 1) kai mĹlista gia kĹje arqikă katanomă π_0 isqÔei lim_n π_0P^n = π.

19 PerÐptwsh aperiodikăc kai anĹgwghc alusÐdac

EÐnai fusikĹ dunatì na mhn isqÔei h basikă proôpìjesh gia to prohgoÔmeno jeÿrhma, na mhn eÐnai dhl. ìloi oi suntelestèc tou pÐnaka P jetikoÐ kai kĹpoioi na eÐnai 0. Kai sthn epìmenh perÐptwsh ìmwc èqoume to Ðdio sumpèrasma.

Jeÿrhma 3 An upĹrqei dÔnamh k tètoia ÿste o pÐnakac P^k na mhn èqei mhdenikĹ stoiqeÐa tìte isqÔoun ta sumperĹsmata tou Jewrămatoc 2.

O lìgoc eÐnai ìti oi idiotimèc tou pÐnaka P^k eÐnai akribÿc oi posìthtec thc morfăc λ^k, ìpou λ diatrèqei tic idiotimèc tou P . AfoÔ loipìn to Jeÿrhma 2 isqÔei gia ton P^k prokÔptei ìti kai pĹli to 1 eÐnai aplă idiotimă tou P kai ìti oi Ĺllec idiotimèc èqoun ìlec apìluth timă mikrìterh tou 1, kai autĹ eÐnai mìno pou qrhsimopoioÔntai sthn apìdeixh tou Jewrămatoc 2. ’Ara ta sumperĹsmata tou Jewrămatoc 2 isqÔoun kai gia ton P .

Pìte mporoÔme na eÐmaste bèbaioi ìti gia kĹpoia dÔnamh tou P ja èqoume ìla ta stoiqeÐa mh mhdenikĹ?

Jeÿrhma 4 An mia alusÐda eÐnai anĹgwgh kai aperiodikă tìte gia kĹpoio ekjèth k isqÔei (P^k)_{ij} > 0 gia ìla ta i, j.

AfoÔ h alusÐda eÐnai aperiodikă kai anĹgwgh èpetai ìti gia kĹje katĹstash i to sÔnolo fusikÿn K(i) = { k ∈ N : p^k_{ii} > 0 } èqei mègisto koinì diairèth to 1 (afoÔ kaneÐc arijmìc d > 1 den diaireÐ ìla ta stoiqeÐa tou K(i)). (To sÔnolo autì eÐnai mh kenì epeidă h alusÐda eÐnai anĹgwgh kai Ĺra ìlec oi katastĹseic thc eÐnai èmmonec.)

Lămma 1 An oi fusikoÐ a_1, . . . , a_m èqoun mègisto koinì diairèth to 1 tìte to sÔnolo

{k_1a_1 + · · · + k_ma_m : k_1, . . . , k_m ∈ N}

perièqei èna telikì kommĹti tou N.

EÔkola blèpei kaneÐc ìti an èna Ĺpeiro sÔnolo èqei MKD 1 tìte upĹrqei èna peperasmèno uposÔnolo autoÔ me MKD 1. ’Estw loipìn a_1, . . . , a_m stoiqeÐa tou K(i) me MKD 1. EÐnai fanerì ìti an x, y ∈ K(i) tìte x + y ∈ K(i) (skefteÐte pĹnw sto grĹfhma thc alusÐdac). ’Ara to sÔnolo

{k_1a_1 + · · · + k_ma_m : k_1, . . . , k_m ∈ N}

perièqetai sto K(i) kai perièqei èna telikì kommĹti tou N èstw to [N(i), ∞). ’Estw tÿra M_1 = max {N(1), . . . , N(n)} kai M_2 = max_{i,j} min { k : p^k_{ij} > 0 } . Isqurizìmaste ìti an M = M_1 + M_2 tìte gia kĹje dÔo i kai j sto sÔnolo twn katastĹsewn upĹrqei èna monopĹti măkouc M pou enÿnei thn i me thn j, ă, me Ĺlla lìgia, p^M_{ij} > 0 gia kĹje i kai j.

StajeropoioÔme dÔo i kai j kai èstw k ≤ M_2 tètoio ÿste p^k_{ij} > 0, ă, me Ĺlla lìgia, upĹrqei monopĹti sto grĹfhma apì to i sto j măkouc k. Tìte ìmwc mporoÔme na pĹme apì to i sto j se qrìno akribÿc M an akoloujăsoume to proanaferjèn monopĹti măkouc k apì to i sto j kai, prin stamatăsoume, akoloujăsoume kai èna monopĹti apì to j sto j măkouc M − k prĹgma pou eÐnai dunatì afoÔ M − k ≥ M_1, kai apì ton orismì tou M_1 gia kĹje l ≥ M_1 kĹje korufă mporeÐ na sundejeÐ me ton eautì thc se qrìno l. □