Prìodoc gia thn AnĹlush II

Miq. KolountzĹkhc HrĹkleio, 15 NoembrÐou 1999

1. (a) ’Estw A ⊆ R kai a_n ∈ A^′ (shm. sussÿreushc tou A). Upojèste epÐshc pwc a_n → a ∈ R. DeÐxte ìti a ∈ A^′.

(b) ’Estw (X, ρ) metrikìc qÿroc kai A ⊆ X. To sÔnolo B ⊆ X orÐzetai wc ekeÐna ta x ∈ X gia ta opoÐa upĹrqei y ∈ A me ρ(x, y) < 1. DeÐxte ìti to B eÐnai anoiqtì.

2. (a) ’Estw f : K → R suneqăc, K ⊂ R sumpagèc. DeÐxte ìti upĹrqei x ∈ K t.ÿ. f(x) = sup_{y∈K} f(y). Dhl. gia kĹje y ∈ K èqoume f(x) ≥ f(y). (b) DeÐxte ìti se èna metrikì qÿro X opoiadăpote ènwsh anoiqtÿn eÐnai anoiqtì sÔnolo kai opoiadăpote tomă kleistÿn eÐnai kleistì sÔnolo. 3. (a) Gia poia x ∈ R sugklÐnei h seirĹ ∑_∞ n=1 n^{50}x^n;

(b) DeÐxte ìti h seirĹ ∑_∞ n=1 (_{1√} n −^{1√}_{n+1} ) sugklÐnei.

(g) DeÐxte ìti h seirĹ ∑_∞ n=1 1 nff sugklÐnei an kai mìno an α > 1. SunistĹtai na qrhsimopoiăsete to kritărio tou oloklhrÿmatoc.

4. (a) QrhsimopoieÐste thn anisìthta Cauchy - Schwartz sto R^n gia na deÐxete ìti an ∑_∞ n=1 a^2_n, ∑_∞ n=1 b^2_n < ∞ tìte ∞∑ n=1 |a_n| · |b_n| < ∞. (b) DeÐxte ìti an ∑_∞ n=1 |a_n| < ∞ tìte èqoume ∑_∞ n=1 |a_n|^p < ∞ gia kĹje p ≥ 1.

5. Poièc apì tic parakĹtw seirèc sugklÐnoun kai giatÐ;

• (a) ∑_∞ n=2 1 (log n)^{log} n .

• (b) ∑_∞ n=1 3^{−n2} .

• (g) ∑_∞ n=1 10n n! .

• (d) ∑_∞ n=1 nn n! .

• (e) ∑_∞ n=1 s_n, ìpou s_n = ∑_∞ k=n 1 k^2 .

H diĹrkeia thc exètashc eÐnai 3 ÿrec, me kleistèc ìlec tic shmeiÿseic. KALH EPITUQIA