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Οµάδα ασκήσεων Νο 8

Πρόβληµα 1. Αν είναι xj = a+ jh, µε h = (b− a)/N, j = 0, 1, . . . , N , δείξτε ότι∣∣∣∣∣∣
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για x ∈ [a, b].
Αν a = −1, b = 1 πώς πρέπει να επιλέξετε τα σηµεία xj ώστε να ελαχιστοποιήσετε την ποσότητα

sup
x∈[−1,1]
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Πρόβληµα 2. ΄Εστω το γενικό πολυώνυµο ϐαθµού N :

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ aNxN .

Ας υποθέσουµε ότι στον υπολογιστή σας ο πολλαπλασιασµός παίρνει πολύ περισσότερο χρόνο από
την πρόσθεση (αυτό ίσχυε πραγµατικά στους υπολογιστές πριν από 3 δεκαετίες). Βρείτε ένα τρόπο
να υπολογίζετε το p(x) χρησιµοποιώντας µόνο ≤ N πολλαπλασιασµούς.

Πρόβληµα 3. ∆είξτε ότι τα πολυώνυµα

xk(1− x)N−k, k = 0, 1, . . . , N,

αποτελούν ϐάση του χώρου PN .

Πρόβληµα 4. ΄Εστω x0, x1, . . . , xN διαφορετικοί πραγµατικοί αριθµοί και

Lj(x) =
∏
i 6=j

x− xi
xj − xi

, j = 0, 1, . . . , N,

τα αντίστοιχα πολυώνυµα Lagrange. ∆είξτε ότι

L0(x) + L1(x) + · · ·+ LN (x) = 1, ∀x ∈ R.
∆είξτε επίσης ότι

x0L0(x) + x1L1(x) + · · ·+ xNLN (x) = x, ∀x ∈ R.
Πώς µπορείτε να γράψετε το πολυώνυµο x3 ως γραµµικό συνδυασµό των Lj(x) (υποθέστε ϕυσικά
ότι N ≥ 3);

Πρόβληµα 5. ΄Εστω x0, x1, . . . , xN διαφορετικοί πραγµατικοί αριθµοί και d0, d1, . . . , dN ∈ C. Ας
υποθέσουµε ότι το πολυώνυµο q0(x), ϐαθµού ≤ N − 1, παρεµβάλλει τις τιµές d0, d1, . . . , dN−1 στα
σηµεία x0, x1, . . . , xN−1 και, οµοίως, ότι το πολυώνυµο q1(x), ϐαθµού ≤ N − 1, παρεµβάλλει τις
τιµές d1, d2, . . . , dN στα σηµεία x1, x2, . . . , xN . ∆είξτε ότι το πολυώνυµο

q(x) =
xN − x

xN − x0
q0(x) +

x− x0
xN − x0

q1(x)

είναι ϐαθµού ≤ N και παρεµβάλλει τις τιµές d0, d1, . . . , dN στα σηµεία x0, x1, . . . , xN .


