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KEF�ALAIO 1

Epagwg 

§1. H mèjodoc sthn apl  thc morf 

H mèjodoc thc majhmatik c epagwg c qrhsimopoieÐtai gia na apodeÐxoume prot�seic oi opoÐec
exart¸ntai, sthn aploÔsterh perÐptwsh, apì mia akèraia metablht , h opoÐa sun jwc, all�
ìqi p�nta, sumbolÐzetai me to gr�mma n. SumbolÐzoume sun jwc me P (n) thn prìtash aut .
'Etsi, P (0) shmaÐnei ìti h prìtash eÐnai alhj c gia n = 0, P (1) ìti eÐnai alhj c gia n = 1,
k.o.k. Skopìc mac eÐnai na deÐxoume thn al jeia thc P (n), gia n ≥ n0, ìpou n0 eÐnai ènac
akèraioc, sun jwc mh arnhtikìc, arijmìc. Jèloume me �lla lìgia na deÐxoume thn al jeia
twn prot�sewn

P (n0), P (n0 + 1), P (n0 + 2), . . . .

H mèjodoc, loipìn, thc epagwg c gia thn apìdeixh thc prìtashc

(1) gia k�je n ≥ n0 : P (n),

sunÐstatai sthn apìdeixh twn ex c dÔo prot�sewn:

(2) P (n0)

kai

(3) gia k�je n ≥ n0 : P (n)⇒ P (n+ 1).

Gia na deÐxoume dhl. ìti isqÔei h prìtash gia ìlec tic timèc tou n pou jèloume, dhl. gia
n ≥ n0, deÐqnoume pr¸ta ìti isqÔei gia n = n0 kai epÐshc deÐqnoume ìti an isqÔei gia mia
tim  tou n tìte isqÔei kai gia thn epìmenh, dhl. gia to n + 1. H (2) onom�zetai arqik   
basik  perÐptwsh kai h (3) onom�zetai epagwgikì b ma. H upìjesh P (n) sto epagwgikì
b ma onom�zetai epagwgik  upìjesh.

Par�deigma 1.1. Na deiqteÐ ìti, gia n ≥ 1,

(4) 1 + 2 + · · ·+ n =
1

2
n(n+ 1).

Ed¸ h arqik  tim  thc paramètrou n eÐnai n = 1, opìte elègqoume pr¸ta ap' ìla an isqÔei h
prìtash gia n = 1. Profan¸c to ariserì mèloc isoÔtai me 1 en¸, antikajist¸ntac, blèpoume
ìti to Ðdio isqÔei kai gia to dexÐ. 'Ara isqÔei h basik  perÐptwsh kai proqwroÔme na deÐxoume
to epagwgikì b ma.

H epagwgik  upìjesh eÐnai t¸ra h (4) (me thn upìjesh p�nta ìti n ≥ 1) kai prèpei qrhsimo-
poi¸ntac thn na deÐxoume thn Ðdia prìtash ìpou to n èqei antikatastajeÐ me n+1, thn isìthta
dhlad 

(5) 1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
1

2
(n+ 1)(n+ 2).
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6 1. EPAGWGH

'Omwc, qrhsimopoi¸ntac thn (4) (afair¸ntac thn (4) apì thn (5) kat� mèlh) h (5) eÐnai iso-
dÔnamh me thn isìthta

n+ 1 =
1

2
(n+ 1)(n+ 2)− 1

2
n(n+ 1)

pou eÔkola elègqoume me aplèc pr�xeic ìti isqÔei. DeÐxame loipìn kai to epagwgikì b ma
opìte h epagwgik  apìdeixh eÐnai pl rhc.

Parat rhsh 1.1. EÐnai shmantikì na tonÐsoume ìti gia na mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ h mèjodoc
thc epagwg c prèpei h par�metroc thc prìtashc (n sto prohgoÔmeno par�deigma) aparaÐthta
na paÐrnei timèc se èna sÔnolo (sto prohgoÔmeno par�deigma  tan oi fusikoÐ arijmoÐ) pou na
mporeÐ na exantlhjeÐ an xekin soume apì th basik  perÐptwsh kai proqwr�me k�je for� kat�
èna.

'Etsi de mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ h mèjodoc thc epagwg c ìtan p.q. h par�metroc mporeÐ na
p�rei opoiad pote pragmatik  tim .

Ac doÔme, gia par�deigma, thn prìtash

P (x) : o pragmatikìc arijmìc x eÐnai akèraioc.

To P (0) profan¸c isqÔei kai to Ðdio isqÔei kai h sunepagwg  P (x) ⇒ P (x + 1), den isqÔei
ìmwc h prìtash gia ìlec tic (pragmatikèc) timèc thc paramètrou x, all� mìno gia ìsec eÐnai
prositèc apì to basikì arijmì 0 me diadoqikèc aux seic kat� 1, eÐnai dhl. alhj c gia touc
fusikoÔc arijmoÔc all� ìqi gia ìlouc touc pragmatikoÔc.

Askhsh 1.1. DeÐxte epagwgik� ìti gia n ≥ 1 isqÔei

(6) 12 + 22 + · · ·+ n2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1).

Par�deigma 1.2. Na deiqteÐ ìti 2n > n3 gia n ≥ 10.

Gia thn arqik  tim  n = 10 prèpei na deÐxoume

210 = 1024 > 103 = 1000,

pou isqÔei.

Gia to epagwgikì b ma upojètoume ìti n ≥ 10 kai ìti 2n > n3 kai prèpei na deÐxoume ìti
2n+1 > (n+ 1)3.

Pollaplasi�zontac thn epagwgik  mac upìjesh me 2 paÐrnoume 2n+1 > 2n3. ArkeÐ loipìn na
deÐxoume ìti, gia n ≥ 10, isqÔei 2n3 ≥ (n+ 1)3. Aut  gr�fetai isodÔnama wc

(21/3n)3 ≥ (n+ 1)3,

 

21/3n ≥ n+ 1,

 

n ≥ 1

21/3 − 1
,

pou isqÔei gia n ≥ 10 afoÔ isqÔei gia n = 10 (aplèc pr�xeic).
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Askhsh 1.2. Ac deÐxoume epagwgik� thn ex c prìtash: gia k�je sÔnolo apì n �loga (n ≥ 1)
ìla èqoun to Ðdio qr¸ma. Gia n = 1 �logo h prìtash eÐnai profan¸c alhjin . Ac deÐxoume kai
to epagwgikì b ma. Upojètoume ìti isqÔei h prìtash gia n �loga kai th deÐqnoume gia n+ 1.
'Estw loipìn �loga a1, a2, . . . , an, an+1. Apì thn epagwgik  upìjesh ta n �loga a1, . . . , an
èqoun ìla to Ðdio qr¸ma. EpÐshc apì thn epagwgik  upìjesh ta n �loga a2, . . . , an+1 èqoun
ìla to Ðdio qr¸ma. 'Ara èqoun ìla ta �loga to Ðdio qr¸ma.

PoÔ eÐnai to l�joc?

Askhsh 1.3. Oi arijmoÐ Fibonacci Fi, i ≥ 1, orÐzontai anadromik� apì

F1 = F2 = 1, kai Fn = Fn−1 + Fn−2 gia n > 2.

DeÐxte me epagwg  ìti gia n ≥ 1 o arijmìc F3n eÐnai �rtioc.

Askhsh 1.4. Gia thn akoloujÐa Fibonacci thc 'Askhshc 1.3 deÐxte ìti isqÔei gia n ≥ 1

F 2
n+2 − F 2

n+1 = FnFn+3.

1
2

3

4

5
6

7

8

9 10
11

Sqhma 1.1. Tèssereic eujeÐec pou orÐzoun 11 qwrÐa sto epÐpedo

Askhsh 1.5. DÐnontai n eujeÐec sto epÐpedo. Se pìsa to polÔ qwrÐa qwrÐzoun autèc to
epÐpedo? (DeÐte to Sq ma 1.1.)

Askhsh 1.6. Se mÐa q¸ra k�je mia apì tic n ≥ 2 pìleic thc sundèetai me k�je �llh me èna
monìdromo. Dhl. an A kai B eÐnai dÔo apì tic pìleic tìte up�rqei eÐte o drìmoc apì to A
sto B eÐte o drìmoc apì to B sto A, all� den xèroume poioc. DeÐxte ìti up�rqei trìpoc na
xekin sei kaneÐc apì mÐa pìlh thc q¸rac aut c kai na episkefteÐ k�je �llh, akrib¸c mÐa for�,
kinoÔmenoc p�nw sto up�rqon odikì dÐktuo (kai sebìmenoc touc monìdromouc).

Askhsh 1.7. DeÐxte ìti gia k�je x ∈ R\{1} isqÔei o tÔpoc gia thn peperasmènh gewmetrik 
seir�

(7) 1 + x+ x2 + · · ·+ xn =
1− xn+1

1− x
, n ≥ 1.

Apì autì deÐxte ìti, an |x| < 1, tìte gia thn �peirh gewmetrik  seir� isqÔei

(8)
∞∑
k=0

xk = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · = 1

1− x
.
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Askhsh 1.8. An upojèsame ìti den gnwrÐzate ton tÔpo gia thn peperasmènh gewmetrik 
seir� thc 'Askhshc 1.7, p¸c ja brÐskate èna tÔpo gia to aristerì mèloc thc (7)? Upìdeixh:
Onom�ste A to aristerì mèloc thc (7) kai breÐte mia exÐswsh gia to A prosjètontac xn+1 kai
sta dÔo mèlh kai emfanÐzontac to A kai sto aristerì mèloc.

Askhsh 1.9. ApodeÐxte ìti gia R > 0, n ≥ 0 isqÔei o tÔpoc

(R(cosx+ i sinx))n = Rn(cosnx+ i sinnx).

Ed¸ i eÐnai o migadikìc arijmìc me thn idiìthta i2 = −1. Aut  h idiìthta tou i arkeÐ gia
na deÐxete to zhtoÔmeno (ja qreiasteÐte kai touc tÔpouc gia cos(a + b), sin(a + b) mèsw twn
trigwnometrik¸n arijm¸n twn a, b).

Askhsh 1.10. 'Estw n ≥ 0 kai ìti èqoume mia skakièra me 2n × 2n tetr�gwna apì thn
opoÐa k�poioc èqei afairèsei èna tetr�gwno (thn èqei trup sei). 'Eqoume epÐshc sth di�jes 
mac aperiìrista <<triìmina>>, pou eÐnai xÔlina komm�tia apì 3 tetr�gwna (Ðdia tetr�gwna me
thc skakièrac) se sq ma G. ApodeÐxte ìti eÐnai dunatì na kalÔyete akrib¸c thn truphmènh
skakièra me triìmina, qwrÐc aut� na allhloepikalÔptontai.

Askhsh 1.11. ApodeÐxte ìti gia n ≥ 1 o arijmìc 7 diaireÐ thn posìthta 2n+2 + 32n+1.

1.1 'Olec oi prohgoÔmenec peript¸seic wc epagwgik  upìjesh

H mèjodoc thc legìmenhc isqur c majhmatik c epagwg c apodeiknÔei thn al jeia miac prìta-
shc P (n), gia n ≥ n0, deÐqnontac kat' arq n thn al jeia thc prìtashc P (n0) (se autì tau-
tÐzetai me th sunhjismènh epagwg ) all� to epagwgikì b ma sunÐstatai sthn apìdeixh thc
sunepagwg c

P (n0), P (n0 + 1), . . . , P (n− 1), P (n)⇒ P (n+ 1).

Me �lla lìgia, gia na deÐxoume thn prìtash P (n + 1) mac epitrèpetai na qrhsimopoi soume
thn al jeia ìlwn twn prohgoumènwn peript¸sewn, kai ìqi mìno thc amèswc prohgoÔmenhc.

Par�deigma 1.3. Pr¸toc lègetai ènac fusikìc arijmìc megalÔteroc tou 1 an oi mìnoi diai-
rètec tou eÐnai to 1 kai o eautìc tou. DeÐqnoume ìti k�je fusikìc arijmìc n ≥ 2 eÐnai ginìmeno
pr¸twn arijm¸n (isqÔei kai monadikìthta tou anaptÔgmatoc autoÔ all� den to apodeiknÔoume
autì ed¸).

H basik  perÐptwsh eÐnai h n = 2. AfoÔ to 2 eÐnai pr¸toc arijmìc h prìtash isqÔei. 'Estw
t¸ra n > 2 kai ac upojèsoume ìti h prìtash isqÔei gia ìlec tic mikrìterec timèc. Upojètoume
dhl. ìti an 2 ≤ k < n tìte o fusikìc arijmìc k mporeÐ na grafeÐ sa ginìmeno pr¸twn arijm¸n.
OfeÐloume na deÐxoume, qrhsimopoi¸ntac aut  thn upìjesh, oti kai o n gr�fetai sa ginìmeno
pr¸twn.

An o n eÐnai pr¸toc arijmìc tìte isqÔei fusik� autì. 'Ara mporoÔme na upojèsoume oti o
n den eÐnai pr¸toc. Autì shmaÐnei ìti up�rqei k�poioc fusikìc arijmìc k, diaforetikìc apì
to 1 kai apì to n, pou diaireÐ to n. Autì sunep�getai ìti 1 < k < n, �ra, sÔmfwna me thn
epagwgik  upìjesh, oi arijmoÐ k kai n/k (gia ton opoÐo epÐshc isqÔei 1 < n/k < n) gr�fontai
sa ginìmeno pr¸twn. To Ðdio isqÔei sunep¸c kai gia ton n pou isoÔtai me to ginìmenì touc.

Prìblhma Nèo 1. DeÐxte ìti k�je fusikìc arijmìc n ≥ 0 mporeÐ na grafteÐ sth morf 

n = nk2
k + nk−12

k−1 + · · ·+ n12 + n0



1. EPAGWGH 9

gia k�poio fusiikì k ≥ 1 kai arijmoÔc n0, n1, . . . , nk ∈ {0, 1}. (Autì onom�zetai duadikì
an�ptugma tou n kai mporeÐte eÔkola na deÐxete ìti eÐnai monadikì.)

Askhsh 1.12. K�je akèraia axÐa n ≥ 12 mporeÐ na ftiaqteÐ me kèrmata axÐac 4 kai 5.

Askhsh 1.13. H akoloujÐa an, n ≥ 1, orÐzetai apì touc tÔpouc

a1 = 1, a2 = 3, an = an−1 + an−2 (n ≥ 3).

DeÐxte ìti an < (7/4)n, gia n ≥ 1.

Askhsh 1.14. H akoloujÐa an, n ≥ 1, orÐzetai apì touc tÔpouc

a1 = 1, a2 = 1, an = an−1 + an−2 (n ≥ 3).

DeÐxte ìti gia n ≥ 1 èqoume an = an−bn
a−b ìpou a = (1 +

√
5)/2, b = (1−

√
5)/2

§2. Proqwrhmènh qr sh thc epagwg c

2.1 <<Mproc-pÐsw>> epagwg 

Merikèc forèc h mèjodoc epagwg c gia thn apìdeixhc miac prìtashc P (n) mporeÐ na tropo-
poihjeÐ ¸ste antÐ gia na apodeiknÔoume to epagwgikì b ma P (n) ⇒ P (n + 1), pr�gma pou
mporeÐ na eÐnai dÔskolo na gÐnei, apodeiknÔoume ìti h prìtash P (n) sunep�getai to P (k) gia
k�poio k polÔ megalÔtero tou n+1, all� tautìqrona apodeiknÔoume kai ìti P (n+1)⇒ P (n).
MazÐ autèc oi dÔo sunepagwgèc sunep�gontai thn al jeia thc prìtashc gia ìla ta n, afoÔ
h proc ta emprìc sunepagwg  mac epitrèpei na apodeÐxoume thn isqÔ thc prìtashc gia mia
�peirh akoloujÐa apì timèc tou n en¸ me th deÔterh sunepagwg  <<gurÐzoume proc ta pÐsw kai
gemÐzoume ta ken�>>.

Par�deigma 1.4. Ac apodeÐxoume thn anisìthta gewmetrikoÔ-arijmhtikoÔ mèsou: an n ≥ 1
kai a1, a2, . . . , an ≥ 0 tìte

(9) (a1 · a2 · · · an)1/n ≤ a1 + a2 + · · ·+ an
n

.

To aristerì mèloc thc (9) lègetai gewmetrikìc mèsoc twn arijm¸n a1, a2, . . . , an en¸ to dexÐ
mèloc eÐnai o arijmhtikìc touc mèsoc.

Kat' arq n apodeiknÔoume thn prìtash gia n = 2 opìte kai gÐnetai

(a1a2)
1/2 ≤ a1 + a2

2
,

h opoÐa, met� apì lÐgec pr�xeic, an�getai sthn anisìthta (a1− a2)
2 ≥ 0 pou profan¸c isqÔei.

DeÐqnoume èpeita ìti an h (9) isqÔei gia to n tìte isqÔei kai gia to 2n. Pr�gmati an
a1, a2, . . . , a2n ≥ 0 kai jèsoume

A =
1

n
(a1 + · · ·+ an), a = (a1 · a2 · · · an)1/n,

B =
1

n
(an+1 + · · ·+ a2n), b = (an+1 · · · a2n)1/n
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tìte apì thn perÐptwsh 2 kai thn perÐptwsh n èqoume

a1 + · · ·+ a2n

2n
=
A+B

2
(pr�xeic)

≥ a+ b

2
(perÐptwsh n)

≥ (ab)1/2 (perÐptwsh 2)

= (a1 · · · a2n)1/(2n) (pr�xeic).

Mèqri stigm c loipìn èqoume deÐxei ìti h prìtash isqÔei gia ìla ta n pou eÐnai dun�meic tou
2. To epìmeno b ma eÐnai na apodeÐxoume ìti an isqÔei h prìtash gia to n tìte isqÔei kai gia
to n− 1, kai autì sumplhr¸nei thn apìdeixh gia ìla ta n.

Ac upojèsoume loipìn ìti isqÔei h anisìthta (9) gia k�poio n kai ac eÐnai a1, . . . , an−1 ≥ 0
k�poioi mh arnhtikoÐ arijmoÐ. Epilègoume an = C := a1+···+an−1

n−1
, antikajistoÔme sthn (9),

lÔnoume wc proc C kai prokÔptei to zhtoÔmeno (eÔkolec pr�xeic).

2.2 Pollapl  epagwg 

Pollèc forèc h prìtash pou jèloume na deÐxoume exart�tai apì perissìterec apì mÐa pa-
ramètrouc. MporeÐ, gia par�deigma, na prokeitai gia mia prìtash P (m,n) pou exart�tai apì
dÔo paramètrouc m,n ≥ 0. H mèjodoc thc epagwg c mporeÐ merikèc forèc na efarmosteÐ
kai se tètoiec peript¸seic. Sthn aploÔsterh perÐptwsh to prìblhma antimetwpÐzetai sa mia
epallhlÐa monoparametrik¸n problhm�twn.

Se mia tupik  tètoia perÐptwsh apodeiknÔetai pr¸ta h prìtash P (0, 0), kai met� deÐqnoume th
sunepagwg 

(10) P (m,n)⇒ P (m+ 1, n).

Me mìna aut� ta dÔo b mata sto <<oplost�siì>> mac de mporoÔme akìmh na xefÔgoume apì th
gramm  n = 0. An ìmwc apodeÐxoume kai th sunepagwg 

(11) (∀m ≥ 0 ∀k < n P (m, k))⇒ P (0, n),

tìte èqoume mia pl rh apìdeixh gia ìla ta zeÔgh twn tim¸n (m,n).

Ac perigr�youme lÐgo to ti shmaÐnoun autèc oi sunepagwgèc pou moi�zoun (kai eÐnai) arket�
aujaÐretec. Autì pou jèloume eÐnai na apodeÐxoume thn al jeia thc prìtashc P (m,n) se ìla
ta akèraia shmeÐa tou tetarthmorÐou m,n ≥ 0 tou epipèdou. Ac anaferjoÔme sto Sq ma 1.2
ìpou parist�netai sqhmatik� to tetarthmìrio autì.

Me to basikì b ma thc epagwg c apodeiknÔoume thn al jeia thc P (·, ·) sto shmeÐo (0, 0). Met�
thn apìdeixh thc (10) mporoÔme epekteÐnoume thn al jeia thc P (·, ·) se ìlo to (hmi�peiro)
<<koutÐ A>>, pou apoteleÐtai apì ìla ta shmeÐa tou tÔpou (·, 0). Kai autì giatÐ to nìhma thc
sunepagwg c (10) eÐnai ìti h al jeia thc prìtashc epekteÐnetai apì k�je shmeÐo sto amèswc
dexi� tou.

Gia na epekteÐnoume thn al jeia thc P (·, ·) kai proc ta p�nw qrei�zetai na èqoume kai èna
<<kanìna>> pou na sun�gei thn al jeia thc P (·, ·) se èna shmeÐo gnwrÐzontac thn al jeia aut c
se shmeÐa pou eÐnai austhr� qamhlìtera. Autìc eÐnai akrib¸c o rìloc thc sunepagwg c (11).
An, gia par�deigma, gnwrÐzoume ìti h P alhjeÔei sto <<koutÐ B>>, dhl. se ìla ta shmeÐa tou
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m

n

koutÐ B

shmeÐo C

(0, 0)

koutÐ A

Sqhma 1.2. Dipl  epagwg 

tÔpou (m, k), ìpou to m eÐnai otid pote kai k < n, sumperaÐnoume tìte ìti h P (0, n) (sto
<<shmeÐo C >>) isqÔei. Me shmeÐo afethrÐac t¸ra to shmeÐo C kai qrhsimopoi¸ntac xan� th
sunepagwg  10 epekteÐnoume thn al jeia thc P sth gramm  akrib¸c p�nw apì to koutÐ B.
SuneqÐzontac me autì ton trìpo ep' �peiron blèpoume ìti h prìtash alhjeÔei pantoÔ sto
tetarthmìrio pou mac endiafèrei.

Prèpei na tonÐsoume ed¸ ìti up�rqoun polloÐ trìpoi na gÐnei h epagwg  se parap�nw apì
mÐa metablht , kai ìti autìc pou anafèrame parap�nw eÐnai apl� ènac apì autoÔc. Autì pou
qrei�zetai se mia efarmog  thc epagwg c eÐnai èna epagwgikì b ma pou na mporeÐ na <<kalÔyei>>
ìlo to sÔnolo twn tim¸n pou paÐrnoun oi par�metroi (m kai n ston trìpo pou perigr�yame
parap�nw) xekin¸ntac apì merikèc aplèc basikèc peript¸seic. IdoÔ èna �llo par�deigma:
ac upojèsoume ìti oi par�metroi m kai n thc prìtas c mac paÐrnoun ìlec touc fusikoÔc
arijmoÔc wc timèc kai ìti mporoÔme eÔkola na apodeÐxoume thn prìtas  mac an m = 0   an
n = 0 (sunoriakèc sunj kec). EpÐshc, gia k�je zeÔgoc tim¸n m kai n ìpou kai ta dÔo eÐnai
toul�qiston 1, h al jeia thc prìtashc prokÔptei apì thn al jeia thc prìtashc sta shmeÐa
(m−1, n−1) kai (m−1, n) (ta shmeÐa akrib¸c arister� kai arister�-k�tw apì to (m,n) sto
Sq ma 1.2). Tìte h prìtash alhjeÔei gia ìla tam,n ≥ 0 afoÔ gia opoiod pote tètoio zeÔgoc
mporeÐ kaneÐc me diadoqikèc anagwgèc na odhghjeÐ na exart�tai apì thn al jeia thc prìtashc
sto sÔnoro tou tetarthmorÐou, ìpou gnwrÐzoume ìti aut  isqÔei. DeÐte kai thn 'Askhsh 1.15.

Askhsh 1.15. H akoloujÐa a(n, k) orÐzetai gia n, k ≥ 0, kai ikanopoieÐ ta parak�tw.

a(n, 0) = 1, (n ≥ 0),

a(n, k) = 0, (n < k),

kai

a(n, k) = a(n− 1, k − 1) + a(n− 1, k), (n ≥ k ≥ 1).

DeÐxte ìti gia n ≥ k ≥ 1 isqÔei

a(n, k) =
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

1 · 2 · 3 · · · k
.
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2.3 EnisqÔontac thn prìtash pou jèloume na deÐxoume

Pollèc forèc, kai par' ìti ek pr¸thc ìyewc mporeÐ na faÐnetai par�doxo, ìtan p�me na
deÐxoume me epagwg  mia prìtash P eÐnai eukolìtero na deÐxoume mia isqurìterh prìtash Q,
mia prìtash dhl. gia thn opoÐa na isqÔei gia k�je n h sunepagwg  Q(n)⇒ P (n).

Autì den eÐnai kai tìso perÐergo an skeftoÔme ìti sto epagwgikì b ma (3) h prìtash P
emfanÐzetai sto sumpèrasma all� kai sthn upìjesh. Dhl. nai men duskoleÔoume k�pwc th
zw  mac (pern¸ntac apì thn P sthn Q) afoÔ èqoume na apodeÐxoume k�ti duskolìtero apì
prin, enisqÔoume ìmwc tautìqrona kai thn epagwgik  mac upìjesh opìte den eÐnai profanèc
ìti q�noume. Se pollèc periptwseic kerdÐzoume sthn eukolÐa apìdeixhc.

Par�deigma 1.5. Na deiqteÐ ìti o arijmìc 1 + 3 + 5 + · · ·+ 2n− 1 (�jroisma twn pr¸twn n
peritt¸n fusik¸n arijm¸n) eÐnai tèleio tetr�gwno gia n ≥ 1.

Ac gr�youme gia aplìthta Sn = 1 + 3 + · · ·+ 2n− 1, opìte Sn+1 = Sn + 2n + 1. Gia n = 1
profan¸c isqÔei h prìtash afoÔ S1 = 1 = 12.

Gia to epagwgikì b ma upojètoume ìti isqÔei Sn = t2 gia k�poio akèraio t. 'Eqoume tìte

Sn+1 = Sn + 2n+ 1 = t2 + 2n+ 1.

Dustuq¸c apì dw kai pèra den up�rqei trìpoc na deÐxoume ìti h posìthta t2 + 2n + 1 eÐnai
tèleio tetr�gwno.

An ìmwc antÐ na deÐxoume thn prìtash

P (n) : Sn eÐnai tèleio tetr�gwno

deÐxoume thn isqurìterh prìtash
Q(n) : Sn = n2,

h opoÐa profan¸c sunep�getai thn P (n), tìte mac lÔnontai ta qèria, afoÔ parap�nw apì thn
epagwgik  upìjesh t = n kai se aut  thn perÐptwsh h posìthta t2 + 2n + 1 eÐnai Ðsh me
(n+ 1)2, kai èqoume loipìn deÐxei to epagwgikì b ma.

Askhsh 1.16. (Anisìthta Bernoulli) DeÐxte me epagwg  wc proc n ìti gia k�je fusikì arijmì
n ≥ 0 kai pragmatikì arijmì x ≥ −1 isqÔei

(12) (1 + x)n ≥ 1 + nx.

Dokim�ste t¸ra na deÐxete me epagwg  thn asjenèsterh anisìthta (1 + x)n ≥ nx.

§3. Efarmog : To je¸rhma tou G�mou (Hall)

'Estw X èna, peperasmèno   �peiro, sÔnolo kai A1, . . . , An ⊆ X èna sÔsthma uposunìlwn
tou X. Gia aplìthta mporoÔme na jewr soume ìti to sÔnolo X eÐnai peperasmèno, an kai
ìlec oi apodeÐxeic isqÔoun kai gia �peiro X (all� p�nta ta Ai prèpei na eÐnai peperasmèna).

Orismìc 1.1. Ta stoiqeÐa x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An onom�zontai èna sÔsthma xènwn antipro-
s¸pwn (SXA) gia to sÔsthma sunìlwn A1, . . . , An an ta x1, . . . , xn eÐnai ìla diaforetik�.

To prìblhma pou ja mac apasqol sei eÐnai na broÔme sunj kec gia thn Ôparxh enìc SXA gia
èna sÔsthma sunìlwn

F = {A1, . . . , An}.
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H onomasÐa �je¸rhma tou G�mou� proèrqetai apì thn ex c analogÐa: upojètoume ìti èqoume
n gunaÐkec Γ1, . . . ,Γn kai ìti Ai eÐnai to sÔnolo twn andr¸n pou apodèqetai h gunaÐka Γi wc
suzÔgouc. To er¸thma eÐnai pìte mporoÔme na dialèxoume apì èna sÔzugo gia k�je gunaÐka,
apì autoÔc pou apodèqetai, kai diaforetikì gia k�je gunaÐka. Autì loipìn gÐnetai an kai mìno
an h oikogèneia uposunìlwn A1, . . . , An (tou sunìlou ìlwn twn andr¸n) èqei k�poio sÔsthma
xènwn antipros¸pwn.

Orismìc 1.2. Gia k�je J ⊆ [n] orÐzoume

A(J) = AF(J) =
⋃
j∈J

Aj.

O deÐkthc F ja paraleÐpetai ìtan den up�rqei prìblhma sÔgqishc.

EÐnai fanerì pwc an to sÔsthma F èqei èna SXA {x1, . . . , xn} tìte èqoume
(13) ∀J ⊆ [n] : |A(J)| ≥ |J |.
Autì giatÐ to sÔnolo A(J) perièqei toul�qiston ta xj, j ∈ J , ta opoÐa ex orismoÔ eÐnai ìla
diaforetik�.

H sunj kh (13) lègetai sunj kh tou Hall kai to epìmeno je¸rhma mac lèei ìti ektìc apì
anagkaÐa eÐnai kai ikan  gia thn Ôparxh enìc SXA gia to sÔsthma sunìlwn F .

Je¸rhma 1.1. (To je¸rhma tou G�mou)
To sÔsthma sunìlwn F èqei SXA an kai mìno an isqÔei h sunj kh tou Hall (13).

Apodeixh. Epagwg  wc prìc n. Gia n = 1 to je¸rhma eÐnai profanèc. Upojètoume
pwc isqÔei mèqri kai n − 1. Estw F = {A1, . . . , An} èna sÔsthma uposunìlwn tou X pou
ikanopoieÐ thn (13). Ena sÔnolo J ⊂ [n], J 6= ∅, [n], lègetai krÐsimo an |A(J)| = |J |.
PerÐptwsh 1h: Den up�rqei krÐsimo sÔnolo J .
Apì thn (13) to A1 èqei toul�qiston èna stoiqeÐo, èstw x1. JewroÔme t¸ra to sÔsthma
uposunìlwn tou X \ {x1}

F ′ = {A′2, . . . , A′n},
me A′j = Aj \ {x1}, j = 2, . . . , n. Estw J ⊆ {2, . . . , n}. AfoÔ to J den eÐnai krÐsimo gia to
sÔsthma F èqoume

|AF ′(J)| ≥ |AF(J)| − 1

> |J | − 1

≥ |J |,
�ra h sunj kh tou Hall (13) isqÔei gia to sÔsthma F ′. Apì thn epagwgik  upìjesh up�rqei
èna SXA x2, . . . , xn gia to F ′. EÐnai eÔkolo tìte na deÐ kaneÐc pwc ta x1, x2, . . . , xn eÐnai èna
SXA gia to F .
PerÐptwsh 2h: Up�rqei k�poio krÐsimo sÔnolo.
Estw J èna krÐsimo sÔnolo me to el�qisto dunatì mègejoc. Gia aploÔsteush mporoÔme na
jewr soume ìti J = {1, . . . , k}. Eqoume tìte |A(J)| = |J |. AfoÔ h sunj kh tou Hall isqÔei
gia to sÔsthma F eÐnai fanerì ìti ja isqÔei kai gia to sÔsthma A1, . . . , Ak uposunìlwn tou
A(J). AfoÔ k < n sumperaÐnoume apì thn epagwgik  upìjesh pwc up�rqei SXA x1, . . . , xk ∈
A(J) gia ta A1, . . . , Ak.



14 1. EPAGWGH

Ja deÐxoume ìti up�rqei kai èna SXA gia ta sÔnola Ak+1, . . . , An me ìlouc touc antipros¸pouc
/∈ A(J), kai ètsi ja èqei oloklhrwjeÐ h apìdeixh. Gi�utì ja deÐxoume ìti isqÔei h sunj kh
tou Hall gia to sÔsthma F ′ =

{
A′k+1, . . . , A

′
n

}
uposunìlwn tou X \ A(J), me

A′j = Aj \ A(J), j = k + 1, . . . , n.

Estw loipìn I ⊆ {k + 1, . . . , n}. Prèpei na deÐxoume |AF ′(I)| ≥ |I|.
Apì th sunj kh tou Hall gia to arqikì sÔsthma F èqoume

|AF(I ∪ J)| ≥ |I ∪ J | = |I|+ |J |.

All� eÐnai fanerì ìti epÐshc èqoume

AF(I ∪ J) = AF ′(I) ∪ AF(J),

ìpou h ènwsh eÐnai xènh.

Epetai ìti

|AF ′(I)| = |AF(I ∪ J)| − |AF(J)|
= |AF(I ∪ J)| − |J |
≥ |I ∪ J | − |J |
= |I|+ |J | − |J |
= |I|,

pou eÐnai autì pou jèlame na deÐxoume. Ara to sÔsthma F ′ èqei SXA tou opoÐou h ènwsh me
to SXA {x1, . . . , xk} tou sust matoc A1, . . . , Ak, mac dÐnei èna SXA gia to arqikì sÔsthma
F . �

§4. Prìtupo Diag¸nisma gia �skhs  sac

Askhsh 1.17. DeÐxte ìti o arijmìc 8 diaireÐ to 9k − 1 gia k ≥ 1.

Askhsh 1.18. DeÐxte ìti gia n ≥ 0 kai 0 ≤ k ≤ n èqoume

dk

dxk
xn =

n!

(n− k)!
xn−k.

Askhsh 1.19. DeÐxte epagwgik� ìti gia n ≥ 1 isqÔei

(14) 13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2.

Askhsh 1.20. DeÐxte thn isìthta ∑
{a1,...,ak}⊆[n]

1

a1a2 · · · ak
= n+ 1,

ìpou sto �jroisma up�rqei akrib¸c ènac prosjetèoc gia k�je èna apì ta uposÔnola {a1, . . . , ak}
tou [n] = {1, 2, . . . , n}.
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Sqhma 1.3. KÔkloi pou orÐzoun qwrÐa sto epÐpedo

Askhsh 1.21. DÐnontai n kÔkloi sto epÐpedo. (DeÐte to Sq ma 1.3.) AutoÐ orÐzoun k�poia
qwrÐa. DeÐxte ìti aut� mporoÔn na qrwmatistoÔn kìkkina   mplè me tètoio trìpo ¸ste qwrÐa
pou èqoun koinì sÔnoro (ìqi apl¸c koin  gwnÐa all� olìklhro tìxo wc koinì sÔnoro) na
èqoun diaforetikì qr¸ma.

Oi kÔkloi brÐskontai se genik  jèsh: k�je dÔo apì autoÔc eÐte tèmnontai eÐte eÐnai xènoi (den
mporoÔn na ef�ptontai) kai den up�rqoun tripl� shmeÐa tom c.

sapoÔni

kìyimo

Sqhma 1.4. H sokol�ta thc 'Askhshc 1.22 (m = 4, n = 5), kai èna kìyimo
apì p�nw proc to k�tw.



16 1. EPAGWGH

Askhsh 1.22. 'Eqoume mia orjog¸nia sokol�ta pou apoteleÐtai apì tetragwn�kia topojeth-
mèna se m grammèc kai n st lec. To tetragwn�ki ìmwc thc p�nw arister� gwnÐac (kai mìno
autì) eÐnai ftiagmèno apì sapoÔni antÐ gia sokol�ta.

DÔo paÐktec paÐzoun to akìloujo paiqnÐdi. 'Otan èrjei h seir� k�poiou paÐkth autìc kìbei èna
komm�ti sokol�ta kai to tr¸ei. H m× n sokol�ta mporeÐ na kopeÐ eÐte orizìntia eÐte k�jeta
all� pl rwc, dhl. an h sokol�ta kopeÐ orizìntia tìte aut  qwrÐzetai se dÔo orjog¸niec
sokol�tec, mia k × n kai mia (m − k) × n, kai o paÐkthc dialègei kai tr¸ei èna apì ta dÔo
orjog¸nia komm�tia. OmoÐwc, an h sokol�ta kopeÐ k�jeta tìte qwrÐzetai se duo komm�tia,
èna m× k kai èna m× (n− k). (DeÐte Sq ma 1.4.)

Q�nei o paÐkthc pou anagk�zetai na f�ei to tetragwn�ki me to sapoÔni. Ja jèlate na paÐzate
pr¸toc   deÔteroc? H ap�nthsh exart�tai apì ta m kai n. BreÐte (p.q. mantèyte) thn
ap�nthsh kai apodeÐxte ìti èqete dÐkio me epagwg  wc proc to mègejoc thc sokol�tac (mn).



KEF�ALAIO 2

Basikèc arqèc aparÐjmhshc

§1. Arq  pollaplasiasmoÔ anex�rthtwn epilog¸n

Ac upojèsoume ìti k�poioc pÐnei ton kafè tou me   qwrÐc z�qarh, me   qwrÐc g�la. (Oi
posìthtec g�latoc kai z�qarhc pou mporeÐ kaneÐc na èqei eÐnai stajerèc. Den up�rqei me
olÐgh.) Pìsa diaforetik� eÐdh apì kafè prèpei na mporeÐ na ftiaxei èna kafeneÐo ¸ste na
mporeÐ na exuphret sei ìlouc touc pel�tec?

H ap�nthsh eÐnai 4:

(1) QwrÐc g�la, qwrÐc z�qarh
(2) QwrÐc g�la, me z�qarh
(3) Me g�la, qwrÐc z�qarh
(4) Me g�la, me z�qarh

An skeftoÔme lÐgo prosektikìtera ja suneidhtopoi soume ìti 4 = 2 · 2 kai ìti o lìgoc
pou h ap�nthsh eÐnai aut  eÐnai ìti k�je mia apì tic dÔo dunatèc epilogèc ìson afor� to
perieqìmeno se g�la mporeÐ na sunduasteÐ ma k�je mÐa apì tic dÔo dunatèc epilogèc pou
aforoÔn sto perieqìmeno se z�qarh.

Askhsh 2.1. Poia h ap�nthsh sto �nw <<prìblhma tou kafè>> an oi epilogèc mac wc proc th
z�qarh den eÐnai plèon oi NAI, OQI, all� mporoÔme eÐte na mhn èqoume kajìlou z�qarh, eÐte
na èqoume èna fakel�ki, eÐte dÔo?

Askhsh 2.2. An to arqikì <<prìblhma tou kafè>> prostejeÐ h epilog  KRUOS   ZESTOS,
thn opoÐa mporoÔme na èqoume anex�rthta apì to g�la   th z�qarh pou dialègoume, poia eÐnai
h ap�nthsh?

H arq  tou pollaplasiasmoÔ anex�rthtwn epilog¸n kwdikopoieÐ thn apl  aut 
parat rhsh pou k�name:

Ac upojèsoume ìti èqoume na paragmatopoi soume mia sÔnjeth epilog , h opoÐa
sunÐstatai apì thn pragmatopoÐhsh k epÐ mèrouc epilog¸n, pou pragmatopoio-
Ôntai anex�rthta h mÐa apì thn �llh, eÐnai dhl. tètoiec oi epÐ mèrouc epilogèc
¸ste h epilog  tim¸n gia k�poiec apì autèc na mhn ephre�zei tic dunatìthtec
pou up�rqoun gia tic upìloipec. Tìte to sunolikì pl joc dunatot twn pou
èqoume gia th sÔnjet  mac epilog  eÐnai to ginìmeno twn k dunatot twn gia tic
epÐ mèrouc epilogèc mac.

Se pio austhr  gl¸ssa h arq  tou pollaplasiasmoÔ anexart twn epilog¸n ekfr�zetai wc
ex c (genik� me |X| sumbolÐzoume ton plhj�rijmo�pìsa stoiqeÐa èqei�tou sunìlou X):

17
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Je¸rhma 2.1. 'Estw k fusikìc arijmìc kai E to sÔnolo ìlwn twn diaforetik¸n k-�dwn

(x1, . . . , xk)

ìpou x1 ∈ E1, x2 ∈ E2, . . . , xk ∈ Ek, kai ta Ej eÐnai ìla peperasmèna sÔnola. Tìte

|E| = |E1| · |E2| · · · |Ek|.

Apodeixh. Apìdeixh me epagwg  wc proc k. An k = 1 prìkeitai perÐ tautologÐac, afoÔ
E = E1. Upojètoume t¸ra ìti h prìtash isqÔei gia k = n kai th deÐqnoume gia k = n + 1.
Jèloume na metr soume ta diatetagmèna antikeÐmena thc morf c

(15) (x1, . . . , xn, xn+1)

ìpou xj ∈ Ej, gia j = 1, . . . , n+1. An En+1 = {e1, . . . , er} aut� ta antikeÐmena (15) qwrÐzontai
stic ex c xènec metaxÔ touc r om�dec: G1 eÐnai ekeÐna ta antikeÐmena pou sthn teleutaÐa jèsh
touc èqoun e1, dhl. ìla ta antikeÐmena thc morf c

(16) (x1, . . . , xn, e1), me xj ∈ Ej,
G2 eÐnai ekeÐna ta antikeÐmena me e2 sthn teleutaÐa jèsh, k.o.k. Oi om�dec autèc eÐnai metaxÔ
touc isoplhjeÐc, afoÔ, p.q. mporeÐ h G1 na tejeÐ se 1-1 kai epÐ antistoiqÐa me th G2 mèsh thc
apeikìnishc G1 → G2

(x1, . . . , xn, e1)→ (x1, . . . , xn, e2).

To sunolikì pl joc loipìn twn antikeimènwn tÔpou (15) eÐnai

(17) |G1| · r = |G1| · |En+1|.
All�, eÐnai fanerì, to pl joc stoiqeÐwn thc G1 eÐnai ìsa kai ta diatetagmèna antikeÐmena

(x1, . . . , xn), me xj ∈ Ej,
pou, lìgw thc epagwgik c upìjeshc, eÐnai Ðso me |E1| · · · |En|. Antikajist¸ntac sthn (17)
paÐrnoume to apotèlesma. �

Askhsh 2.3. Pìsouc dekadikoÔc akeraÐouc me to polÔ trÐa yhfÐa mporeÐ kaneÐc na gr�yei
qrhsimopoi¸ntac mìno ta gr�mmata 2,3,5?

Askhsh 2.4. Pìsec diaforetikèc st lec PRO-PO up�rqoun (m kouc 13, me 1,2   Q se k�je
jèsh)?

Askhsh 2.5. Pìsec diaforetikèc tri�dec gramm�twn mporoÔn na emfanistoÔn se ellhnikèc
pinakÐdec autokin twn? (Se autèc qrhsimopoioÔntai mìno gr�mmata pou an koun kai sto el-
lhnikì kai sto latinikì alf�bhto.) An k�je tètoia tri�da akoloujeÐtai apì èna tetray fio
fusikì arijmì (me pr¸to yhfÐo diaforetikì apì to 0) pìsa to polÔ autokÐnhta mporoÔn na
taxinomhjoÔn sthn Ell�da?

LÔste to Ðdio prìblhma gia pinakÐdec motosuklet¸n: 3 gr�mmata akoloujoÔmena apì èna
arijmì pou mporeÐ na eÐnai monoy fioc, diy fioc   triy fioc all� ìqi 0.

Askhsh 2.6. An rÐqnete suneq¸c èna zeug�ri tÐmia z�ria, pìso suqn� perimènete na fèrete
dÔo �souc? 'Aso kai dÔo?

1.1 Pl joc uposunìlwn enìc peperasmènou sunìlou

H pr¸th shmantik  efarmog  thc arq c pollaplasiasmoÔ twn anex�rthtwn epilog¸n eÐnai
to akìloujo.
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Je¸rhma 2.2. 'Estw sÔnolo A me n stoiqeÐa, kai P(A) to dunamosÔnolo tou A, dhl. to
sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou A. Tìte

|P(A)| = 2n.

Apodeixh. MporeÐ kaneÐc eÔkola na apodeÐxei to Je¸rhma me epagwg  wc proc to n, all�
ac doÔme p¸c apodeiknÔetai efarmìzontac thn arq  pollaplasiasmoÔ. H basik  parat rhsh
eÐnai ìti to pl joc ìlwn twn uposunìlwn tou A = {a1, . . . , an} mporeÐ na tejeÐ se 1-1 kai epÐ
antistoiqÐa me to sÔnolo ìlwn twn diatetagmènwn n-�dwn

(18) (x1, . . . , xn) me x1, . . . , xn ∈ {0, 1}.

'Ontwc, h 1-1 kai epÐ aut  antistoiqÐa eÐnai aut  pou stèlnei to tuqìn uposÔnolo B ⊆ A sth
n-�da (x1, . . . , xn) ìpou xj = 1 an kai mìno an j ∈ B (bebaiwjeÐte ìti aut  h apeikìnish ìntwc
eÐnai 1-1 kai epÐ).

AntÐ na metr soume loipìn ta stoiqeÐa tou

P(A) = {B : B ⊆ A}

mporoÔme na metr soume to pl joc twn n-�dwn (18). To apotèlesma eÐnai to Ðdio.

Gia na metr soume t¸ra tic n-�dec (18) skeftìmaste wc ex c: gia na epilèxoume mia tuqoÔsa
n-�da prèpei na k�noume n anex�rthtec epilogèc, mia gia k�je xj, kai se k�je mia apì autèc
tic epilogèc èqoume dÔo dunatìthtec. 'Ara, to pl joc dunatot twn gia th sunolik  epilog 
eÐnai 2 · 2 · · · 2︸ ︷︷ ︸

n

= 2n. �

Askhsh 2.7. D¸ste epagwgik  apìdeixh (wc proc to n) tou Jewr matoc 2.2.

Par�deigma 2.1. Mè pìsouc trìpouc mporeÐ kaneÐc na epilèxei dÔo xèna metaxÔ touc upo-
sÔnola A kai B tou sunìlou [n] = {1, 2, . . . , n}? ('Askhsh sto diag¸nisma SeptembrÐou
2003)

Ta sÔnola aut� mporoÔn an eÐnai kai ken�.

Gia na apant soume skeftìmaste wc ex c, kai o trìpoc autìc skèyhc apoteleÐ upìdeigma
gia to p¸c skeftìmaste sthn pleionìthta twn peript¸sewn. Gia na metr soume loipìn ta
sugkekrimèna antikeÐmena brÐskoume, kat' arq n, mia diadikasÐa gia na ta kataskeu�soume.
Aut  h diadikasÐa prèpei na eÐnai tètoia ¸ste

• Na kwdikopoieÐtai me mia akoloujÐa apì epilogèc met� apì tic opoÐec katal goume se
èna apì ta antikeÐmena thc kl�shc pou prospajoÔme na metr soume,
• Gia k�je mia apì tic dunatèc akoloujÐec epilog¸n pou k�noume na prokÔptei kai èna
diaforetikì antikeÐmeno apì thn kl�sh, kai
• Gia k�je stoiqeÐo thc kl�shc twn proc mètrhsh antikeimènwn up�rqei mia akoloujÐa
epilog¸n (pou eÐnai kai monadik , apì thn prohgoÔmenh apaÐthsh) pou mac dÐnei to
stoiqeÐo autì.

H kataskeu  pou dÐnoume gia to sugkekrimèno prìblhma eÐnai h ex c. Proqwr�me gia i = 1
èwc i = n kai gia k�je i epilègoume an ja eÐnai sto sÔnolo A, sto sÔnolo B   an de ja eÐnai
se kanèna apì aut�. De mporeÐ na eÐnai kai sta dÔo afoÔ ta A kai B ta jèloume xèna metaxÔ
touc.
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EÐnai fanerì pwc an èqoume dÔo diaforetikèc akoloujÐec apì tic n autèc epilogèc, tìte autèc
odhgoÔn se dÔo diaforetik� antikeÐmena, se dÔo diaforetik� dhl. zeÔgh xènwn uposunìlwn
A,B ⊆ [n]. 'Etsi, to pl joc twn antikeimènwn pou mac endiafèrei eÐnai Ðso me to pl joc
twn dunat¸n akolouji¸n epilog¸n mac. EÐnai epÐshc fanerì ìti oi n aplèc epilogèc pou
apartÐzoun aut  thn akoloujÐa epilog¸n eÐnai anex�rthtec metaxÔ touc, afoÔ k�je for�, kai
ìti kai na èqoume epilèxei mèqri stigm c, treÐc eÐnai oi dunatèc epilogèc mac gia ton trèqonta
arijmì i, dhl. na epilèxoume i ∈ A, i ∈ B   i /∈ A ∪B. 'Etsi, to telikì apotèlesma eÐnai

3 · · · 3︸ ︷︷ ︸
n

= 3n.

Askhsh 2.8. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume dÔo uposÔnola A kai B tou [n]
¸ste A ⊆ B?

Askhsh 2.9. Poia h ap�nthsh sto er¸thma tou ParadeÐgmatoc 2.1 an apait soume ta sÔnola
A kai B na eÐnai mh ken�? (Upìdeixh: afairèsete apì thn ap�nthsh pou dìjhke sto Par�deigma
2.1 mia kat�llhlh posìthta pou antiproswpeÔei epilogèc pou den plhroÔn to krit rio thc mh
kenìthtac pou èqoume jèsei.)

1.2 Pl joc sunart sewn apì sÔnolo A se sÔnolo B

Mia sun�rthsh apì to sÔnolo A sto sÔnolo B eÐnai apl� mia antistoÐqish k�je stoiqeÐou tou
A se k�poio stoiqeÐo tou B. An |A| = m kai |B| = n pìsec tètoiec sunart seic up�rqoun?
H ap�nthsh eÐnai nm:

Je¸rhma 2.3. An A kai B eÐnai dÔo peperasmèna sÔnola, kai me BA sumbolÐsoume to sÔnolo
ìlwn twn sunart sewn apì to A sto B, tìte∣∣BA

∣∣ = |B||A|.

Apodeixh. To na epilèxoume mia sun�rthsh apì to A sto B (èna mèloc dhl. tou sunìlou
BA) shmaÐnei aploÔstata na epilèxoume thn eikìna k�je stoiqeÐou tou A an�mesa se ìla ta
stoiqeÐa tou B. Oi epilogèc autèc eÐnai profan¸c anex�rthtec metaxÔ touc afoÔ den èqoume
jèsei kanèna periorismì sto ti eÐdouc sunart seic jèloume (p.q., ja mporoÔsame na jèloume
1-1 sunart seic mìno�se aut  thn perÐptwsh oi epilogèc de ja  tan fusik� anex�rthtec).
'Etsi to pl joc twn dunat¸n epilog¸n eÐnai

|B| · · · |B|︸ ︷︷ ︸
|A|

= |B||A|.

�

Askhsh 2.10. Poio to pl joc twn sunart sewn [n] → {0, 1}? Perigr�yte mia fusiologik 
sqèsh me ta uposÔnola tou [n]?

Askhsh 2.11. Pìsoi m× n pÐnakec up�rqoun me stoiqeÐa 0, 1   3?

Askhsh 2.12. Poio to pl joc twn sunart sewn f : [n]→ N = {0, 1, 2, . . .} pou plhroÔn thn
anisìthta f(k) < k gia k�je k ∈ [n]?
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Askhsh 2.13. An A = {−n,−n+ 1, . . . , n− 1, n} poio to pl joc twn sunart sewn A → A
pou eÐnai �rtiec, plhroÔn dhl. f(−x) = f(x) gia ìla ta x ∈ A?

Askhsh 2.14. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume èna �ndra kai mia gunaÐka, pou na
mhn eÐnai metaxÔ touc pantremènoi, apì n pantremèna zeug�ria?

(Hmianex�rthtec epilogèc. H �skhsh aut  an kei sthn epìmenh par�grafo.)

Askhsh 2.15. Pìsoi mh arnhtikoÐ akèraioi arijmoÐ, mikrìteroi apì 106, èqoun k�poio 2 sto
dekadikì touc an�ptugma? (Upìdeixh: Pìsoi den èqoun?)

Askhsh 2.16. Pìsouc diairètec èqei o fusikìc arijmìc

(19) n = pν11 · · · p
νk
k ?

O n èqei grafeÐ san ginìmeno dun�mewn xènwn metaxÔ touc pr¸twn1 arijm¸n pj. MporeÐte na
qrhsimopoi sete to jemeli¸dec je¸rhma pou lèei ìti k�je fusikìc arijmìc n gr�fetai kat�
monadikì trìpo sth morf  (19), ektìc Ðswc apì th seir� twn paragìntwn.

Efarmìste to apotèlesm� sac ston arijmì 100 kai aparijmeÐste kai touc diairètec tou ènan-
ènan mazÐ me to an�ptugma tou kajenìc se ginìmeno pr¸twn.

§2. Arq  pollaplasiasmoÔ hmi-anex�rthtwn epilog¸n

EÐdame sthn §1 ìti ìtan èqoume na paragmatopoi soume mia sÔnjeth epilog  pou apoteleÐtai
apì pollèc epÐ mèrouc epilogèc, oi opoÐec eÐnai anex�rthtec h mia apì thn �llh, mporoÔme dhl.
na pragmatopoi soume tic epÐ mèrouc epilogèc ìlec tautìqrona, tìte to pl joc duantot twn
gia th sÔnjeth epilog  isoÔtai me to ginìmeno twn duanatot twn gia tic epÐ mèrouc epilogèc.

H arq  pollaplasiasmoÔ gÐnetai polÔ qrhsimìterh met� apì thn ex c parat rhsh. De qrei-
�zetai oi epÐ mèrouc epilogèc mac na eÐnai anex�rthtec. MporoÔme na epitrèyoume h pr¸th mac
epÐ mèrouc epilog  na ephre�zei tic dunatìthtèc mac gia th deÔterh (  k�poia �llh) epilog ,
arkeÐ na mhn ephre�zei to pl joc twn dunatot twn gia thn epilog  aut . Den apaitoÔme dhl.
na mènei to sÔnolo dunatot twn thc k�je epÐ mèrouc epilog c analloÐwto apì k�je prohgo-
Ômen  mac apìfash, arkeÐ na mènei to mègejoc tou sunìlou analloÐwto. Lème tìte ìti oi epÐ
mèrouc epilogèc mac eÐnai hmi-anex�rthtec2.

Par�deigma 2.2. Ac upojèsoume ìti, par�llhla me tic upojèseic thc 'Askhshc 2.1, se èna
perièrgo tìpo o kìsmoc den pÐnei potè skèto kafè qwrÐc g�la kai ìti den pÐnei epÐshc potè
glukì (2 fakel�kia z�qarh) me g�la. To pl joc twn dunat¸n tÔpwn kafè eÐnai p�li 2·2 an kai
t¸ra oi epilogèc (g�la, z�qarh) den eÐnai plèon anex�rthtec, afoÔ an k�poioc epilèxei pr¸ta
kafè qwrÐc g�la oi epilogèc tou wc proc th z�qarh eÐnai 1   2 fakel�kia en¸ an epilèxei kafè
me g�la oi epilogèc tou wc proc th z�qarh eÐnai 0   1 fakel�ki. Oi epilog  dhl. pou k�noume
gia to g�la ephre�zei tic epilogèc mac gia th z�qarh, all� ìqi to pl joc twn epilog¸n aut¸n,
eÐnai dhl. h epilog  thc z�qarhc hmianex�rthth apì thn epilog  tou g�laktoc.

1
πρώτος λέγεται ένας ακέραιος μεγαλύτερος του 1 αν δεν έχει άλλους διαιρέτες παρά μόνο τον εαυτό του

και το 1. Π.χ. πρώτοι αριθμοί είναι οι 2, 3, 5, 7, 11, 13, ενώ ο 6 δεν είναι πρώτος, αλλά σύνθετος αριθμός.

Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί.

2
Ο όρος δεν είναι καθιερωμένος.
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Parat rhsh 2.1. EÐnai p�ra polÔ shmantikì na parathr soume ed¸ ìti h ènnoia thc hmi-
anexarthsÐac ìpwc thn orÐsame perigrafik� ed¸ exart�tai apì th seir� me thn opoÐa pragma-
topoioÔntai oi epÐ mèrouc epilogèc. An sto Par�deigma 2.2 epilèxei kaneÐc pr¸ta to epÐpedo
z�qarhc kai met� to an ja èqei o kafèc tou g�la   ìqi, paÔei h hmi-anexarthsÐa. An epilèxei
k�poioc o kafèc tou na eÐnai skètoc (kajìlou z�qarh) tìte èqei mÐa epilog  gia to g�la:
prèpei opwsd pote na b�lei. An epilèxei 1 fakel�ki z�qarh mporeÐ b�lei g�la   ìqi, en¸ an
epilèxei 2 fakel�kia z�qarh p�li èqei 1 epilog : na mh b�lei g�la. An ajroÐsoume to pl joc
twn epilog¸n tìte paÐrnoume p�li 1+2+1 = 4 fusik�. All� parathreÐste ìti autìc o trìpoc
metr matoc eÐnai pio perÐplokoc mia kai den mporoÔme plèon na pollaplasi�soume tic epilogèc,
all� prèpei na ajroÐsoume. Gi' autì kai èna meg�lo komm�ti apì thn tèqnh tou metr matoc
ègkeitai sto na dialèxoume mia kal  seir� metr matoc, pou ja odhg sei se aplì mètrhma.

Par�deigma 2.3. Mia 10-mel c om�da epilègei arqhgì kai (diaforetikì) uparqhgì. Me
pìsouc trìpouc mporeÐ na gÐnei autì?

H ap�nthsh eÐnai me 10 · 9 = 90 diaforetikoÔc trìpouc. Pr¸ta epilègetai o arqhgìc kai met�
o uparqhgìc. Gia ton arqhgì èqoume 10 epilogèc. AfoÔ epilegeÐ autìc, èstw o x, sth jèsh
tou uparqhgoÔ mporoÔme na epilèxoume opoiond pote ektìc tou x, èqoume dhl. 9 epilogèc.
ParathreÐste ìti oi dÔo epilogèc den eÐnai anex�rthtec afoÔ h epilog  tou arqhgoÔ ephre�zei
to sÔnolo twn dunat¸n epilog¸n gia uparqhgì, den ephre�zei ìmwc to pl joc twn dunat¸n
uparqhg¸n. EÐnai dhl. oi dÔo autèc epilogèc hmi-anex�rthtec.

Askhsh 2.17. 'Estw mia om�da 5 andr¸n kai mia om�da 7 gunaik¸n. Me pìsouc trìpouc
mporoÔme na pantrèyoume kai touc 5 �ndrec me gunaÐkec apì aut  thn om�da twn 7? IsqÔoun
oi sun jeic kanìnec (ìqi digamÐa).

Askhsh 2.18. Gia m ≤ n pìsec 1-1 sunart seic up�rqoun apì to [m] sto [n]?

Askhsh 2.19. Sthn 'Askhsh 2.17 all�xte touc koinwnikoÔc kanìnec ¸ste na epitrèpoun se
mia gunaÐka na pantreuteÐ tautìqrona ìsouc �ntrec jèlei. Kai p�li prèpei na pantreutoÔn
ìloi oi �ntrec kai o Ðdioc �ntrac de mporeÐ na eÐnai pantremènoc me dÔo gunaÐkec.

2.1 Pl joc diatetagmènwn epilog¸n. Metajèseic sunìlou

Me pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume, kat� trìpo diatetagmèno, r �toma apì n?

Je¸rhma 2.4. To pl joc twn diatetagmènwn r-�dwn (r ≤ n)

(20) (x1, . . . , xr) me xj ∈ [n] ìla diaforetik�

eÐnai
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− r + 1).

Apodeixh. Epilègoume pr¸ta to x1. Gi' autì èqoume n dunatìthtec. 'Eqontac epilèxei
to x1 den mporoÔme plèon na dialèxoume to Ðdio stoiqeÐo kai gia x2. Oi dunatìthtec pou
èqoume �ra gia to x2 eÐnai mÐa ligìterec, dhl. n−1. 'Eqontac epilèxei ta x1, x2 oi dunatìthtec
gia to x3 eÐnai plèon n − 2, klp. ParathroÔme ìti oi epilogèc eÐnai hmi-anex�rthtec. Den
ephre�zoun dhl. oi mèqri k�poia stigm  epilogèc mac to pl joc twn metèpeita epilog¸n mac.
Efarmìzontac thn arq  tou pollaplasiasmoÔ paÐrnoume to apotèlesma, afoÔ gia to xr ja
èqoume n− r+ 1 = n− (r− 1) dunatìthtec afoÔ ja èqoun  dh qrhsimopoihjeÐ akrib¸c r− 1
stoiqeÐa apì ta n. �
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Pìrisma 2.1. To pl joc twn trìpwn na diat�xoume sth seir� ta stoiqeÐa enìc sunìlou me n
stoiqeÐa eÐnai

n! = 1 · 2 · 3 · · ·n.
Oi diaforetikoÐ autoÐ trìpoi di�taxhc ìlwn twn stoiqeÐwn enìc sunìlou lègontai metajèseic
tou sunìlou.

Apodeixh. To na diat�xoume ta stoiqeÐa tou sunìlou sth seir� eÐnai to Ðdio pr�gma me
to na dialèxoume mia diatetagmènh n-�da apì aut�. Efarmìzoume loipìn to Je¸rhma 2.4 me
r = n. �

Askhsh 2.20. Gr�yte ìlec tic metajèseic tou sunìlou {A,B,C}.

Askhsh 2.21. Me pìsouc trìpouc mporoÔn na diataqjoÔn ta yhfÐa 1,2,3,4,5? Me pìsouc ta
yhfÐa 1,1,3,4,5?

Upìdeixh gia to deÔtero er¸thma: BreÐte pr¸ta me pìsouc trìpouc mporoÔn na mpoun sth
seir� ta sÔmbola 1, 1', 3, 4, 5. Me poia diadikasÐa mporeÐte na p�rete apì autoÔc touc trìpouc
ìlouc touc trìpouc di�taxhc twn 1, 1, 3, 4, 5?

Me pìsouc trìpouc mporeÐte na diat�xete ta yhfÐa 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5?

Askhsh 2.22. Se mia pìlh me exay fia thlèfwna pìsa noÔmera to polÔ mporeÐ na up�rqoun
qwrÐc epanalambanìmena yhfÐa?

Askhsh 2.23. 'Ena m numa ston k¸dika Morse eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa (mia lèxh ìpwc
lème) apì koukÐdec, paÔlec kai ken�. Pìsa diaforetik� mhnÔmata fti�qnontai me 7 koukÐdec,
3 paÔlec kai 2 ken�.

Pìsa an apagoreÔetai èna m numa na xekin�ei   na telei¸nei me kenì?

Askhsh 2.24. ApodeÐxte ìti n!
2n →∞, gia n→∞.

2.2 Mh diatetagmènec epilogèc. SunduasmoÐ

Pìsa uposÔnola tou sunìlou [n] ( , en gènei, enìc sunìlou me n stoiqeÐa) up�rqoun me
mègejoc k?

Je¸rhma 2.5. An 0 ≤ k ≤ n tìte to sÔnolo [n] (  opoiod pote sÔnolo me n stoiqeÐa) èqei(
n

k

)
:=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

uposÔnola megèjouc k (akoloujoÔme th sÔmbash ìti èna ginìmeno me 0 par�gontec isoÔtai me
1, ètsi 0! = 1).

To sÔmbolo
(
n
k

)
profèretai: n an� k.

Pìrisma 2.2. An n, k fusikoÐ arijmoÐ, 0 ≤ k ≤ n, tìte a arijmìc

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

eÐnai akèraioc.
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Apodeixh. Autì pou zht�me na metr soume eÐnai to pl joc twn mh diatetagmènwn k-�dwn
me diaforetik� stoiqeÐa apì to [n]. Lègontac ìti jèloume na metr soume �mh diatetagmènec� k-
�dec ennoÔme ìti an dÔo k-�dec diafèroun mìno wc proc th seir� pou emfanÐzontai ta stoiqeÐa
touc, tìte autèc tic jewroÔme Ðdiec kai tic metr�me mÐa for�. An autì den Ðsque, an dhl.
diaforetik� diatetagmènec k-�dec jewroÔntan diaforetikèc, tìte thn ap�nthsh th dÐnei to
Je¸rhma 2.4, dhl. n(n− 1) · · · (n− k + 1).

ParathreÐste t¸ra ìti se k�je mh diatetagmènh k-�da, se k�je dhl. k-melèc uposÔnolo tou [n],
antistoiqoÔn akrib¸c k! diatetagmènec k-�dec, mia kai me tìsouc trìpouc mporoÔn na diataqjo-
Ôn ta stoiqeÐa enìc k-meloÔc sunìlou (Pìrisma 2.1). 'Ara, ston arijmì n(n−1) · · · (n−k+1)
k�je k-melèc uposÔnolo tou [n] èqei metrhjeÐ akrib¸c k! forèc. Gia na broÔme sunep¸c to
pl joc twn k-mel¸n uposunìlwn tou [n] arkeÐ na diairèsoume autì ton arijmì me k!. �

Parat rhsh 2.2. EÐnai shmantikì na tonÐsoume ed¸ ìti h prohgoÔmenh apìdeixh douleÔei
akrib¸c epeid  k�je k-melèc sÔnolo eÐqe metrhjeÐ ton Ðdio arijmì for¸n sthn posìthta n(n−
1) · · · (n− k + 1), kai �ra dikaioÔmastan na diairèsoume dia autì ton arijmì for¸n.

Askhsh 2.25. Poia eÐnai ta dimel  uposÔnola tou [4] = {1, 2, 3, 4}.

Par�deigma 2.4. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume tèssereic diaforetikoÔc di-
y fiouc akeraÐouc (de mac endiafèrei h seir� touc) oÔtwc ¸ste na qwrÐzontai autoÐ se dÔo
zeÔgh kai oi arijmoÐ k�je zeÔgouc na èqoun to Ðdio deÔtero (qamhlìtero) yhfÐo all� arijmoÐ
se diaforetik� zeÔgh na èqoun diaforetikì deÔtero yhfÐo?

Gia na metr soume touc trìpouc skeftìmaste me poia diadikasÐa ja par�goume monos manta
èna tètoio apotèlesma. ParathroÔme ìti sth deÔterh jèsh qrhsimopoioÔntai akrib¸c dÔo
yhfÐa, èna sto èna zeÔgoc kai èna gia to �llo. ApofasÐzoume loipìn k�je tetr�da tètoiwn
arijm¸n na th gr�foume wc ex c:

(21) xa, ya, zb, wb

ìpou isqÔei

(22) a, b ∈ {0, . . . , 9}, x, y, z, w ∈ {1, . . . , 9}, a > b, x > y, z > w.

Thn teleutaÐa aut  apaÐthsh th b�zoume ¸ste k�je tetr�da apì autèc pou jèloume na me-
tr soume na gr�fetai me monadikì trìpo sth morf  (21). P�nta dhl. ìtan eÐnai na gr�youme
mia tetr�da k�tw gr�foume pr¸ta to zeug�ri ìpou to yhfÐo twn mon�dwn eÐnai to megalÔtero,
kai mèsa se k�je zeug�ri gr�foume pr¸ta autìn ton arijmì tou opoÐo to yhfÐo twn dek�dwn
eÐnai to megalÔtero.

Ta antikeÐmena dhl. pou jèloume na metr soume eÐnai se èna proc èna antistoiqÐa me tic ex�dec

(a, b, x, y, z, w)

pou ikanopoioÔn thn (22). Gia na metr soume tic ex�dec autèc metr�me pr¸ta pìsec eÐnai
oi epilogèc mac gia to zeÔgoc a, b, pìsec gia to zeÔgoc x, y kai pìsec gia to zeÔgoc z, w.
Epeid , lìgw thc fÔshc thc sunj khc (22), autèc oi epilogèc eÐnai anex�rthtec metaxÔ touc
mporoÔme na tic pollaplasi�soume. All� gia na epilèxoume to zeÔgoc a, b ∈ {0, . . . , 9} me
a > b mporoÔme apl� na epilèxoume èna dimelèc uposÔnolo tou {0, . . . , 9} kai na onom�soume
a to megalÔtero stoiqeÐo tou kai b to mikrìtero. To pl joc epilog¸n mac dhl. eÐnai

(
10
2

)
kai,

omoÐwc skeptìmenoi, blèpoume ìti gia to zeÔgoc x, y èqoume
(
9
2

)
epilogèc kai omoÐwc gia to

zeÔgoc z, w.
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To telikì apotèlesma eÐnai loipìn (
10

2

)(
9

2

)2

.

Par�deigma 2.5. Apì mia sunhjismènh tr�poula me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume
mai ex�da apì fÔlla upì ton periorismì ìti akrib¸c trÐa apì aut� eÐnai spaji� (♣)? Oi ex�dec
pou epilègoume eÐnai mh diatetagmènec.

Gia na apant soume brÐskoume mia diadikasÐa paragwg c tou tupikoÔ apotelèsmatoc. AfoÔ
loipìn prèpei trÐa apì aut� ta qarti� na eÐnai spaji� xekin�me dialègontac pr¸ta ap' ìla
aut�. Ta trÐa aut� fÔlla epilègontai qwrÐc kanèna periorismì apì ta 13 sunolik� spaji� thc
tr�poulac. 'Ara oi dunatìthtec gi' aut  thn epilog  eÐnai

(
13
3

)
.

Sth sunèqeia epilègoume ta upìloipa trÐa fÔlla pou prèpei apl� na mhn eÐnai spaji�, epi-
lègontai dhl. apì ta 3× 13 = 39 fÔlla pou den eÐnai spaji�, dÐnont�c mac

(
39
3

)
dunatìthtec.

Epeid  h pr¸th epilog  (twn spaji¸n) eÐnai anex�rthth apì th deÔterh to telikì apotèlesma
eÐnai (

13

3

)
·
(

39

3

)
.

Par�deigma 2.6. EÐnai polÔ shmantikì na tonÐsoume ìti h aparÐjmhsh pou k�name sto Pa-
r�deigma 2.5 eÐnai swst  epeid  h mèjodoc kataskeu c èqei tic akìloujec idiìthtec

• EÐnai tètoia ¸ste diaforetikèc epÐ mèrouc epilogèc (sth mèjodo kataskeu c pou
perigr�yame oi epÐ mèrouc epilogèc  tan dÔo: pr¸ta h epilog  twn spaji¸n kai met�
h epilog  twn mh spaji¸n) odhgoÔn anagkastik� se diaforetikì apotèlesma, kai
• K�je dunatì apotèlesma eÐnai dunatì na kataskeuasteÐ me th mèjodì mac.

Oi dÔo autèc idiìthtec mazÐ exasfalÐzoun ìti up�rqei amfimonos manth antistoiqÐa an�mesa
se aut� pou kataskeu�zoume kai se aut� pou jèloume na metr soume, �ra mporoÔme apl� na
metr soume to pl joc twn antikeimènwn pou kataskeu�zoume.

Gia na tonÐsoume to pìso shmantikèc eÐnai autèc oi dÔo idiìthtec kai pìso prosektikoÐ prèpei
na eÐmaste se antÐstoiqa metr mata, ac parall�xoume lÐgo to er¸thma tou ParadeÐgmatoc 2.5.
Ac rwt soume to Ðdio me mình diafor� ìti t¸ra den apaitoÔme akrib¸c trÐa fÔlla na eÐnai
spaji� all� toul�qiston trÐa.

Ac broÔme mia diadikasÐa kataskeu c (sÔnjeth epilog ). AfoÔ ìpwsd pote jèloume trÐa spa-
ji� ac xekin soume epilègont�c ta. 'Eqoume p�li

(
13
3

)
dunatìthtec gi' aut  thn epilog . Sto

deÔtero st�dio mènei apl� na epilèxoume �lla trÐa fÔlla apì ta enapomènanta 49, afoÔ t¸ra
de mac peir�zei na èqoume epiplèon spaji�. Sto deÔtero st�dio loipìn èqoume

(
49
3

)
dunatìth-

tec. Ef' ìson ta dÔo st�dia epilog c eÐnai hmi-anex�rthta (prohgoumènwc  tan anex�rthta)
mporoÔme kai p�li na pollaplasi�soume kai paÐrnoume telikì apotèlesma(

13

3

)
·
(

49

3

)
.

LAJOS!

Kai o lìgoc eÐnai ìti mporoÔme na èqoume to Ðdio apotèlesma akìmh ki an h sÔnjeth epilog 
mac all�xei. Gia par�deigma, h kataskeu  mac mporeÐ sto pr¸to st�dio na mac d¸sei 1 ♣, 2
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♣, 3 ♣ kai sto deÔtero 4 ♣, 1 ♥ kai 2 ♥. MporeÐ epÐshc na mac d¸sei sto pr¸to st�dio 1 ♣,
2 ♣, 4 ♣ kai sto deÔtero na mac d¸sei 3 ♣, 1 ♥ kai 2 ♥. H telik  ex�da eÐnai stic dÔo autèc
peript¸seic h Ðdia. 'Ara o arijmìc

(
13
3

)
·
(
49
3

)
pou upologÐsame prohgoumènwc eÐnai austhr�

(kai m�llon kat� polÔ) megalÔteroc thc pragmatikìthtac.

P¸c mporoÔme na diorj¸soume th mèjodì mac? Mia apl  ap�nthsh eÐnai ìti mporoÔme na
diaqwrÐsoume tic dunatèc ex�dec se tèssereic kathgorÐec: autèc pou èqoun akrib¸c 3, akrib¸c
4, akrib¸c 5   akrib¸c 6 spaji�. MporoÔme eÔkola na metr soume tic ex�dec k�je kathgorÐac,
ousiastik� me th mèjodo tou ParadeÐgmatoc 2.5, kai sto tèloc na prosjèsoume aut� ta
tèssera noÔmera. 'Etsi to apotèlesma eÐnai(

13

3

)(
39

3

)
+

(
13

4

)(
39

2

)
+

(
13

5

)
39 +

(
13

6

)
ìpou o k�je prosjetèoc antiproswpeÔei kai mia kathgorÐa. (BebaiwjeÐte ìti katalabaÐnete
aut  thn antistoiqÐa.)

Par�deigma 2.7. An anaptÔxoume (gr�youme dhl. sth morf  a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n)
to polu¸numo (1 + x)10 poioc eÐnai o suntelest c tou x4?

Ac skeftoÔme lÐgo p¸c upologÐzei kaneÐc to an�ptugma enìc ginomènou, gia aplìthta tou
(a + b)2 = (a + b)(a + b) pou èqei dÔo mìno par�gontec kai ìqi 10 ìpwc autì pou zht�me.
To brÐskoume paÐrnontac k�je prosjetèo tou pr¸tou ajroÐsmatoc pollaplasiasmèno me k�je
prosjetèo tou deÔterou, kai ajroÐzoume ta apotelèsmata. An loipìn rwt soume poiìc eÐnai o
suntelest c tou ab sto an�ptugma, eÐnai sa na rwt�me me pìsouc trìpouc mporeÐ na emfanisteÐ
to ginìmeno ab k�nontac to an�ptugma ìpwc parap�nw.

Lìgw antimetajetikìthtac tou pollaplasiasmoÔ autì mporeÐ na emfanisteÐ eÐte wc ab eÐte wc
ba. To ab emfanÐzetai akrib¸c mÐa for�, ìtan sundu�zoume sto an�ptugma to a apì thn pr¸th
parènjesh me to b apì th deÔterh. Den up�rqei �lloc trìpoc. OmoÐwc mÐa for� emfanÐzetai
kai to ba ìtan sundu�zetai to b apì thn pr¸th parènjesh me to a apì th deÔterh. 'Ara o
suntelest c tou ab sto an�ptugma eÐnai 1 + 1 = 2. OmoÐwc ta a2 kai b2 mporoÔn to kajèna na
prokÔyoun me èna mìno trìpo. Gia to a2, p.q., prèpei na epilegeÐ to a kai apì thn pr¸th kai
apì th deÔterh parènjesh, omoÐwc kai gia to b2. Epibebai¸netai ètsi o gnwstìc mac tÔpoc
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.

An rwt soume gia to suntelest  tou a2b sto an�ptugma tou (a + b)3 eÐnai sa na rwt�me me
pìsouc trìpouc mporoÔme na sundu�soume èna b me dÔo a apì tic treÐc parenjèseic (a + b)
pou up�rqoun sto ginìmeno. Autì mporeÐ na gÐnei me akrib¸c treÐc trìpouc mia kai arkeÐ na
poÔme apì poia parènjesh epilègoume na p�roume to b. Autì prosdiorÐzei ìti apì tic �llec
dÔo paÐrnoume apì èna a.

Epanerqìmaste t¸ra sto arqikì mac er¸thma kai rwt�me gia to suntelest  tou x4 sto a-
n�ptugma tou (1+x)10. Sto an�ptugma autì oi prosjetèoi prokÔptoun me epilog , o kajènac,
enìc 1   enìc x apì k�je mÐa apì tic 10 parenjèseic. To x4 loipìn mporeÐ na prokÔyei me
tìsouc trìpouc ìsoi eÐnai oi trìpoi na epilèxoume tic 4 parenjèseic, apì tic opoÐec ja p�roume
ta x. 'Ara to apotèlesma eÐnai (

10

4

)
.

Askhsh 2.26. Apì mia om�da 10 atìmwn, me pìsouc trìpouc mporeÐ na epilegeÐ èna trimelèc
proedreÐo qwrÐc diakritoÔc rìlouc? 'Ena 5melèc proedreÐo me prìedro, antiprìedro kai 3 mèlh?
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(Upìdeixh: Gia to deÔtero er¸thma, epilèxte to proedreÐo epilègontac pr¸ta ton prìedro,
met� ton antiprìedro kai, tèloc, ta trÐa mèlh mazÐ.)

Askhsh 2.27. Mè pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume, apì mia sunhjismènh tr�poula me
52 fÔlla (pou qwrÐzontai se 4 qr¸mata kai 13 eÐdh), pènte fÔlla apì ta opoÐa 2 kìkkina (♦
  ♥) kai 3 spaji�? De mac endiafèrei h seir� epilog c twn fÔllwn.

Askhsh 2.28. An n �rtio gia poio k ∈ {0, 1, . . . , n} megistopoieÐtai h posìthta
(
n
k

)
? Ti gÐnetai

an n perittìc?

Askhsh 2.29. DeÐxte thn tautìthta
n∑
k=0

(
n

k

)
=

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
= 2n,

gia k�je n ≥ 0.

Askhsh 2.30. DeÐxte thn tautìthta (
n

k

)
=

(
n

n− k

)
gia k�je n ≥ 0 kai 0 ≤ k ≤ n.

Askhsh 2.31. An r, s, k eÐnai fusikoÐ arijmoÐ me r ≥ s deÐxte ìti o arijmìc s! eÐnai diairèthc
tou

(k + 1)(k + 2) · · · (k + r).

Askhsh 2.32. Pìsa dimel  uposÔnola tou [50] = {1, 2, . . . , 50} up�rqoun ìpou o ènac arijmìc
tou zeÔgouc eÐnai dipl�sioc apì ton �llo?

Askhsh 2.33. Se mia 8× 8 skakièra pìsa diaforetik� orjog¸nia orÐzontai? 'Ena orjog¸nio
eÐnai èna uposÔnolo twn keli¸n (tetrag¸nwn) thc skakièrac pou èqei sq ma orjogwnÐou.
DÔo orjog¸nia jewroÔntai diaforetik� an eÐnai diaforetik� wc sÔnola keli¸n.

Askhsh 2.34. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na diat�xoume ta yhfÐa 1, 2, . . . , 9 ¸ste an�mesa
sto 1 kai to 2 na up�rqoun akrib¸c trÐa yhfÐa?

Askhsh 2.35. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na diat�xoume ta yhfÐa 1, 2, . . . , 9 ¸ste to 1 na
prohgeÐtai tou 2 kai to 2 na prohgeÐtai tou 3?

Askhsh 2.36. Pìsec metajèseic twn arijm¸n 1, 2, 3, . . . , 2n− 1, 2n up�rqoun pou stic �rtiec
jèseic èqoun mìno �rtiouc arijmoÔc?

Pìsec up�rqoun pou se toul�qiston mia �rtia jèsh up�rqei �rtioc arijmìc?

Askhsh 2.37. Pìsa uposÔnola tou {1, 2, . . . , 2n} perièqoun akrib¸c k perittoÔc arijmoÔc?

Askhsh 2.38. Se mia sqol  qoroÔ mia t�xh apoteleÐtai apì 12 �ndrec kai 10 gunaÐkec. Me
pìsouc trìpouc mporoÔn na epilegoÔn 5 �ndrec kai 5 gunaÐkec kai na sqhmatÐsoun zeÔgh
qoroÔ?

Askhsh 2.39. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na qwrÐsoume touc arijmoÔc {1, 2, 3, . . . , 2n} se
n zeÔgh ìtan (a) mac endiafèrei h seir� twn zeug¸n kai (b) ìtan de mac endiafèrei?
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Askhsh 2.40. Sthn 'Askhsh 2.17 upojèste ìti k�je �ndrac pantreÔetai ìsec gunaÐkec jèlei
all� mia gunaÐka de mporeÐ na pantreuteÐ tautìqrona parap�nw apì ènan �ndra. Me pìsouc
trìpouc mporeÐte na pantrèyete kai touc 5 �ndrec ¸ste kai oi 7 gunaÐkec na pantreutoÔn.

§3. Prìtupo Diag¸nisma gia �skhs  sac

An gr�fate diag¸nisma sthn Ôlh pou èqei prohghjeÐ mèqri kai to tèloc aut¸n twn shmei¸sewn
ta parak�tw jèmata ja  tan endeiktik� (2 ¸rec, kleistèc shmei¸seic). Elègxte ton eautì sac!

Askhsh 2.41. Me pìsouc trìpouc mporoÔn na up�rxoun n zeugar¸mata an�mesa se n �ndrec
kai n gunaÐkec?

Askhsh 2.42. Pìsouc diairètec èqei o arijmìc 2m? O arijmìc 2m3n?

1

2

4

3

3

1

2

4

Sqhma 2.1. Oi dÔo kuklikèc topojet seic twn arijm¸n 1,2,3,4 mporoÔn na
tautistoÔn me mia strof  90 moir¸n, �ra jewroÔntai Ðdiec kuklikèc metajèseic

Askhsh 2.43. Pìsec kuklikèc metajèseic tou sunìlou [n] up�rqoun? Mia kuklik  met�jesh
tou [n] eÐnai ènac trìpoc na gr�youme ta stoiqeÐa tou se kÔklo (¸ste k�je stoiqeÐo na èqei
èna prohgoÔmeno kai èna epìmeno), all� dÔo kuklikèc metajèseic pou mporoÔn na tautistoÔn
me mia strof  tou kÔklou jewroÔntai Ðdiec. Gia par�deigma, gia n = 4, oi metajèseic (1243)
kai (3124) jewroÔntai Ðdiec. (DeÐte to Sq ma 2.1.)

Askhsh 2.44. An n eÐnai perittìc arijmìc deÐxte ìti(
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
=

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+ · · ·+

(
n

n

)
.

Askhsh 2.45. Apì mia sunhjismènh tr�poula me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume 6
qarti� (de mac endiafèrei h seir� touc) apì ta opoÐa ta trÐa na eÐnai kìkkina (♦   ♥) kai ta
trÐa maÔra (♠   ♣), kai ta dÔo apì ta trÐa kìkkina na eÐnai Ðdiou eÐdouc (arijmoÔ).

Askhsh 2.46. Pìsec diaforetikèc lèxeic me 10 gr�mmata up�rqoun pou na èqoun mèsa trÐa
gr�mmata A, tèssera B kai stic upìloipec jèseic opoiad pote �lla gr�mmata (apì ta 24
kefalaÐa thc ellhnik c gl¸ssac)?



KEF�ALAIO 3

Proqwrhmènh aparÐjmhsh

§1. DiamerÐseic kai sunduasmoÐ me epan�jesh

Ac sumbolÐsoume me P (n, r) to pl joc twn trìpwn me touc opoÐouc mporoÔme na gr�youme
ton fusikì arijmì n wc �jroisma r mh arnhtik¸n akeraÐwn x1, . . . , xr:

n = x1 + · · ·+ xr.

Gia par�deigma, an n = 3 kai r = 2 oi trìpoi autoÐ eÐnai oi

(23) 3 = 3 + 0 = 2 + 1 = 1 + 2 = 0 + 3

kai �ra P (3, 2) = 4. H seir� twn prosjetèwn x1, . . . , xr èqei shmasÐa. Thn posìthta P (n, r)
thn onom�zoume pl joc diamerÐsewn tou n se r komm�tia. ParathreÐste ìti den apaitoÔme to
r na eÐnai ≤ n afoÔ to mègejoc twn kommati¸n mporeÐ na eÐnai kai 0.

Je¸rhma 3.1. An n ≥ 0 kai r ≥ 0 tìte isqÔei

(24) P (n, r) =

(
n+ r − 1

n

)
=

(
n+ r − 1

r − 1

)
.

Apodeixh. Parist�noume ton arijmì n sa n mp�lec sth seir� kai thn tuqoÔsa diamèrish
tou n, dhl. ton tuqìnta trìpo na gr�youme n = x1 + · · · + xr, san èna qwrismì aut c thc
seir�c apì mp�lec me r − 1 toiq¸mata (deÐte Sq ma 6).

x1 = 3

x2 = 0

x3 = 2 x4 = 1 x5 = 2 x6 = 1 x7 = 2

x8 = x9 = x10 = 0

Sqhma 3.1. QwrÐzontac n = 11 mp�lec se r = 10 om�dec me 9 endi�mesa toiq¸mata

H tim  tou x1 brÐsketai an metr soume pìsec mp�lec up�rqoun apì to −∞ èwc to pr¸to
toÐqwma, to x2 an metr soume tic mp�lec apì to pr¸to èwc to deÔtero toÐqwma, klp. Tèloc
to xr brÐsketai an metr soume tic mp�lec apì to teleutaÐo (up' arijmìn r− 1) toÐqwma èwc to
+∞.

29
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'Ara, gia na metr soume to pl joc twn diamerÐsewn P (n, r) arkeÐ na metr soume pìsa diafo-
retik� sq mata san kai autì tou Sq matoc 6 up�rqoun, afoÔ eÐnai fanerì ìti se k�je tètoio
sq ma antistoiqeÐ kai mia diaforetik  diamèrish, kai antÐstrofa.

Me poia diadikasÐa mporoÔme loipìn na kataskeu�soume monos manta èna tètoio sq ma? To
k�noume wc ex c: b�zoume pr¸ta sth seir� n + r − 1 antikeÐmena kai katìpin onom�zoume ta
n apì aut� mp�lec kai ta upìloipa r− 1 toiq¸mata. Autì mporeÐ na gÐnei akrib¸c me

(
n+r−1
n

)
trìpouc. H deÔterh isìthta mèsa sto sumpèrasma tou Jewr matoc 3.1 eÐnai apl  sunèpeia
thc tautìthtac

(
a
b

)
=
(
a
a−b

)
(deÐte thn 'Askhsh 2.30). �

Gia par�deigma sÔmfwna me to Je¸rhma 3.1 isqÔei P (3, 2) =
(
3+2−1

3

)
=
(
4
3

)
= 4 to opoÐo

sumfwneÐ me thn (23).

Askhsh 3.1. BreÐte ìlec tic diamerÐseic tou 4 se 3 komm�tia.

Pèra apì th shmasÐa pou èqei to Ðdio to prìblhma tou na metr soume to pl joc twn diamerÐse-
wn tou n se r komm�tia, to er¸thma apokt� megalÔterh shmasÐa giatÐ eÐnai ènac isodÔnamoc
trìpoc tou na rwt soume to ex c:

Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume k apì n stoiqeÐa ìtan k�je stoiqeÐo
apì ta n mporeÐ na epilegeÐ èna aperiìristo arijmì apì forèc, kai ìtan de mac
endiafèrei h seir� twn epilegèntwn stoiqeÐwn?

'Enac isodÔnamoc trìpoc na jèsoume to Ðdio er¸thma eÐnai o akìloujoc. 'Eqoume èna s�ko
pou èqei mèsa n mp�lec. Oi mp�lec fèroun h k�je mia ton arijmì thc. Epanalamb�noume k
forèc thn pr�xh:

PaÐrnoume mia mp�la apì to s�ko kai gr�foume s' èna qartÐ ton arijmì thc.
'Epeita epanatopojetoÔme th mp�la sto s�ko.

Sto tèloc parathroÔme touc k arijmoÔc pou gr�yame, qwrÐc na mac enadiafèrei h seir� touc.
Pìsa eÐnai ta dunat� diaforetik� apotelèsmata? Apì aut  thn enallaktik  perigraf  pro-
kÔptei kai to ìnoma sunduasmoÐ n stoiqeÐwn an� k me epan�jesh. To pl joc aut¸n twn
sunduasm¸n sumbolÐzetai me

〈
n
k

〉
.

Par�deigma 3.1. Oi sunduasmoÐ tou sunìlou {A,B} an� 3 me epan�jesh eÐnai oi

AAA,AAB,ABB,BBB.

Gia par�deigma, o sunduasmìc ABB jewreÐtai Ðdioc me ton BAB mia kai ta stoiqeÐa diafèroun
mìno sth seir� emf�nishc.

Askhsh 3.2. DeÐxte ìti gia k�je n isqÔei
〈
n
1

〉
= n. EpÐshc ìti, gia n ≥ 2, isqÔei

〈
n
2

〉
= n+

(
n
2

)
.

Askhsh 3.3. BreÐte to X sthn isìthta
〈
n
3

〉
=
(
n
3

)
+ X. SkefjeÐte sunduastik�. Mh qrhsi-

mopoi sete ton tÔpo pou deÐqnoume parak�tw sto Je¸rhma 3.2 par� mìno gia na elègxete to
apotèlesm� sac.

OmoÐwc skeptìmenoi breÐte th diafor�
〈
n
4

〉
−
(
n
4

)
.

Sto tèloc aut c thc diadikasÐac epilog c k stoiqeÐwn me epan�jesh èqoume sta qèria mac k
arijmoÔc, ìqi kat' an�gkh diaforetikoÔc metaxÔ touc, k�je ènac apì touc opoÐouc an kei sto
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sÔnolo {1, . . . , n}. 'Estw xi, i = 1, . . . , n, to pl joc aut¸n twn arijm¸n pou eÐnai Ðsoi me i.
Epeid  de mac endiafèrei h seir� pou emfanÐzetai k�je èna apì ta noÔmera pou epilègoume,
all� mìno to pìsec forèc emfanÐzetai, gÐnetai fanerì ìti

(25) x1 + · · ·+ xn = k

kai ìti k�je diaforetikì apotèlesma thc epilog c me epan�jesh antistoiqeÐ kai se mia diafo-
retik  n-�da x1, . . . , xn pou ikanopoieÐ thn (25). 'Eqoume ètsi apodeÐxei to akìloujo.

Je¸rhma 3.2. Ta dunat� apotelèsmata epilog c k antikeimènwn apì n me epan�jesh eÐnai Ðsa
to pl joc me tic dunatèc diamerÐseic tou k se n komm�tia. 'Eqoume dhlad 〈n

k

〉
=

(
n+ k − 1

k

)
.

Askhsh 3.4. An epilèxoume k antikeÐmena apì n me epan�jesh kai den agno soume th seir�
twn epilog¸n (p.q., an epilègoume 3 antikeÐmena apì ta A, B me epan�jesh, ta apotelèsmata
AAB kai ABA jewroÔntai t¸ra diaforetik�), pìsec diaforetikèc epilogèc up�rqoun?

Askhsh 3.5. An èqete èna swrì apì �peirec ìmoiec mp�lec kai n arijmhmèna kouti� qwrh-
tikìthtac n mpal¸n to kajèna me pìsouc trìpouc mporeÐte na topojet sete k�poiec mp�lec
sta kouti�?

'Idio er¸thma an ta kouti� den eÐnai arijmhmèna.

Askhsh 3.6. Se èna asansèr mpaÐnoun 8 �toma sto isìgeio enìc kthrÐou. Xekin�ei thn poreÐa
tou proc ta p�nw apì to isìgeio (ìrofoc 0) kai stamat�ei ston teleutaÐo ìrofo pou eÐnai o
ìrofoc No 6.

Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporeÐ na èqoun sumbeÐ oi apobib�seic twn 8 atìmwn an

(1) Oi 8 epib�tec eÐnai panomoiìtupoi metaxÔ touc.
(2) Up�rqoun 5 �ndrec epib�tec kai 3 gunaÐkec. 'Atoma tou Ðdiou fÔlou den xeqwrÐzoun

metaxÔ touc.
(3) K�nte tic prohgoÔmenec peript¸seic upojètontac ìti sumbaÐnei toul�qiston mia a-

pobÐbash ston 6o ìrofo (alli¸c de ja eÐqe lìgo to asansèr na anèbei wc ekeÐ)  ,
antÐjeta, qwrÐc na upojèsete k�ti tètoio (upojèste dhl. ìti to asansèr p�nta p�ei
wc ton 6o, akìmh ki an den èqei na apobib�sei k�poion ekeÐ).

Askhsh 3.7. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume touc akeraÐouc x1, x2, . . . , xk t.¸.
na isqÔei 1 ≤ x1 < x2 < · · · < xk ≤ n?

Askhsh 3.8. ApodeÐxte ìti, gia k stajerì, h sun�rthsh〈n
k

〉
−
(
n

k

)
eÐnai polu¸numo tou n kai ìti, an�loga me to an to k eÐnai �rtio   perittì, to polu¸numo autì
perièqei   mìno �rtiec dun�meic tou n   mìno perittèc. BreÐte to �jroisma twn suntelest¸n
tou poluwnÔmou autoÔ.

Par�deigma 3.2. (AlusÐdec DNA kat� Gamow) Mia alusÐda DNA eÐnai mia peperasmènh
seir� apì qhmikèc b�seic. Oi b�seic autèc eÐnai gnwstèc me ta sÔmbola A, C, G kai T.
'Ena aminoxÔ eÐnai mia alusÐda DNA kai eÐnai gnwstì ìti up�rqoun akrib¸c 20 aminoxèa. An
upojèsoume ìti ìla ta aminoxèa eÐnai alusÐdec me to Ðdio m koc, tìte eÔkola blèpoume ìti to
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m koc autì de mporeÐ na eÐnai 1   2. Pr�gmati up�rqoun akrib¸c 4 alusÐdec m kouc 1 (oi A,
C, G kai T) kai 42 = 16 alusÐdec m kouc 2 (autì giatÐ mia tètoia alusÐda orÐzetai apì dÔo
epilogèc me 4 dunatìthtec gia thn k�je mÐa). Apì thn �llh meri� oi alusÐdec DNA m kouc 3
eÐnai to pl joc 43 = 64, eÐnai dhl. perissìterec apì 20.

To 1954 o G. Gamow prìteine ìti dÔo alusÐdec DNA kwdikopoioÔn to Ðdio aminoxÔ an kai
mìno an perièqoun tic Ðdiec b�seic anexart twc seir�c. Oi alusÐdec dhl. ACC kai CAC, an
kai diaforetikèc, kwdikopoioÔn to Ðdio aminoxÔ. An h upìjesh tou Gamow eÐnai swst  pìsa
diaforetik� aminoxèa kwdikopoioÔntai me alusÐdec DNA m kouc 3? Me lÐgh skèyh blèpoume ìti
to pl joc twn diaforetik¸n aminoxèwn eÐnai to Ðdio me to pl joc twn diaforetik¸n sunduasm¸n
twn tess�rwn gramm�twn A, C, G kai T an� trÐa, me epan�jesh. O arijmìc autìc eÐnai dhl.〈

4

3

〉
=

(
4 + 3− 1

3

)
=

(
6

3

)
=

6 · 5 · 4
3!

= 20,

sumfwneÐ dhl. h upìjesh tou Gamow me to peiramatik� diapistwmèno gegonìc ìti up�rqoun
akrib¸c 20 aminoxèa. 'Omwc, gia �llouc lìgouc, h upìjesh tou Gamow èqei apodeiqjeÐ ìti
den isqÔei.

Askhsh 3.9. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojet soume n ìmoiec mp�lec se k kouti�
pou eÐnai arijmhmèna me touc arijmoÔc 1 èwc k?

'Idio er¸thma ìtan kai oi mp�lec eÐnai arijmhmènec.

Par�deigma 3.3. (H katanom  Bose-Einstein sth statistik  mhqanik ) Sth statistik  mh-
qanik  exet�zoume èna sÔsthma apì t swm�tia k�je èna apì ta opoÐa mporeÐ na brÐsketai se
p diaforetikèc katast�seic, p.q. se p diaforetik� energeiak� epÐpeda. Mia kat�stash tou
sust matoc eÐnai h perigraf  thc kat�stashc tou k�je swmatidÐou. 'Otan ta swm�tia eÐnai
Ðdia metaxÔ touc upojètoume sun jwc ìti den èqei shmasÐa poia apì ta t swm�tia eÐnai sto
k�je energeiakì epÐpedo all� mìno pìsa. H upìjesh ìti ìlec autèc oi katast�seic eÐnai ex
Ðsou pijanèc lègetai katanom  Bose-Einstein.

Sto montèlo Bose-Einstein pìsec diaforetikèc katast�seic tou sust matoc up�rqoun? An
jèsoume xi, i = 1, . . . , p, na eÐnai to pl joc twn swmatÐwn sto energeiakì epÐpedo i, tìte
prèpei apl� na dialèxoume touc mh arnhtikoÔc akeraÐouc xi ¸ste na èqoun �jroisma t. Dhlad 
to pl joc katast�sewn tou sust matoc eÐnai Ðso me to pl joc twn diamerÐsewn tou t se p
komm�tia, dhl. (

t+ p− 1

t

)
.

Askhsh 3.10. Sthn katanom  Fermi-Dirac upojètoume ìti ta t swm�tia eÐnai ìla ìmoia kai
ìti de mporoÔn dÔo swm�tia na brÐskontai sto Ðdio energeiakì epÐpedo (up�rqoun p energeiak�
epÐpeda). An t ≤ p pìsec diaforetikèc katast�seic tou sust matoc swmatÐwn up�rqoun?
(DeÐte to Par�deigma 3.3 kai thn 'Askhsh 3.9.)

§2. PoluwnumikoÐ suntelestèc
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'Eqoume deÐ ìti an jèloume na epilèxoume k antikeÐmena apì n, qwrÐc epan�jesh, to pl joc
twn trìpwn na gÐnei autì eÐnai(

n

k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
.

Ti gÐnetai an jèloume na epilèxoume, p�li qwrÐc epan�jesh, mia om�da stoiqeÐwn tou {1, . . . , n}
megèjouc k1, mia om�da megèjouc k2, klp, kai tèloc mia om�da megèjouc kr, ìpou gia j =
1, . . . , r èqoume 0 ≤ kj ≤ n kai epiplèon isqÔei k1 + · · · + kr = n? Me pìsouc trìpouc dhl.
mporoÔme na diamerÐsoume to {1, . . . , n} se èna sÔnolo megèjouc k1, se èna sÔnolo megèjouc
k2 kai tèloc se èna sÔnolo megèjouc kr?

Je¸rhma 3.3. To pl joc trìpwn na diamerÐsoume èna sÔnolo me n stoiqeÐa se r sÔnola me
megèjh k1, . . . , kr, me k1 + · · · + kr = n, ìtan de mac endiafèrei h seir� twn stoiqeÐwn mèsa
sta sÔnola aut�, eÐnai

(26)

(
n

k1, . . . , kr

)
=

n!

k1!k2! · · · kr!
.

Apodeixh. To pr¸to sÔnolo mporeÐ na epilegeÐ me(
n

k1

)
=

n!

k1!(n− k1)!

trìpouc. Met� apì thn epilog  tou pr¸tou sunìlou apomènoun n− k1 stoiqeÐa aqrhsimopo-
Ðhta, �ra to deÔtero sÔnolo mporeÐ na epilegeÐ me(

n− k1

k2

)
=

(n− k1)!

k2!(n− k1 − k2)!

trìpouc. SuneqÐzonac kat' autìn ton trìpo paÐrnoume ìti h epilog  tou proteleutaÐou su-
nìlou (me kr−1 stoiqeÐa) mporeÐ na gÐnei me

(n− k1 − · · · − kr−2)!

kr−1!(n− k1 − · · · − kr−1)!
=

(n− k1 − · · · − kr−2)!

kr−1!kr!

trìpouc. EpÐshc, afoÔ èqoun epilegeÐ ta r−1 pr¸ta sÔnola den up�rqei plèon kami� epilog 
na gÐnei afou ta upìloipa kr stoiqeÐa pou apomènoun akìmh aqrhsimopoÐhta anagkastik� p�ne
sto teleutaÐo sÔnolo pou prèpei na epilèxoume.

'Etsi pollaplasi�zontac tic dunatìthtec epilog¸n mac gia ta pr¸ta r−1 sÔnola, kai k�nontac
tic aplopoi seic paÐrnoume ton tÔpo (26). �

To sÔmbolo
(

n
k1,...,kr

)
onom�zetai poluwnumikìc suntelest c (kat' analogÐa me ta

(
n
k

)
pou

onom�zontai diwnumikoÐ suntelestèc). ParathreÐste epÐshc ìti(
n

k, n− k

)
=

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
.

Parat rhsh 3.1. O poluwnumikìc suntelest c
(

n
k1,...,kr

)
den all�zei an ta k1, . . . , kr antika-

tastajoÔn apì mia met�jes  touc (an all�xei dhl. apl¸c h seir� touc).
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Parat rhsh 3.2. Prèpei na tonÐsoume ed¸ ìti, an kai de mac endiafèrei h eswterik  seir� twn
sunìlwn twn stoiqeÐwn pou epilègoume, h seir� twn Ðdiwn twn sunìlwn eÐnai prokajorismènh.
Autì eÐnai Ðswc fanerì ìtan ìla ta k1, k2, . . . , km eÐnai metaxÔ touc diaforetik� all� dhmiourgeÐ
k�poia sÔgqush ìtan merik� apì aut� eÐnai metaxÔ touc Ðsa. Mia akraÐa perÐptwsh autoÔ eÐnai
ìtan ìla eÐnai Ðdia. Gia par�deigma, o poluwnumikìc suntelest c(

9

3, 3, 3

)
metr�ei me pìsouc trìpouc mporoÔme na qwrÐsoume touc arijmoÔc 1, 2, . . . , 9 se treÐc om�dec.
An dÔo trìpoi diafèroun mìno wc proc ton eswterikì trìpo graf c thc k�je om�dac tìte de
jewroÔntai diaforetikoÐ. 'Etsi oi trìpoi

{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9} kai {3, 2, 1}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}

jewroÔntai Ðdioi kai metr�ne wc èna. An ìmwc dÔo trìpoi diafèroun wc proc ton trìpo graf c
twn om�dwn tìte metr�ne wc diaforetikoÐ. Oi trìpoi, p.q.,

{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9} kai {4, 5, 6}, {1, 2, 3}, {7, 8, 9}

metr�ne wc diaforetikoÐ trìpoi.

Askhsh 3.11. 'Eqoume 10 arijmhmènec mp�lec kai trÐa kouti� me qwrhtikìthtec 5, 3 kai 2
mp�lec. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na b�loume tic mp�lec sta kouti�? (Den up�rqei esw-
terik  seir� sta kouti� all� ta kouti� eÐnai metaxÔ touc diakekrimèna.)

Askhsh 3.12. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojet soume 12 arijmhmènec mp�lec se 4
ìmoia (mh arijmhmèna) kouti� qwrhtikìthtac 3 to kajèna?

Askhsh 3.13. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na diat�xoume 5 gr�mmata A, 3 gr�mmata B kai
4 gr�mmata G? Ekfr�ste thn ap�nths  sac san èna poluwnumikì suntelest .

§3. Tì Diwnumikì Je¸rhma

To Diwnumikì Je¸rhma (Je¸rhma 3.4 eÐnai èna isqurìtato ergaleÐo gia upologismoÔc pou
anafèrontai se posìthtec me diwnumikoÔc suntelestèc. EÐnai epÐshc h pr¸th sÔndesh twn
sunduastik¸n posot twn pou sunant�me me algebrikèc mejìdouc. Argìtera ja doÔme kai tic
genn triec sunart seic akolouji¸n sa mia fusik  epèktash thc mejìdou.

Je¸rhma 3.4. Gia k�je a, b ∈ R, kai akèraio n ≥ 0 isqÔei

(27) (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k.

Apodeixh. To aristerì mèloc eÐnai èna ginìmeno n paragìntwn Ðswn me (a + b). 'Otan
k�noume ìlec tic pr�xeic, ìtan dhl. efarmìsoume thn epimeristik  idiìthta, autì pou k�noume
eÐnai ìti sqhmatÐzoume ìla ta ginìmena pou mporoÔme na fti�xoume dialègontac èna prosjetèo
apì k�je par�gonta (deÐte kai Par�deigma 2.7) kai ta prosjètoume, mazeÔontac mazÐ Ðdia
mon¸numa.
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EÐnai fanerì ìti, efìson oi prosjetèoi apì k�je par�deigma eÐnai a   b kai to pl joc twn
paragìntwn eÐnai n, ìla ta mon¸numa pou ja emfanistoÔn eÐnai thc morf c

akbn−k, (0 ≤ k ≤ n).

To mon¸numo autì emfanÐzetai opoted pote èqoume epilèxei to a apì akrib¸c k apì touc
par�gontec. All� autì sumbaÐnei me akrib¸c tìsouc trìpouc ìsoi eÐnai oi trìpoi na epilegoÔn
k par�gontec apì touc n, dhl.

(
n
k

)
, kai autì akrib¸c eÐnai to perieqìmeno tou jewr matoc. �

Askhsh 3.14. Poio eÐnai to an�ptugma tou (1 + x)5 se dun�meic tou x?

To Diwnumikì Je¸rhma (Je¸rhma 3.4) èqei pollèc efarmogèc se upologismoÔc ajroism�twn.

Par�deigma 3.4. Jètontac a = b = 1 sthn (27) paÐrnoume thn tautìthta (deÐte kai thn
'Askhsh 2.29)

2n =
n∑
k=0

(
n

k

)
.

Par�deigma 3.5. Jètontac a = 1, b = −1 sthn (27) kai qwrÐzontac touc arnhtikoÔc apì touc
jetikoÔc ìrouc paÐrnoume ìti gia k�je n to �jroisma twn diwnumik¸n suntelest¸n

(
n
k

)
gia k

�rtio eÐnai Ðso me to �jroisma gia k perittì

(28)
∑

0≤k≤n

k perittì

(
n

k

)
=

∑
0≤k≤n

k �rtio

(
n

k

)
.

Autì eÐnai fanerì ìtan to n eÐnai perittì, mia kai tìte oi diwnumikoÐ suntelestèc me �rtio k
brÐskontai se èna proc èna antistoiqÐa me touc suntelestèc me perittì k (afoÔ isqÔei p�nta(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
�deÐte kai 'Askhsh 2.30), all� den eÐnai ex Ðsou eÔkolo gia �rtio k.

Par�deigma 3.6. Jètoume a = x, b = 1 sthn (27) kai paragwgÐzoume th sqèsh pou prokÔptei
wc proc x. PaÐrnoume ètsi

n(1 + x)n−1 =
n∑
k=1

k

(
n

k

)
xk−1.

Jètontac t¸ra x = 1 paÐrnoume th sqèsh
n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Askhsh 3.15. UpologÐste to �jroisma
∑n

k=0 2k
(
n
k

)
.

Askhsh 3.16. UpologÐste to �jroisma
∑n

k=2 k(k − 1)
(
n
k

)
.

Askhsh 3.17. 'Estw ìti èqoume dÔo sunart seic

a(x) = a−Nx
−N + a−N+1x

−N+1 + · · ·+ a0 + a1x+ · · · aNxN

kai
b(x) = b−Nx

−N + b−N+1x
−N+1 + · · ·+ b0 + b1x+ · · · bNxN

ìpou ta aj kai bj eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ. Mia tètoia sun�rthsh (den orÐzetai sto 0) o-
nom�zetai polu¸numo Laurent kai h diafor� tou apì ta sun jh polu¸numa eÐnai ìti èqoume
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kai arnhtikoÔc ekjètec. ApodeiknÔetai ìti oi suntelestèc aj kajorÐzontai apì th sun�rthsh
a(x), de mporeÐ dhl. h Ðdia sun�rthsh na grafteÐ me diaforetikoÔc suntelestèc.

An gr�youme c(x) = a(x)b(x) deÐxte ìti kai h sun�rthsh c(x) eÐnai polu¸numo Laurent kai
ìti oi suntelestèc thc dÐnontai apì ton tÔpo

cs =

min {N,N−s}∑
max {−N,s−N}

akbs−k,

gia −2N ≤ s ≤ 2N .

Askhsh 3.18. Jètontac a = x, b = 1/x kai 2n sth jèsh tou n sthn (27) deÐxte thn tautìthta(
2n

n

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)2

,

exet�zontac to suntelest  tou stajeroÔ ìrou kai qrhsimopoi¸ntac kai thn 'Askhsh 3.17.

Askhsh 3.19. Poioc o suntelest c tou x3y5 sto an�ptugma tou (1 + x+ y)12? Ekfr�ste thn
ap�nths  sac me poluwnumikoÔc suntelestèc. (DeÐte thn §2.)

Par�deigma 3.7. Se autì to par�deigma upologÐzoume to �jroisma
n∑
k=0

1

k + 1

(
n

k

)
.

Kai p�li qrhsimopoioÔme to diwnumikì je¸rhma. Kat' analogÐa me to Par�deigma 3.6 sto
opoÐo paragwgÐsame wc proc x to diwnumikì je¸rhma sth morf 

(1 + x)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk

¸ste na emfanÐsoume èna par�gonta k mprost� apì to diwnumikì suntelest 
(
n
k

)
sto dexÐ

mèloc, ed¸ jèloume na emfanÐsoume èna par�gonta 1/(k + 1) opìte to fusiologikì eÐnai na
oloklhr¸soume. 'Estw loipìn

f(x) =
n∑
k=0

1

k + 1

(
n

k

)
xk.

Em�c mac endiafèrei na broÔme to f(1) all� ja broÔme telik� èna tÔpo gia th sun�rthsh
f(x) prin jèsoume x = 1. Pollaplasi�zoume thn prohgoÔmenh isìthta me x kai èpeita thn
paragwgÐzoume wc proc x gia na p�roume

(xf(x))′ =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk = (1 + x)n

apì thn opoÐa, me olokl rwsh, prokÔptei ìti up�rqei mia stajer� C tètoia ¸ste

xf(x) =

∫
(1 + x)n dx+ C

 

xf(x) =
(1 + x)n+1

n+ 1
+ C.
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Jètontac x = 0 prokÔptei ìti C = −1/(n+ 1) opìte

xf(x) =
(1 + x)n+1 − 1

n+ 1

kai me x = 1 paÐrnoume f(1) = 2n−1
n+1

§4. Sunduastikèc apodeÐxeic tautot twn

Se aut  thn par�grafo ja doÔme p¸c mporoÔme pollèc forèc na apodeiknÔoume tautìthtec
qwrÐc idiaÐterec pr�xeic, apl� ermhneÔontac to aristerì kai to dexÐ mèloc me sunduastikì
trìpo kai parathr¸ntac ìti aparijmoÔn ta Ðdia antikeÐmena (�ra eÐnai kai Ðsa). Aut  h teqni-
k  onom�zetai kai diplì mètrhma mia kai metr�me ta Ðdia antikeÐmena dÔo forèc, �ra ta dÔo
apotelèsmata eÐnai Ðsa.

Par�deigma 3.8. (TrÐgwno tou Pascal) DeÐxte thn tautìthta

(29)

(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
.

To aristerì mèloc metr�ei ta k-mel  uposÔnola tou [n] = {1, . . . , n}. Aut� ìmwc eÐnai duo
kathgori¸n: aut� pou perièqoun to stoiqeÐo n kai ta upìloipa. To pl joc aut¸n pou peri-
èqoun to n eÐnai

(
n−1
k−1

)
afoÔ k�je èna apì aut� ta k-mel  uposÔnola kajorÐzetai monos manta

apì thn tom  tou me to sÔnolo [n− 1] = {1, . . . , n− 1} pou èqei mègejoc k− 1. Ta upìloipa
uposÔnola epÐshc kajorÐzontai monos manta apì thn tom  touc me to [n− 1], mìno pou aut 
t¸ra èqei mègejoc k, �ra to pl joc touc eÐnai

(
n−1
k

)
.

Par�deigma 3.9. Se mia sugkèntrwsh o arijmìc twn kalesmènwn pou antal�ssoun perittèc
to pl joc qeirayÐec eÐnai �rtioc.

'Estw P1, . . . , Pn oi kalesmènoi. JewroÔme to sÔnolo twn zeug¸n (Pi, Pj) tètoia ¸ste o
Pi qairet�ei ton Pj, kai ac eÐnai xi o arijmìc twn qeirayi¸n pou antal�ssei o Pi kai y o
sunolikìc arijmìc qeirayi¸n pou antall�sontai. To pl joc twn zeug¸n (Pi, Pj) isoÔtai, apì
th mia meri�, me

∑n
i=1 xi, kai, apì thn �llh, me 2y, afoÔ se k�je qeirayÐa antistoiqoÔn akrib¸c

dÔo zeug�ria (Pi, Pj) kai (Pj, Pi). 'Etsi èqoume

2y =
n∑
i=1

xi

�ra to pl joc twn peritt¸n xi eÐnai anagkastik� �rtio.

Par�deigma 3.10. Gia n1, n2 ≥ 0 isqÔei
m∑
k=0

(
n1

k

)(
n2

m− k

)
=

(
n1 + n2

m

)
, (m ≤ min {n1, n2}).

Dexi� metr�me ta uposÔnola megèjouc m tou [n1 + n2]. B�foume ta n1 antikeÐmena �spra
kai ta �lla maÔra. Ta uposÔnola megèjouc m pou mac endiafèroun qwrÐzontai stic m+ 1 to
pl joc kathgorÐec Ck, k = 0, . . . ,m. H kathgorÐa Ck perilamb�nei ìla ta m-mel  uposÔnola
tou [n1 +n2] pou perièqoun akrib¸c k �spra. Profan¸c èqoume |Ck| =

(
n1

k

)(
n2

m−k

)
afoÔ gia na
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fti�xoume èna uposÔnola kathgorÐac Ck prèpei na epilèxoume k �spra kai ta upìloipa n− k
maÔra. 'Ara to aristerì mèloc thc isìthtac eÐnai Ðso me

∑m
k=0 |Ck|.

Par�deigma 3.11. Gia k�je n ≥ 2 isqÔei:(
2n

2

)
= 2

(
n

2

)
+ n2.

Arister� metr�me dimel  uposÔnola tou [2n]. 'Estw ìti qrwmatÐzoume n apì ta 2n antikeÐmena
se �spra kai ta �lla maÔra. Ta dimel  uposÔnola tou [2n] eÐnai tri¸n tÔpwn: (A) dÔo stoiqeÐa
�spra, (B) dÔo stoiqeÐa maÔra, (G) èna �spro ki èna maÔro. Ta uposÔnola tÔpou (A) eÐnai(
n
2

)
to pl joc afoÔ dialègoume dÔo apì ta n �spra. Tìsa eÐnai kai ta uposÔnola tÔpou (B).

Ta sÔnola tÔpou (G) eÐnai to pl joc n · n, mia kai prèpei na dialèxoume èna apì n �spra kai
èna apì n maÔra. To sÔnolo gia tic treic kathgorÐec sunìlwn emfanÐzetai sto dexÐ mèloc.

Par�deigma 3.12. DeÐxte ìti

(30) n2n−1 =
n∑
k=1

k

(
n

k

)
(deÐte epÐshc to Par�deigma 3.6) arijm¸ntac me dÔo diaforetikoÔc trìpouc ta zeÔgh (x,M)
tètoia ¸ste x ∈M ⊆ [n].

Up�rqoun
(
n
k

)
sÔnolaM ⊆ [n] me mègejoc k, kai gia k�je èna apì aut� mporoÔme na epilèxoume

wc x opoiod pote apì ta k stoiqeÐa tou, �ra to pl joc twn zeug¸n (x,M) tètoia ¸ste
x ∈M ⊆ [n] isoÔtai me to dexÐ mèloc thc (30).

'Omwc ta zeÔgh aut� mporoÔn na arijmhjoÔn epilègontac pr¸ta to x kai met� epilègontac ta
upìloipa stoiqeÐa tou M , to sÔnolo dhl. M \ {x}. 'Omwc ìla ta shmeÐa tou [n] ektìc to x
summetèqoun ston kajorismì tou M \ {x}, kai �ra oi dunatìthtec gi' autì eÐnai 2n−1, �ra oi
dunatìthtec gia ta zeÔgh eÐnai n2n−1, pou eÐnai to aristerì mèloc.

Askhsh 3.20. ApodeÐxte me sunduastikì epiqeÐrhma ìti an 0 ≤ i ≤ k ≤ n tìte isqÔei(
n

i

)(
n− i
k − i

)
=

(
k

i

)(
n

k

)
.

Askhsh 3.21. ApodeÐxte me sunduastikì epiqeÐrhma thn tautìthta(
n

k

)
=

n∑
i=k

(
i− 1

k − 1

)
.

Upìdeixh: Pìsa uposÔnola tou [n] megèjouc k up�rqoun t.¸. to megalÔtero stoiqeÐo touc
na eÐnai to i?

Askhsh 3.22. An n,m, k1, . . . , km eÐnai mh arnhtikoÐ akèraioi t.¸. k1 + · · ·+ km = n deÐxte me
sunduastikì epiqeÐrhma ìti isqÔei(

n

k1, k2, . . . , km

)
=

m∑
i=1

(
n− 1

k1, . . . , ki−1, (ki − 1), ki+1, . . . , km

)
.



3. PROQWRHMENH APARIJMHSH 39

Askhsh 3.23. ApodeÐxte me sunduastikì epiqeÐrhma thn tautìthta(
0

m

)
+

(
1

m

)
+ · · ·+

(
n

m

)
=

(
n+ 1

m+ 1

)
ìpou 0 ≤ m ≤ n. (JumhjeÐte ìti oi diwnumikoÐ suntelestèc

(
a
b

)
me a < b isoÔntai me 0.)

§5. Prìtupo Diag¸nisma gia �skhs  sac

An gr�fate diag¸nisma sthn Ôlh pou èqei prohghjeÐ mèqri kai to tèloc aut¸n twn shmei¸sewn
ta parak�tw jèmata ja  tan endeiktik� (2 ¸rec, kleistèc shmei¸seic). Elègxte ton eautì sac!

Askhsh 3.24. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na moir�soume 21 daforetik� biblÐa sta �toma
A, B kai G, oÔtwc ¸ste oi A kai B mazÐ na p�roun dipl�sia biblÐa apì ton G?

Askhsh 3.25. Mia om�da 20 atìmwn jèlei na fti�xei treic, xènec metaxÔ touc, epitropèc me 6,
5 kai 4 �toma h k�je mÐa. (Mèsa se k�je epitrop  den up�rqoun qwrist� axi¸mata�ta mèlh
touc eÐnai isodÔnama.) Me pìsouc trìpouc mporeÐ na gÐnei autì?

Askhsh 3.26. UpologÐste to �jroisma
n∑
k=1

k2

(
n

k

)
.

Askhsh 3.27. UpologÐste to �jroisma
n∑
k=0

1

k + 1

(
n

k

)
.

Askhsh 3.28. DeÐxte tic tautìthtec

(31)

(
n

k

)(
k

l

)
=

(
n

l

)(
n− l
k − l

)
kai

(32)
k∑
i=0

(
m

i

)(
n

k − i

)
=

(
m+ n

k

)
.

Askhsh 3.29. DeÐxte ìti, gia n ≥ 1 isqÔei

(33)

(
2n+ 2

n+ 1

)
=

(
2n

n+ 1

)
+ 2

(
2n

n

)
+

(
2n

n− 1

)
.





KEF�ALAIO 4

Eisagwg  sth jewrÐa grafhm�twn

§1. Apl� graf mata

'Ena gr�fhma (merikèc forèc sthn ellhnik  bibliografÐa gÐnetai lìgoc kai gia èna gr�fo)
eÐnai o basikìteroc, parastatikìteroc kai plèon eÔqrhstoc genikìc trìpoc sta Majhmati-
k� (all� kai stic Epist mec genikìtera) na parast sei kaneÐc plhroforÐa sundesmologÐac,
na perigr�yei dhl. mia om�da antikeimènwn merik� apì ta opoÐa sundèontai metaxÔ touc, kai
endeqomènwc kai plhroforÐec gia th sundesmologÐa.

Orismìc 4.1. (Aplì gr�fhma) Ena aplì gr�fhma G = (V,E) apoteleÐtai apì èna sÔnolo
koruf¸n V kai èna sÔnolo akm¸n E, to opoÐo eÐnai èna sÔnolo apì disÔnola tou V . Gr�foume
epÐshc V = V (G) kai E = E(G) gia ta sÔnola koruf¸n kai akm¸n tou graf matoc G.

Mia akm  an�mesa se dÔo korufèc u kai v antiproswpeÔei k�poia ènnoia sÔndeshc twn dÔo
koruf¸n. SunhjÐzoume na parist�noume èna gr�fhma antistoiq¸ntac èna shmeÐo tou epipèdou
se k�je koruf  kai trab¸ntac mia gramm  pou en¸nei duo korufèc an kai mìno an autèc
en¸nontai me mia akm  sto G.

EpishmaÐnoume ed¸ ìti aut  h grafik  par�stash enìc graf matoc èqei epoptik  mìno shmasÐa.
Up�rqoun graf mata sta opoÐa de qrhsimopoioÔme potè k�poia grafik  par�stash (sun jwc
lìgw megèjouc) kai ta graf mata pou mporoÔn na parastajoÔn grafik� me di�forouc trìpouc.

An¸geia

Hr�kleio

MoÐrec

Sp li

Rèjumno

Rèjumno

An¸geia

Hr�kleio

MoÐrec

Sp li

Sqhma 4.1. K�poiec pìleic sthn Kr th kai odikèc sundèseic wc gr�fhma

Gia par�deigma, sto Sq ma 4.1 deÐqnoume me dÔo diaforetikoÔc trìpouc to Ðdio gr�fhma pou
skopì èqei na deÐxei thn odik  sundesmologÐa an�mesa se pènte pìleic thc Kr thc. H Ôparxh

41
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miac akm c an�mesa se dÔo korufèc (pìleic) upodhl¸nei thn Ôparxh enìc drìmou. To sÔnolo
koruf¸n se autì to gr�fhma eÐnai to

V = {Hr�kleio, Rèjumno, An¸geia, MoÐrec, Sp li}

en¸ to sÔnolo akm¸n eÐnai to

E = {{Hr�kleio, Rèjumno}, {Hr�kleio, An¸geia}, {An¸geia, Rèjumno},
{Rèjumno, Sp li}, {Sp li, MoÐrec}, {MoÐrec, Hr�kleio}} .

Sthn arister  grafik  par�stash tou graf matoc èqoume zwgrafÐsei tic pìleic se tètoia
jèsh ¸ste h sqetik  touc jèsh na moi�zei me aut  pou èqoun p�nw sto q�rth, en¸ dexi�
èqoume zwgrafÐsei to Ðdio gr�fhma b�zontac apl� ìlec tic pìleic th mia k�tw apì thn �llh
se alfabhtik  seir�. TonÐzoume xan� ìti kai ta dÔo sqèdia parist�noun to Ðdio gr�fhma.

1

3

4 5

6

2
Sqhma 4.2. Ena aplì gr�fhma me 6 korufèc kai 7 akmèc

Par�deigma 4.1. Sun jwc ta onìmata pou epilègoume gia tic korufèc eÐnai apl� arijmoÐ.
'Ena tupikì gr�fhma eÐnai p.q. to gr�fhma tou Sq matoc 4.2 pou èqei sÔnolo koruf¸n to

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

kai sÔnolo akm¸n to

E = {{1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {3, 5}, {3, 6}, {4, 6}, {5, 6}}.

Prìblhma Nèo 2. DÔo apl� graf mata G1 = (V,E) kai G2 = (V,E2) me to Ðdio sÔnolo
koruf¸n lègontai sumplhrwmatik� an E1 ∩ E2 = ∅ kai h ènwsh E1 ∪ E2 eÐnai ìla ta dimel 
uposÔnola tou V . Me �lla lìgia dÔo korufèc tou V sundèontai me akm  sto G1 an kai mìno
an de sundèontai sto G2. BreÐte to sumplhrwmatikì gr�fhma autoÔ pou parousi�zetai sto
Par�deigma 4.1.

Par�deigma 4.2. Sto Sq ma 4.3 deÐqnoume ìla ta diaforetik� apl� graf mata me 3 korufèc.
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Sqhma 4.3. Ta diaforetik� apl� graf mata me 3 korufèc

Askhsh 4.1. Pìsa diaforetik� graf mata up�rqoun me n korufèc? Pìsa me n korufèc kai
k akmèc? (0 ≤ k ≤ n)

An duo korufèc u kai v en¸nontai sto G (dhl. an {u, v} ∈ E) ja gr�foume sun jwc u ∼ v

  kai u
G∼ v an jèloume na tonÐsoume gia poio gr�fhma mil�me. OmoÐwc ja gr�foume e1 ∼ e2

gia dÔo akmèc e1 kai e2 an autèc moir�zontai mia apì tic duì touc korufèc.

Orismìc 4.2. (Geitonikèc korufèc kai akmèc, geitonièc) DÔo korufèc pou sundèontai me akm 
(ant. akmèc pou èqoun mia koin  koruf ) ja lègontai geitonikèc   geÐtonec kai to sÔnolo twn
geitìnwn miac koruf c (ant. akm c) u ja lègetai h geitoni� tou u kai ja sumbolÐzetai sun jwc
me N(u).

Par�deigma 4.3. Sto gr�fhma tou Sq matoc 4.2 èqoume

N(1) = {2, 4}, N(2) = {1, 3}, N(3) = {2, 5, 6}, N(4) = {1, 6}, N(5) = {3, 6}, N(6) = {3, 5}.
H geitoni� thc akm c {3, 6} eÐnai to sÔnolo akm¸n

N((3, 6)) = {{2, 3}, {3, 5}, {4, 6}, {4, 5}, {3, 6}}.
ParathreÐste ìti mia akm  eÐnai p�nta geÐtonac tou eautoÔ thc sÔmfwna me ton orismì pou
èqoume d¸sei, en¸ mia koruf  potè de geitoneÔei me ton eautì thc se èna aplì gr�fhma (autì
all�zei argìtera ìtan ja exet�zoume genikìtera graf mata).

Orismìc 4.3. (Bajmìc koruf c, akm c. Kanonikì gr�fhma.) Bajmìc miac koruf c u ∈ V (ja
sumbolÐzetai me deg u) lègetai to pl joc twn akm¸n pou èqoun thn u wc �kro touc. Dhl.
deg u = |N(u)|. OmoÐwc orÐzetai o bajmìc miac akm c.

Kanonikì onom�zetai èna gr�fhma ìtan ìlec oi korufèc tou èqoun ton Ðdio bajmì. An o koinìc
autìc bajmìc eÐnai r tìte lègetai r-kanonikì.

Par�deigma 4.4. Sto Sq ma 4.2, an sb soume thn akm  {3, 6}, ìlec oi korufèc èqoun bajmì
2, �ra eÐnai to gr�fhma autì 2-kanonikì. Sto Sq ma 4.1 o bajmìc twn koruf¸n Hr�kleio kai
Rèjumno eÐnai 3 kai twn �llwn koruf¸n eÐnai 2.

Askhsh 4.2. GÐnetai se èna gr�fhma ìlec oi korufèc na èqoun diaforetikì bajmì?

Askhsh 4.3. Pìsec akmèc èqei èna r-kanonikì gr�fhma me n korufèc? Up�rqei 3-kanonikì
gr�fhma me 7 korufèc?
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Askhsh 4.4. DeÐxte ìti se èna gr�fhma G = (V,E) to �jroisma twn bajm¸n ìlwn twn
koruf¸n isoÔtai me 2|E|.

Askhsh 4.5. DeÐxte ìti se opoiod pote gr�fhma to pl joc koruf¸n me perittì bajmì eÐnai
�rtio.

Askhsh 4.6. An n > 0 deÐxte ìti up�rqei n-kanonikì gr�fhma me 2n korufèc.

Prìblhma Nèo 3. 'Ena sÔnolo koruf¸n enìc graf matoc lègetai anex�rthto an k�je
dÔo korufèc tou de sundèeontai me akm . EpÐshc, èna sÔnolo koruf¸n lègetai k�lumma an
k�je akm  tou graf matoc perièqei k�poia apì tic korufèc autèc.

DeÐxte ìti s' èna gr�fhma G = (V,E) to sÔnolo koruf¸n A ⊆ V eÐnai anex�rthto an kai
mìno an to sÔnolo koruf¸n V \ A eÐnai k�lumma.

§2. Merik� eidik� graf mata

To kenì gr�fhma me n korufèc èqei sÔnolo koruf¸n [n] = {1, . . . , n} kai sÔnolo akm¸n
E = ∅. To sumbolÐzoume me En.

To pl rec gr�fhma me n korufèc èqei sÔnolo koruf¸n [n] kai ìlec tic dunatèc akmèc, dhl.

E = ìla ta dimel  uposÔnola tou [n]. SumbolÐzetai me Kn kai èqei
(
n
2

)
= n(n−1)

2
akmèc. To

aristerì gr�fhma sto Sq. 4.4 eÐnai to K5.

To pl rec dimerèc gr�fhma me m kai n korufèc èqei sÔnolo koruf¸n to V = A ∪ B, me
A = {a1, . . . , am}, B = {b1, . . . , bn}, kai ai ∼ bj, gia k�je i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.
SumbolÐzetai me Km,n kai èqei m · n akmèc.

O kÔkloc me n korufèc èqei sÔnolo koruf¸n to [n] kai i ∼ j an kai mìno an |i− j| = 1  
{i, j} = {1, n}. SumbolÐzetai me Cn kai èqei n akmèc.

§3. Upograf mata kai isomorfÐa

3.1 Upograf mata

Orismìc 4.4. (Upogr�fhma) Ena gr�fhma G′ = (V ′, E ′) ja lègetai upogr�fhma enìc gra-
f matoc G = (V,E) an V ′ ⊆ V kai E ′ ⊆ E.

Me �lla lìgia, to G′ eÐnai upogr�fhma tou G an mporoÔme na to p�roume apì to G afair¸ntac
k�poiec korufèc kai k�poiec akmèc. EnnoeÐtai ed¸ ìti an apofasÐsoume na afairèsoume apì
to G mia koruf  u autìmata diagr�foume kai ìlec tic akmèc pou perièqoun thn u, mia kai den
èqoun plèon �nìhma�.

Par�deigma 4.5. Sto Sq ma 4.4 to gr�fhma dexi� eÐnai upogr�fhma tou graf matoc arister�.
ParathreÐste ìti to gr�fhma dexi� eÐnai zwgrafismèno �diaforetik�� ap' ìti to antÐstoiqì tou
arister�. Ac tonÐsoume ed¸ ìti autì den èqei shmasÐa, mia kai èna gr�fhma mporeÐ na zwgra-
fisteÐ me polloÔc trìpouc sto epÐpedo. Autì pou èqei shmasÐa eÐnai to poia sundesmologÐa
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1

2 3

4

1

2

4

5

3

Sqhma 4.4. To dexÐ gr�fhma eÐnai upogr�fhma tou aristeroÔ

(poiec akmèc) upodhl¸nontai apì to sq ma. Apì kei kai pèra eÐmaste eleÔjeroi na epilèxoume
na parast soume to gr�fhma wc sq ma me ìpoio trìpo prosfèretai gia touc skopoÔc mac.

Orismìc 4.5. (Pl rec gr�fhma) To pl rec gr�fhma Kn me n korufèc eÐnai to gr�fhma me
sÔnolo koruf¸n V = {1, . . . , n} kai sÔnolo akm¸n to sÔnolo ìlwn twn dimel¸n uposunìlwn
tou V . Up�rqoun dhl. ìlec oi dunatèc akmèc. (Sto Sq ma 4.4, arister�, faÐnetai to K5.)

Askhsh 4.7. Pìsec akmèc èqei to pl rec gr�fhma Kn? Pìsa upograf mata èqei to Kn? (H
ap�nthsh sto teleutaÐo eÐnai èna �jroisma pou m�llon den aplopoieÐtai.)

Mia eidik  kathgorÐa upografhm�twn eÐnai ta legìmena epagìmena upograf mata, ta opo-
Ða prokÔptoun apì èna gr�fhma diagr�fontac apl¸c orismènec korufèc kai qwrÐc perittèc
diagrafèc akm¸n.

Orismìc 4.6. An V ′ ⊆ V , tìte to upogr�fhma tou G = (V,E) pou ep�getai apì to sÔnolo
koruf¸n V ′ eÐnai to gr�fhma G′ = (V ′, E ′), me

E ′ = {e = {u, v} ∈ E : u, v ∈ V ′}.

Sto Sq ma 4.4 to gr�fhma dexi� den eÐnai epagìmeno upogr�fhma afoÔ leÐpoun oi akmèc {2, 4}
kai {1, 3}. An tic prosjèsoume se autì tìte gÐnetai to upogr�fhma tou aristeroÔ graf matoc
pou ep�getai apì to sÔnolo koruf¸n V = {1, 2, 3, 4}.

Askhsh 4.8. Pìsa epagìmena upograf mata èqei èna gr�fhma me n korufèc?

3.2 IsomorfÐa grafhm�twn

Orismìc 4.7. DÔo graf mata G = (V,E) kai G′ = (V ′, E ′) lègontai isìmorfa an up�rqei mia
1-1 kai epÐ f : V → V ′ tètoia ¸ste na èqoume

(34) ∀u, v ∈ V :
(
u

G∼ v ⇐⇒ f(u)
G′∼ f(v)

)
.

Me �lla lìgia, duo graf mata lègontai isìmorfa an mporoÔme na antistoiqÐsoume tic korufèc
touc 1-1 me tètoio trìpo ¸ste na diathreÐtai h sundesmologÐa.

Askhsh 4.9. DeÐxte ìti h isomorfÐa grafhm�twn eÐnai mia sqèsh isodunamÐac. Dhl. an F , G
kai H eÐnai apl� graf mata tìte:

• Anaklastik  idiìthta: F eÐnai isìmorfo me to F ,
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• Summetrik  idiìthta: An to F eÐnai isìmorfo me to G tìte kai to G eÐnai isìmorfo
me to F , kai
• Metabatik  idiìthta: An F isìmorfo me to G kai G isìmorfo me to H tìte kai to
F eÐnai isìmorfo me to H.

Sqhma 4.5. DeÐxte ìti ta dÔo graf mata den eÐnai isìmorfa

Askhsh 4.10. DeÐxte ìti ta dÔo graf mata tou Sq matoc 4.5 den eÐnai isìmorfa.

Par�deigma 4.6. To gr�fhma tou Sq matoc 4.7 kai to gr�fhma tou Sq matoc 4.2 eÐnai
isìmorfa, kai m�lista me f(i) = i.

Sqhma 4.6. Ta mh-isìmorfa graf mata me 3 korufèc

Par�deigma 4.7. Sto Sq ma 4.6 deÐqnoume ìla ta mh-isìmorfa metaxÔ touc graf mata me 3
korufèc. K�je �llo dhl. gr�fhma me 3 korufèc (faÐnontai sto Sq ma 4.3) eÐnai isìmorfo
akrib¸c me èna apì ta 4 aut� graf mata. ParathreÐste ìti to pl joc touc eÐnai kat� polÔ
mikrìtero tou pl joc ìlwn twn grafhm�twn me 3 korufèc, isomìrfwn metaxÔ touc   ìqi.

H apeikìnish f (pou onom�zetai isomorfismìc) den eÐnai monadik� kajorismènh kai oÔte eÐnai
sun jwc profan c h Ôparx  thc. P.q. h apeikìnish f apì to gr�fhma tou Sq matoc 4.7 sto
gr�fhma tou Sq matoc 5.1 pou èqei

f(1) = 1, f(2) = 5, f(3) = 6, f(4) = 7, f(5) = 4, f(6) = 3, f(7) = 2,

eÐnai ki aut  ènac isomorfismìc apì to pr¸to gr�fhma sto deÔtero.

Oson afor� th jewrÐa grafhm�twn, dÔo isìmorfa graf mata sun jwc den ta xeqwrÐzoume
metaxÔ touc. P.q. ja jewroÔme èna gr�fhma G upogr�fhma enìc graf matoc G′ an to G eÐnai
isìmorfo me k�poio upogr�fhma tou G′. Etsi to gr�fhma

α−−− β −−− γ
(treÐc korufèc kai dÔo akmèc) jewreÐtai upogr�fhma tou graf matoc tou Sq matoc 5.1 par� to
ìti to sÔnolo koruf¸n tou den eÐnai kan uposÔnolo tou sunìlou twn koruf¸n tou Sq matoc
5.1.

Prìblhma Nèo 4. DeÐxte ìti k�je aplì gr�fhma G eÐnai isomorfikì me k�poio upo-
gr�fhma tou pl rouc graf matoc Kn, ìpou n eÐnai to pl joc twn koruf¸n tou G.

Prìblhma Nèo 5. DeÐxte ìti dÔo isomorfik� graf mata èqoun to Ðdio pl joc akm¸n.
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Prìblhma Nèo 6. DeÐxte ìti dÔo graf mata eÐnai isomorfik� an kai mìno an ta sumplh-
r¸mat� touc (deÐte 'Ask. 2, sel. 42) eÐnai isomorfik�.

Prìblhma Nèo 7. BreÐte èna gr�fhma me 5 korufèc pou na eÐnai isomorfikì me to
sumplhrwmatikì tou (deÐte 'Ask. 2, sel. 42).

Askhsh 4.11. JewreÐste to gr�fhma W pou èqei wc korufèc tic hmèrec thc ebdom�dac, kai
ìpou dÔo mèrec sunduèontai metaxÔ touc me akm  an kai mìno an h mia eÐnai h epìmenh thc �llhc.
EpÐshc to gr�fhma S me sÔnolo koruf¸n to {0, 1, . . . , 6} ìpou dÔo korufèc sundèontai metaxÔ
touc an kai mìno an h diafor� touc mod 7 isoÔtai me 3   4 (me �lla lìgia eÐnai 3   -3 mod 7).
Sqedi�ste ta dÔo graf mata kai deÐxte ìti eÐnai isìmorfa.

Askhsh 4.12. JewreÐste to gr�fhma Q pou èqei wc korufèc tou tic korufèc enìc trisdi-
�statou kÔbou, kai to gr�fhma B pou èqei wc korufèc ìlec ta stoiqeÐa tou sunìlou {0, 1}3,
ìlec dhl. tic tri�dec apì 0   1. DÔo korufèc tou Q sundèontai an kai mìno an sundèontai me
mia akm  tou kÔbou. DÔo tri�dec sundèontai sto B an kai mìno an diafèroun se mia akrib¸c
suntetagmènh. DeÐxte ìti ta Q kai B eÐnai isìmorfa.

To na apofasÐsei kaneÐc ìti dÔo graf mata eÐnai isìmorfa apaiteÐ sun jwc arket  doulei�,
mia kai, kat' arq n toul�qiston, prèpei na exet�sei k�je mia apì tic dunatèc sunart seic pou
apeikonÐzoun tic korufèc tou enìc graf matoc stic korufèc enìc �llou kai na elègxei an eÐnai
isomorfismìc. 'Omwc pollèc forèc mporeÐ kaneÐc na apofanjeÐ ìti dÔo graf mata den eÐnai
isìmorfa qrhsimopoi¸ntac k�poia apl� krit ria, ìpwc aut� thc 'Askhshc 4.13.

Askhsh 4.13. 'Estw G kai H dÔo apl� graf mata. DeÐxte ìti se k�je mia apì tic parak�tw
peript¸seic aut� den eÐnai isìmorfa.

(1) |V (G)| 6= |V (H)|
(2) |E(G)| 6= |E(H)|
(3) O mègistoc bajmìc koruf c tou G eÐnai diaforetikìc apì to mègisto bajmì koruf c

tou H.
(4) k�je koruf  tou G sundèetai me k�je �llh me k�poio monop�ti, en¸ up�rqoun dÔo

korufèc tou H pou de sundèontai metaxÔ touc me monop�ti.

DeÐxte epÐshc ìti up�rqoun dÔo mh isìmorfa graf mata G kai H sta opoÐa den isqÔei kanèna
apì ta parap�nw krit ria mh isomorfÐac.

Me �lla lìgia dÔo graf mata eÐnai isìmorfa, an kai mìno an, mporeÐ kaneÐc na p�rei apì to
èna to �llo, apl� me mia metonomasÐa twn koruf¸n touc.

Askhsh 4.14. BreÐte ìla ta mh-isìmorfa graf mata me tèssereic korufèc.

§4. Sunektikìthta kai apost�seic p�nw se graf mata

Orismìc 4.8. (Monop�ti kai m koc tou) Monop�ti sto G ja lègetai mia akoloujÐa koruf¸n

u1
e1−→ u2

e2−→ · · · en−1−→ un,

ìpou h akm  ej sundèei tic korufèc uj kai uj+1, j = 1, . . . , n − 1. To pl joc twn akm¸n
(n− 1) pou emfanÐzontai se èna monop�ti ja lègetai m koc tou monopatioÔ.
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Par�deigma 4.8. Ena monop�ti se èna aplì gr�fhma mporoÔme na to perigr�youme anafèron-
tac mìno tic korufèc uj afoÔ oi akmèc ennooÔntai. P.q. sto gr�fhma tou sq matoc 4.2 to
1→ 2→ 3→ 6 eÐnai èna monop�ti. Sto gr�fhma tou Sq matoc 4.1 to Hr�kleio � An¸geia �
Rèjumno eÐnai èna monop�ti m kouc dÔo.

Askhsh 4.15. Sto gr�fhma B thc 'Askhshc 4.12 breÐte èna monop�ti pou na sundèei tic
korufèc (0, 0, 0) kai (1, 1, 1).

Orismìc 4.9. (KÔklwma, kÔkloc) KÔklwma lègetai èna monop�ti ìpou h teleutaÐa koruf 
eÐnai Ðdia me thn pr¸th. Otan jèloume na mil soume gia kukl¸mata qwrÐc epanalambanìmenec
akmèc ja ta apokaloÔme kÔklouc.

Par�deigma 4.9. Sto Sq ma 4.2 to 1 → 2 → 3 → 6 → 4 → 1 eÐnai èna kÔklwma pou
eÐnai tautìqrona kai kÔkloc afoÔ kami� apì tic akmèc pou summetèqoun se autì den epana-
lamb�netai. Sto Sq ma 4.1 to Hr�kleio → An¸geia → Hr�kleio → Rèjumno → An¸geia
→ Hr�kleio eÐnai epÐshc èna kÔklwma m kouc 5, all� ìqi kÔkloc afoÔ h akm  Hr�kleio �
An¸geia qrhsimopoieÐtai 3 forèc.

Orismìc 4.10. (Prosit  koruf ) Ja lème ìti h koruf  v eÐnai prosit  apì thn koruf  u an
up�rqei monop�ti pou na xekin�ei apì thn u kai na katal gei sthn v.

Par�deigma 4.10. Sta graf mata twn Sqhm�twn 4.1 kai 4.2 ìlec oi korufèc eÐnai prositèc
apì ìlec.

EÐnai eÔkolo na deiqteÐ ìti h sqèsh �v prositì apì u� eÐnai mÐa sqèsh isodunamÐac p�nw
sto sÔnolo V twn koruf¸n. 'Ara to sÔnolo V diamerÐzetai se kl�seic isodunamÐac pou tic
onom�zoume sunektikèc sunist¸sec. Me �lla lìgia dÔo korufèc enìc graf matoc eÐnai sthn
Ðdia sunektik  sunist¸sa an kai mìno an up�rqei monop�ti pou tic en¸nei.

1

2 4
5 6

7
3

Sqhma 4.7. Ena gr�fhma me 3 sunektikèc sunist¸sec
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Par�deigma 4.11. Sto sq ma 4.7 deÐqnoume èna gr�fhma tou opoÐou oi sunektikèc sunist¸sec
eÐnai oi {1}, {2, 3, 4} kai {5, 6, 7}.

Orismìc 4.11. (Sunektikì gr�fhma) Ena gr�fhma onom�zetai sunektikì an èqei mìno mÐa
sunektik  sunist¸sa, an dhl. k�je koruf  sundèetai me k�je �llh mèsw enìc monopatioÔ.

Par�deigma 4.12. Ta graf mata twn Sqhm�twn 4.1 kai 4.2 eÐnai sunektik� en¸ autì tou
Sq matoc 4.7 den eÐnai.

Askhsh 4.16. DeÐxte ìti èna sunektikì gr�fhma me n korufèc kai ligìterec apì n akmèc èqei
anagkastik� mia koruf  bajmoÔ 1.

Askhsh 4.17. DeÐxte ìti an èqoume èna sunektikì gr�fhma pou perièqei èna kÔklo, kai dia-
gr�youme mia akm  autoÔ tou kÔklou, to gr�fhma paramènei sunektikì. K�ti tètoio de sum-
baÐnei, en gènei, an to gr�fhma den èqei kÔklo (d¸ste par�deigma).

Ja orÐsoume t¸ra mia sun�rthsh d : V × V → R pou ja èqei thn ènnoia thc apìstashc. H
posìthta dhl. d(u, v) ja �metr�ei� to pìso kont� eÐnai oi dÔo korufèc u kai v tou graf matoc.

Orismìc 4.12. (Apìstash koruf¸n) An h koruf  u den eÐnai prosit  apì thn koruf  v tìte
orÐzoume d(u, v) = d(v, u) = +∞, h apìstash dhl. an�mesa se dÔo korufèc u kai v pou de
sundèontai me kanèna monop�ti jewreÐtai �peirh. Alli¸c orÐzoume d(u, v) na eÐnai to m koc
tou el�qistou monopatioÔ pou sundèei tic u kai v, dhl. tou monopatioÔ ekeÐnou me tic ligìterec
akmèc.

Gia par�deigma sto Sq ma 4.7 d(2, 4) = d(5, 7) = 2, d(3, 2) = 1, kai d(1, x) = +∞, gia k�je
x ∈ {2, . . . , 7}. EpÐshc sto Sq ma 4.4, arister�, d(u, v) = 1, gia k�je u, v ∈ {1, . . . , 5},
u 6= v.

Opwc k�je fusiologik  ènnoia apìstashc sta Majhmatik�, h sun�rthsh apìstashc pou mìlic
orÐsame ikanopoieÐ th legìmenh trigwnik  anisìthta:

(35) ∀u, v, w ∈ V : d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v).

Gia na deÐ kaneÐc giatÐ isqÔei autì, parathreÐste ìti an p�roume opoiod pote monop�ti apì to
u sto w kai to suneqÐsoume me èna opoiod pote monop�ti apì to w sto v, tìte paÐrnoume èna
monop�ti apì to u sto v. Oi leptomèreiec thc apìdeixhc af nontai ston anagn¸sth.

Askhsh 4.18. ApodeÐxte thn (35) me ìlec tic leptomèreiec thc apìdeixhc.

Eqontac orÐsei mia ènnoia apìstashc, mporoÔme t¸ra na mil soume gia th di�metro enìc
graf matoc G = (V,E), pou th sumbolÐzoume me diamG.

Orismìc 4.13. (Di�metroc) H di�metroc enìc graf matoc G orÐzetai na eÐnai h mègisth a-
pìstash an�mesa se duì korufèc tou G:

(36) diamG = max
u,v∈V

d(u, v).

EÐnai fanerì ìti èna gr�fhma G eÐnai sunektikì an kai mìno an diam G <∞. Gia par�deigma,
to aristerì gr�fhma tou Sq matoc 4 èqei di�metro 1 en¸ to dexiì èqei di�metro 2.

Askhsh 4.19. Poia h di�metroc tou graf matoc B thc 'Askhshc 4.12?
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Askhsh 4.20. DeÐxte ìti h di�metroc enìc sunektikoÔ graf matoc me n korufèc eÐnai to polÔ
n − 1. Perigr�yte, me pl rh apìdeixh, ìla ta graf mata me n korufèc kai di�metro n − 1.
EpÐshc ìla ta graf mata me di�metro n− 2 kai ìla ta graf mata me di�metro 1.

Askhsh 4.21. 'Oloi oi k�toikoi miac q¸rac, thc opoÐac to alf�bhto èqei 10 gr�mmata, èqoun
wc ìnoma mia lèxh m kouc akrib¸c 6. To pl joc twn katoÐkwn eÐnai 106 kai ìloi èqoun
diaforetik� onìmata. An G eÐnai to gr�fhma me korufèc touc katoÐkouc, kai dÔo k�toikoi
sundèontai me akm  an kai mìno an ta onìmat� touc diafèroun se akrib¸c mia jèsh, poia eÐnai
h di�metroc tou G?

Askhsh 4.22. 'Ena gr�fhma èqei wc korufèc ta 64 tetragwn�kia miac sunhjismènhc skakièrac,
kai dÔo tetragwn�kia sundèontai metaxÔ touc me akm  an kai mìno an èqoun mia pleur� koin .
Poia h di�metroc tou graf matoc?

Askhsh 4.23. DeÐxte ìti se k�je sunektikì gr�fhma up�rqei mia koruf  tètoia ¸ste an
diagr�youme aut  thn koruf  kai tic akmèc pou katal goun se aut  to enapomènon gr�fhma
paramènei sunektikì.

Askhsh 4.24. An se èna gr�fhma up�rqoun akrib¸c dÔo korufèc me perittì bajmì, autèc
prèpei anagkastik� na sundèontai me k�poio monop�ti. (DeÐte thn 'Askhsh 4.5.)

Askhsh 4.25. O aploÔsteroc Ðswc trìpoc, an kai ìqi p�nta o pio apotelesmatikìc apì �po-
yh upologistik , gia na parast sei kaneÐc èna aplì gr�fhma eÐnai me to legìmeno pÐnaka
sundesmologÐac. Estw G = (V,E) èna aplì gr�fhma me V = {v1, . . . , vn}. O pÐnakac sunde-
smologÐac A eÐnai tìte ènac n× n pÐnakac me

Aij =

{
1 an vi ∼ vj,
0 alli¸c.

B�zoume dhl. 1 sth jèsh i, j an kai mìno an h i-ost  kai h j-ost  koruf  sundèontai me
k�poia akm . Apì ton orismì prokÔptei amèswc ìti o pÐnakac A eÐnai summetrikìc kai èqei 0
pantoÔ p�nw sth diag¸nio.

Me epagwg  wc prìc k deÐxete ìti O pÐnakac Ak, k ≥ 0, (ginìmeno tou pÐnaka A me ton eautì
tou k forèc) èqei sth jèsh i, j ton arijmì s an kai mìno an o arijmìc twn monopati¸n m kouc
k apì thn koruf  i sthn j eÐnai akrib¸c s. (Parat rhsh: Ena monop�ti m kouc k apì to
u sto v mporeÐ na epanalamb�nei akmèc. Gia par�deigma, an u ∼ u1 ∼ v, tìte to monop�ti
u→ u1 → u→ u1 → v eÐnai èna monop�ti apì to u sto v m kouc 4.)

Askhsh 4.26. An G eÐnai èna sunektikì gr�fhma me n korufèc, mègisto bajmì d tìte

n ≤ 1 + d
(d− 1)diamG − 1

d− 2
.

Upìdeixh: 'Estw u mia koruf  tou G. Ta sÔnola koruf¸n

V (k) = {v ∈ V : d(u, v) = k}, k = 0, 1, . . . , diamG,

diamerÐzoun to sÔnolo koruf¸n V . DeÐxte me epagwg  wc proc k ìti |V (k)| ≤ d(d − 1)k−1

gia k ≥ 1.

§5. Dèntra kai d�sh

Ta dèntra eÐnai, kat� k�poio trìpo, ta sunektik� graf mata qwrÐc perittèc akmèc.
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Orismìc 4.14. (Dèntra, d�sh) Ena sunektikì gr�fhma pou den perièqei kÔklouc onom�zetai
dèntro. Ena gr�fhma, sunektikì   mh, pou den perièqei kÔklouc onom�zetai d�soc.

Sqhma 4.8. 'Ena d�soc apì 4 dèntra

H deÔterh onomasÐa eÐnai sumbat  me thn pr¸th afoÔ k�je tètoio gr�fhma mporeÐ na to
dei kaneÐc san to sÔnolo twn sunektik¸n sunistws¸n tou. All� k�je tètoia sunektik 
sunist¸sa exakoloujeÐ na mhn perièqei kÔklouc (afoÔ eÐnai upogr�fhma tou arqikoÔ), �ra
eÐnai èna dèntro, dhl. k�je gr�fhma qwrÐc kÔklouc eÐnai mia �xènh� (dhl. qwrÐc metaxÔ touc
sundèseic) ènwsh apì dèntra. Me �lla lìgia, èna gr�fhma eÐnai d�soc an kai mìno eÐnai mia
ènwsh apì, asÔndeta metaxÔ touc, dèntra.

Ta dèntra èqoun endiafèron epeid , kat� k�poia ènnoia, eÐnai ta �el�qista� sunektik� gra-
f mata: k�je sunektikì gr�fhma G = (V,E) perièqei èna upogr�fhma me tic Ðdiec korufèc,
sunektikì kai qwrÐc kÔklouc (�ra dèntro).

Par�deigma 4.13. Ac poÔme ìti èqoume èna gr�fhma (Sq ma 4.9) me ta dromolìgia pou
ekteleÐ mia aeroporik  etaireÐa an�mesa se N pìleic. K�poiec pìleic sundèontai metaxÔ touc
ap' eujeÐac, k�poiec me mÐa endi�mesh st�sh, k.l.p.

PRIN META

Aj na

ParÐsiLondÐno

Mil�no

MadrÐth R¸mh

Aj na

ParÐsiLondÐno

Mil�no

MadrÐth R¸mh

BerolÐno BerolÐno

Sqhma 4.9. Ta dromolìgia miac aeroporik c etaireÐac, prin kai met� tic perikopèc

Se k�poia �sqhmh oikonomik  sugkurÐa h etaireÐa apofasÐzei pwc den eÐnai plèon se jèsh
na ekteleÐ tìso poll� dromolìgia kai ìti prèpei na katarg sei ìso pio poll� mporeÐ. H
etaireÐa de ja eisag�gei nèa dromolìgia, apl¸c ja katarg sei merik�. Gia lìgouc politik c
ìmwc h etaireÐa de mporeÐ na stamat sei na exuphreteÐ kamÐa apì tic N pìleic pou mèqri
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tìte exuphretoÔse. EpÐshc, proseggistik�, ìlec oi pt seic kostÐzoun to Ðdio sthn etaireÐa,
anex�rthta apì thn apìstash.

DeÐqnoume sto Sq ma 4.9 th lÔsh pou epèlexe telik� h etaireÐa. ParathreÐste ìti:

• Gia tic 7 pìleic qrhsimopoioÔntai plèon 6 pt seic (akmèc sto gr�fhma).
• Gia k�je zeÔgoc pìlewn exakoloujeÐ na eÐnai dunatì na p�ei kaneÐc apì th mia sthn
�llh, me kat�llhlec endi�mesec st�seic, kai
• Gia k�je zeÔgoc pìlewn up�rqei mìno ènac trìpoc na taxidèyei kaneÐc apì th mia
sthn �llh (qwrÐc, ennoeÐtai, na pet�ei mproc pÐsw).

Orismìc 4.15. (Dèntra kai d�sh pou par�goun) Ena dèntro T , upogr�fhma tou G kai me tic
Ðdiec korufèc, lègetai dèntro pou par�gei to G (spanning tree). An to T den eÐnai dèntro
all� eÐnai d�soc, kai k�je sunektik  sunist¸sa tou G par�getai apì k�poio dèntro tou T ,
tìte to T lègetai d�soc pou par�gei.

Je¸rhma 4.1. K�je sunektikì gr�fhma G perièqei èna dèntro pou to par�gei.

Apodeixh. Estw ìti to sunektikì gr�fhma G = (V,E) perièqei k�poio kÔklo

C : u1
e1−→ u2

e2−→ · · · en−1−→ un = u1.

Ac epilèxoume tuqaÐa mia apì tic akmèc tou kÔklou, p.q. thn e1, kai ac th sb soume apì to
gr�fhma. Isqurizìmaste ìti to gr�fhma paramènei sunektikì. (DeÐte kai thn 'Askhsh 4.17.)
Pragmatik�, ac upojèsoume pwc h akm  e1 pou sb same summeteÐqe sto gr�fhma G se k�poio
monop�ti L pou sunèdee dÔo korufèc v kai u, ìpwc faÐnetai sto Sq. 4.10.

C

L

e1

u

v

Sqhma 4.10. Diagraf  thc e1 diathreÐ th sunektikìthta

EÐnai fanerì ìti, par� to ìti t¸ra pia h akm  e1 èqei diagrafeÐ, mporoÔme kai p�li na p�me
apì to v sto u dianÔontac to monop�ti ìpwc kai prin all� ìtan ja qreiasteÐ na per�soume
thn e1 mporoÔme na thn antikatast soume diagr�fontac to upìloipo tou kÔklou C.

Thn pr�xh aut , pou mìlic deÐxame ìti diathreÐ th sunektikìthta, thn onom�zoume �sp�simou
tou kÔklou C sthn akm  e1�. Epanalamb�nontac aut  thn pr�xh ìso exakoloujoÔn na u-
p�rqoun kÔkloi sto gr�fhma, kai afoÔ met� apì k�je tètoia pr�xh oi akmèc ligosteÔoun
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kat� mÐa, eÐnai fanerì (efìson mil�me gia peperasmèna graf mata) ìti ja ft�soume se èna
Ôpogr�fhma tou G me tic Ðdiec korufèc (autèc den all�zoun me thn pr�xh thc diagraf c thc
akm c), sunektikì kai qwrÐc plèon kÔklouc, dhl. se èna dèntro.

An to gr�fhma G den eÐnai sunektikì efarmìzoume to pr¸to komm�ti (pou mìlic apodeÐxame)
tou Jewr matoc 4.1 se k�je sunektik  tou sunist¸sa kai paÐrnoume ètsi apì èna dèndro gia
k�je sunist¸sa, pou thn par�gei. �

To epìmeno je¸rhma mac lèei ìti, antÐjeta me ta genik� graf mata, to pl joc twn akm¸n se
èna dèntro eÐnai pl rwc kajorismèno apì to pl joc twn koruf¸n tou.

Je¸rhma 4.2. K�je dèntro me n korufèc èqei akrib¸c n− 1 akmèc.

Apodeixh. Me epagwg  wc prìc n. Gia n = 1 eÐnai profanèc. Estw G dèntro me n
korufèc.

Isqurismìc: Up�rqei koruf  tou G me bajmì 1.
Estw ìti ìlec oi korufèc èqoun bajmì ≥ 2 (afoÔ kamÐa den èqei bajmì 0 lìgw sunektikìth-
tac). MporoÔme tìte na broÔme monop�tia osoud pote meg�lou m kouc sto G sta opoÐa potè
den emfanÐzetai k�ti thc morf c

· · ·u e−→ v
e−→ u · · ·

afoÔ p�nta mporoÔme na fÔgoume apì k�poia koruf  qrhsimopoi¸ntac k�poia �llh akm  apì
aut  pou qrhsimopoi same gia na mpoÔme, kai mporoÔme na kinoÔmaste ètsi ep' �peiron. An
to monop�ti èqei arket� meg�lo m koc ja up�rqei sÐgoura k�poia koruf  pou emfanÐzetai
ekeÐ p�nw apì mÐa for�. Epilègoume mia tètoia koruf  u pou èqei epiplèon thn idiìthta ìti h
apìstash an�mesa stic dÔo emfanÐseic thc eÐnai el�qisth.

u

Sqhma 4.11. Ena monop�ti me mia epanalambanìmenh koruf  u

H kat�stash apeikonÐzetai sto Sq ma 4.11. H epiplèon idiìthta aut  thc u sunep�getai ìti
sto kÔklwma pou apeikonÐzetai sto sq ma p�nw apì to u den up�rqei �llh epanalambanìmenh
koruf    akm , �ra autì to kÔklwma eÐnai kÔkloc, pr�gma pou apagoreÔetai se dèntro, kai
èqoume apodeÐxei ton isqurismì. 1

Estw loipìn deg u = 1 kai orÐzoume to upogr�fhma G′ tou G pou ep�getai apì tic upìloipec
korufèc V \ {u}, sb noume dhl. thn u kai th monadik  akm  pou katal gei sthn u. (DeÐte
Sq ma 4.12.)

1
Δείτε και την ΄Ασκηση 4.16
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G

G′

u

v

Sqhma 4.12. Sb noume thn koruf  u kai th monadik  akm  pou katal gei se
aut  gia na p�roume to upogr�fhma G′ apì to G.

Wc upogr�fhma, to G′ profan¸c den èqei kÔklouc kai exakoloujeÐ na eÐnai sunektikì afoÔ
eÐnai fanerì ìti, epeid  h u èqei bajmì 1, den mporeÐ na qrhsimopoijeÐ gia th sÔndesh dÔo
�llwn koruf¸n. All� to G′ èqei n − 1 korufèc kai apì thn epagwgik  mac upìjesh èqei
sunep¸c n−2 akmèc. Ara to G èqei n−1 (autèc tou G′ sun aut  pou katal gei sthn u). �

Askhsh 4.27. ApodeÐxte ìti èna d�soc me n korufèc kai m sunektikèc sunist¸sec (m dèntra
dhlad ) èqei akrib¸c n−m akmèc.

Askhsh 4.28. DeÐxte ìti k�je zeÔgoc koruf¸n enìc dèntrou en¸nontai metaxÔ touc me èna
monadikì monop�ti to opoÐo den pern� dÔo forèc apì thn Ðdia akm . DeÐxte epÐshc ìti an isqÔei
autì gia èna gr�fhma G tìte autì eÐnai anagkastik� dèntro.

Askhsh 4.29. DeÐxte ìti an prosjèsoume mia akm  se èna dèntro tìte dhmiourgoÔme akrib¸c
èna kÔklo.

EÔkola èqoume t¸ra:

Pìrisma 4.1. An èna sunektikì gr�fhma G me n korufèc èqei n− 1 akmèc tìte eÐnai dèntro.

Apodeixh. To G perièqei k�poio dèntro pou par�gei, èstw T , to opoÐo èqei n− 1 akmèc
sÔmfwna me to Je¸rhma 4.2. Ara G = T . �

Askhsh 4.30. 'Ena sunektikì gr�fhma me toul�qiston 3 korufèc lègetai dipl� sunektikì an
paramènei sunektikì akìmh ki an sb soume mia opoiad pote akm  tou. Pìsec, to ligìtero,
akmèc prèpei na èqei èna tètoio gr�fhma me n korufèc? BreÐte èna gr�fhma pou na �pi�nei�
ton el�qisto autì arijmì akm¸n.

Askhsh 4.31. 'Estw sunektikì gr�fhmaG me toul�qiston 3 korufèc. Mia akm  tou, thn opoÐa
an afairèsoume aposundèoume to gr�fhma, lègetai gèfura. Dhl. èna sunektikì gr�fhma eÐnai
dipl� sunektikì (deÐte 'Askhsh 4.30) an kai mìno an den èqei gèfurec.

(a) DeÐxte ìti k�je akm  tou G eÐnai gèfura an kai mìno an to G eÐnai dèntro.

(b) DeÐxte ìti mia akm  eÐnai gèfura an kai mìno an den perièqetai se kanèna kÔklo.
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§6. GenikeÔseic thc ènnoiac tou graf matoc

Orismìc 4.16. (Kateujunìmena graf mata) Kateujunìmena graf mata eÐnai zeug�ria (V,E),
ìpou kai p�li V eÐnai èna sÔnolo koruf¸n, all� to sÔnolo E twn akm¸n eÐnai t¸ra ìqi èna
sÔnolo dimel¸n uposunìlwn tou V all� èna sÔnolo diatetagmènwn zeug¸n me stoiqeÐa apì
to V , dhl. E ⊆ V × V .

An�loga me thn perÐptwsh mporeÐ kaneÐc na epitrèpei   ìqi kai zeug�ria thc morf c (v, v)
(tètoiec akmèc onom�zontai brìgqoi). To shmantikì p�ntwc eÐnai ìti de mporeÐ plèon kaneÐc
na lèei ìti �i sundèetai me to j� all� prèpei na prosdiorÐzei kai thn kateÔjunsh thc sÔndeshc.

Orismìc 4.17. (Pollaplèc akmèc) Graf mata me pollaplèc akmèc eÐnai aut� (kateujunìmena
  mh) sta opoÐa mia akm  mporeÐ na mhn up�rqei kajìlou, na up�rqei mia for�, duo forèc, klp.
O arijmìc twn for¸n pou emfanÐzetai mia akm  lègetai pollaplìthta thc akm c.

Graf mata me autosundèseic eÐnai aut� sta opoÐa epitrèpoume mia koruf  na sundèetai me ton
eautì thc.

Orismìc 4.18. (B�rh stic akmèc) Graf mata me b�rh/kìsth eÐnai aut� (kateujunìmena   mh)
sta opoÐa k�je akm  èqei kai èna b�roc/kìstoc.

Aut� ta b�rh eÐnai sun jwc mh arnhtikoÐ arijmoÐ, all� autì den eÐnai aparaÐthto kai exart�tai
apì thn efarmog . Gia par�deigma, an oi korufèc parist�noun pìleic se mÐa q¸ra kai oi akmèc
k�poiouc drìmouc pou tic sundèoun, ta b�rh mporoÔn na parist�noun ta m kh twn drìmwn.
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Sqhma 4.13. Mh apl� graf mata

Sto Sq ma 4.13 deÐqnoume dÔo graf mata. To aristerì eÐnai èna kateujunìmeno gr�fhma,
kai to dexÐ eÐnai èna gr�fhma me pollaplèc akmèc, autosundèseic kai b�rh. EÐnai fanerì ìti
mporoÔn na up�rxoun di�foroi tètoioi sunduasmoÐ.

H ènnoia tou monopatioÔ eÐnai sqedìn tautìshmh me aut  pou isqÔei sta apl� graf mata, an
ìmwc to gr�fhma eÐnai kateujunìmeno tìte fusiologik� apaitoÔme oi akmèc na èqoun ìlec
for� apì mia koruf  tou monopatioÔ proc thn epìmenh.

Eidik� gia ta graf mata me mh arnhtik� b�rh up�rqei mia epiplèon ènnoia thc apìstashc
an�mesa se dÔo korufèc pou lamb�nei upìyhn thc ta �m kh� (  b�rh) twn akm¸n.

Orismìc 4.19. (Apìstash se graf mata me b�rh) Etsi, to m koc enìc monopatioÔ se èna
gr�fhma me b�rh eÐnai apl¸c to �jroisma twn bar¸n twn akm¸n pou summetèqoun sto monop�ti.
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H apìstash an�mesa stic korufèc u kai v orÐzetai wc to èl�qisto m koc monopatioÔ pou
sundèei tic u kai v (+∞ an den sundèontai me k�poio monop�ti), kai h di�metroc tou graf matoc
G orÐzetai wc h mègisth apìstash an�mesa se dÔo kìmbouc tou G, ìpwc kai prin.

Askhsh 4.32. DeÐxte ìti h trigwnik  anisìthta (35) exakoloujeÐ na isqÔei kai gia th nèa
ènnoia apìstashc.

§7. O algìrijmoc tou Kruskal gia el�qista dèntra pou pa-
r�goun se graf mata me b�rh

Estw G = (V,E) èna sunektikì gr�fhma me mh arnhtik� b�rh stic akmèc tou

w : E → R+.

Mac endiafèrei na epilèxoume ekeÐno to dèntro T apì ìla ta dunat� dèntra pou par�goun to
G pou to b�roc tou, dhl. to �jroisma twn akm¸n pou summetèqoun sto dèntro, na eÐnai ìso
gÐnetai pio mikrì. Jèloume dhl. na elaqistopoi soume thn posìthta

w(T ) =
∑
e∈T

w(e),

ìpou to �jroisma paÐrnetai p�nw ap'ìlec tic akmèc pou emfanÐzontai sto dèntro, kai to T eÐnai
èna dèntro pou par�gei to G.

An kai h posìthta w(T ) èqei monadikì el�qisto, autì mporeÐ na �pi�netai� gia parap�nw apì
èna dèntra pou par�goun. Ola aut� ta dèntra me el�qisto b�roc ta onom�zoume el�qista
dèntra tou G.

MporeÐ kaneÐc sqetik� eÔkola na deÐxei ìti o parak�tw algìrijmoc ìntwc brÐskei èna el�qisto
dèntro pou par�gei sto G.

O algìrijmoc tou Kruskal

(1) DhmiourgoÔme èna d�soc F apì dèntra ìpou k�je koruf  tou G apoteleÐ kai èna
dèntro.

(2) DhmiourgoÔme èna sÔnolo S pou perièqei ìlec tic akmèc tou G, diatetagmènec se
aÔxousa seir� b�rouc.

(3) 'Oso isqÔei S 6= ∅ epanalamb�noume ta parak�tw:
(aþ) AfairoÔme thn pr¸th akm  tou S (pou eÐnai mia apì autèc pou èqoun to el�qisto

b�roc an�mesa stic akmèc pou perièqontai sto S).
(bþ) An aut  h akm  en¸nei metaxÔ touc dÔo diaforetik� dèntra tou d�souc F , tìte

prosjètoume aut  thn akm  sto F , en¸nontac ètsi se èna dÔo dèntra tou F .
Alli¸c thn pet�me aut  thn akm .

Sto tèloc tou algorÐjmou to d�soc F perièqei mìno èna dèntro pou eÐnai èna el�qisto dèntro
tou G.2

2
Με τις κατάλληλες δομές δεδομένων ο αλγόριθμος του Kruskal χρειάζεται χρόνο O(m log m) για να

τελειώσει, όπου m είναι το πόσες ακμές έχει το γράφημα G.
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Je¸rhma 4.3. O algìrijmoc tou Kruskal pou perigr�yame prohgoumènwc ìntwc brÐskei èna
el�qisto dèntro gia to gr�fhma G.

Apodeixh. To ìti to gr�fhma pou par�getai apì ton algìrijmo tou Kruskal eÐnai an�
p�sa qronik  stigm  èna d�soc eÐnai fanerì, afoÔ k�je tètoio gr�fhma prokÔptei apì to
prohgoÔmeno me thn prosj kh miac akm c h opoÐa en¸nei dÔo diaforetik� dèntra tou proh-
goumènou, kai epeid  eÐnai fanerì ìti an en¸soume me mia akm  dÔo dèntra me diaforetikì
sÔnolo koruf¸n paÐrnoume p�li èna dèntro.

EpÐshc to d�soc F eÐnai, sto tèloc tou algorÐjmou, èna kai mìno dèntro. Alli¸c to F
ja perieÐqe tic sunektikèc sunist¸sec C1, . . . , Ck, k > 1, kai, apì ton trìpo pou douleÔei
o algìrijmoc, autì sunep�getai ìti kami� apì tic akmèc tou G den en¸nei metaxÔ touc dÔo
diaforetik� Cj. Autì shmaÐnei ìmwc ìti to G den eÐnai sunektikì, �topo.

EÐnai loipìn to F èna kai mìno dèntro kai m�lista par�gei to G kai mènei na deiqteÐ ìti to
F eÐnai epiplèon kai el�qisto dèntro pou par�gei to G. Ac eÐnai loipìn T èna el�qisto
dèntro apì aut� pou par�goun to G pou to epilègoume oÔtwc ¸ste na sumfwneÐ me to F gia
to mègisto dunatì di�sthma To di�sthma sumfwnÐac eÐnai o qrìnoc mèqri na brejeÐ h pr¸th
akm  (me th di�taxh tou S) h opoÐa an kei sto èna all� ìqi sto �llo. An ìlec oi akmèc
touc tautÐzontai tìte èqoume F = T kai �ra to F eÐnai kai autì el�qisto. 'Ara mporoÔme na
upojèsoume ìti up�rqei mia akm  e pou eÐte perièqetai sto F all� ìqi sto T eÐte perièqetai
sto T all� ìqi sto F . Ac p�roume na eÐnai h e h pr¸th apì tic akmèc pou koit�ei o algìrijmoc
gia thn opoÐa sumbaÐnei autì.

H pr¸th parat rhsh eÐnai ìti

(37) e ∈ F \ T.

O lìgoc eÐnai ìti ìtan mia akm  exet�zetai apì ton algìrijmo tou Kruskal kai aporrÐptetai
autì sunep�getai ìti ekeÐnh th stigm  ta dÔo �kra thc eÐnai  dh sundedemèna sto F . All�,
mèqri ekeÐnh th stigm  to T sumfwneÐ me to F , �ra ta dÔo �kra thc e eÐnai  dh sundedemèna
kai sto T , pr�gma pou apagoreÔei sthn e na an kei sto T afoÔ autì eÐnai dèntro. 'Ara h
akm  aut  den aporrÐptetai apì ton algìrijmo kai isqÔei h (37).

e

C

F1 F2

f

Sqhma 4.14. Bohjhtikì sq ma gia thn apìdeixh tou Jewr matoc 4.3
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Ac esti�soume thn prosoq  mac sth qronik  stigm  pou exet�zetai apì ton algìrijmo h akm 
e kai ac eÐnai F1 kai F2 ta dÔo dèntra tou (trèqontoc) F ta opoÐa h akm  aut  en¸nei. AfoÔ
e /∈ T an thn prosjèsoume sto T dhmiourgeÐtai ènac kÔkloc C kai èpetai ìti up�rqei k�poia
apì tic akmèc tou C \ {e}, èstw h f , pou èqei b�roc

w(f) ≥ w(e).

Autì sumbaÐnei giatÐ sthn antÐjeth perÐptwsh ìlec oi akmèc tou C \ {e} ja eÐqan exetasteÐ
apì ton algìrijmo prin apì thn e, kai, lìgw thc sumfwnÐac metaxÔ F kai T wc ekeÐnh th
stigm , kai epeid  oi akmèc tou C \ {e} an koun ìlec sto T , èpetai ìti ja an koun kai sto
F , pr�gma asumbÐbasto me to ìti h e sundèei dÔo diaforetikèc sunektikèc sunist¸sec F1 kai
F2. (DeÐte to Sq ma 4.14.)

JewroÔme t¸ra to dèntro
T ′ = T ∪ {e} \ f.

Autì to dèntro eÐnai epÐshc el�qisto kai epÐshc sumfwneÐ me to F gia parap�nw qrìno ap' ìti
to T , �topo diìti to T eÐqe upotejeÐ ìti megistopoieÐ autì to qrìno sumfwnÐac. 'Ara F = T
kai to F eÐnai el�qisto. �
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Sqhma 4.15. 'Ena gr�fhma me b�rh

Askhsh 4.33. Efarmìste me to qèri ton algìrijmo tou Kruskal sto gr�fhma tou Sq matoc
4.15 kai breÐte èna el�qisto dèntro pou to par�gei.

Askhsh 4.34. UlopoieÐste ton algìrijmo tou Kruskal sthn agaphmènh sac gl¸ssa program-
matismoÔ me trìpo ¸ste o qrìnoc ektèleshc na eÐnai thc t�xhc tou m logm, ìpou m eÐnai
to pl joc twn akm¸n (pou anagkastik� eÐnai toul�qiston n − 1, ìpou n eÐnai to pl joc
twn koruf¸n, mia kai to gr�fhma upotÐjetai sunektikì. ExhgeÐste to qrìno ektèleshc tou
algorÐjmou.

O algìrijmoc tou Kruskal an kei sèkeÐnh thn kathgorÐa algorÐjmwn pou onom�zontai �muwpi-
koÐ� (greedy) mia kai prospajoÔn na petÔqoun mia sunolik  beltistopoÐhsh (sthn perÐptws 
mac thn eÔresh enìc el�qistou dèntrou) beltistopoi¸ntac, kat� th di�rkeia thc ektèleshc
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touc, k�je epilog  pou èqoun na k�noun me k�poia krit ria �thc stigm c�. Tètoioi algìrijmoi
spanÐwc beltistopoioÔn to sunolikì prìblhma, kai autìc o algìrijmoc gia el�qista dèntra
eÐnai mia apì tic exairèseic ìpou apodedeigmèna epitugq�netai sunolik  beltistopoÐhsh.

§8. O algìrijmoc Floyd-Warshall gia eÔresh apost�sewn p�nw
se graf mata

Ed¸ ja perigr�youme èna algìrijmo pou brÐskei ìlec tic apost�seic an�mesa se k�je zeug�ri
koruf¸n, se èna gr�fhma G me (mh arnhtik�) b�rh stic akmèc tou. Prèpei na tonÐsoume ìti to
prìblhma pou lÔnoume ed¸ algorijmik� eÐnai to prìblhma twn apost�sewn apì �opoiad pote
se opoiad pote� koruf . Sto tèloc tou algorÐjmou dhl. ja mporoÔme na apant soume �mesa
(se stajerì qrìno, ìpwc lème) se k�je er¸thma �poia eÐnai h apìstash an�mesa stic korufèc
i kai j tou graf matoc?�. An de mac endièfere aut  h genikìthta all� jèlame, p.q., na
gnwrÐzoume, met� to pèrac tou algorÐjmou, ìlec tic apost�seic apì thn koruf  1 proc ìlec tic
�llec, tìte ja qrhsimopoioÔsame diaforetikì algìrijmo. O algìrijmoc pou dÐnoume se aut 
thn par�grafo ja apoteloÔse �overkill� gia èna tètoio er¸thma: upologÐzei poll� adi�fora
pr�gmata.

JewroÔme, wc sun jwc, to sÔnolo koruf¸n tou graf matoc na eÐnai to [n] = {1, 2, . . . , n}
kai gr�foume w(i, j) gia to b�roc thc akm c (i, j) (to opoÐo sumfwnoÔme na jewroÔme +∞
an h akm  aut  den up�rqei).

O parak�tw algìrijmoc tropopoieÐ se k�je epan�lhy  tou ton n×n pÐnaka A o opoÐoc paÐrnei
arqikèc timèc sto b ma 1 kai enhmer¸netai n forèc sto b ma 3.

Algìrijmoc Floyd-Warshall

(1) Jètoume A(0)
ij = w(i, j), gia i, j = 1, . . . , n.

(2) Epanalamb�noume gia k = 1, 2, . . . , n to parak�tw b ma.

(3) A(k)
ij = min

{
A

(k−1)
ij , A

(k−1)
ik + A

(k−1)
kj

}
, gia i, j = 1, . . . , n.

Je¸rhma 4.4. Sto tèloc tou prohgoÔmenou algorÐjmou h apìstash an�mesa stic korufèc i

kai j eÐnai Ðsh me A(n)
ij .

Apodeixh. Ja deÐxoume me epagwg  wc proc to k ìti A(k)
ij isoÔtai me L(k)

ij = to m koc tou
el�qistou monopatioÔ apì to i sto j to opoÐo ìmwc qrhsimopoieÐ endi�mesec korufèc mìno
apì to sÔnolo {1, . . . , k}.

Gia k = 0 to parap�nw sÔnolo eÐnai kenì kai o isqurismìc shmaÐnei ìti A(0)
ij isoÔtai me to b�roc

thc pleur�c (i, j) mia kai to sÔnolo twn monopati¸n apì to i sto j pou de qrhsimopoioÔn kamÐa
endi�mesh koruf  apoteleÐtai apì thn akm  (i, j) kai mìno. 'Ara o isqurismìc eÐnai alhj c gia
k = 0.

Upojètoume t¸ra ìti o isqurismìc isqÔei mèqri kai gia k−1, jewroÔme èna el�qisto monop�ti
apì to i sto j pou qrhsimopoieÐ endi�mesec korufèc mìno apì to sÔnolo {1, . . . , k}, kai
xeqwrÐzoume dÔo peript¸seic.
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(a) To el�qisto autì monop�ti de qrhsimopoieÐ thn koruf  k.
(b) QrhsimopoieÐ thn koruf  k.

Sthn pr¸th perÐptwsh èqoume fusik� L(k)
ij = L

(k−1)
ij .

Estw ìti isqÔei to (b). MporoÔme eÔkola na deÐxoume ìti ìpoio kai na eÐnai to el�qisto
monop�ti apì to i sto j perièqei to k akrib¸c mia for� (an to perièqei duo   parap�nw
mporoÔme na to mikr�noume to monop�ti paraleÐpontac èna komm�ti an�mesa se dÔo emfanÐseic
tou k). EpÐshc, to komm�ti tou monopatioÔ apì to i sto k eÐnai èna el�qisto monop�ti apì to
i sto k pou qrhsimopoieÐ endi�mesec korufèc apì to sÔnolo {1, . . . , k − 1}. Ara to m koc tou

eÐnai L(k−1)
ik kai, omoÐwc, to m koc tou monopatioÔ apì to k sto j eÐnai L(k−1)

kj . To sunolikì
m koc tou monopatioÔ eÐnai loipìn s�ut  thn perÐptwsh

L
(k)
ij = L

(k−1)
ik + L

(k−1)
kj .

EpÐshc, se k�je perÐptwsh, èqoume tic anisìthtec

L
(k)
ij ≤ L

(k−1)
ij kai L(k)

ij ≤ L
(k−1)
ik + L

(k−1)
kj ,

h pr¸th apì ton orismì tou tou sumbìlou L kai mìno kai h deÔterh parathr¸ntac ìti mporoÔme
na p�me apì to i sto j (me endi�mesouc apì to [k]) akolouj¸ntac pr¸ta èna el�qisto monop�ti
apì to i sto k kai met� èna el�qisto monop�ti apì to k sto j (me endi�mesouc apì to [k− 1]).

Apì ta parap�nw prokÔptei ìti

L
(k)
ij = min

{
L

(k−1)
ij , L

(k−1)
ik + L

(k−1)
kj

}
kai �ra, apì ton trìpo upologismoÔ twn pin�kwn A(k), èqoume A(k)ij = L

(k)
ij , gia k�je i, j =

1, . . . , n, k = 0, . . . , n. �

MporeÐ kaneÐc eÔkola na deÐ ìti o algìrijmoc Floyd-Warshall pou perigr�yame paÐrnei perÐpou
n3 upologistik� b mata gia na telei¸sei.

Askhsh 4.35. Pìsec pr�xeic (prosjèseic kai pollaplasiasmoÔc) qrei�zetai o algìrijmoc
Floyd-Warshall gia na upologÐsei to zhtoÔmeno? Pìso q¸ro (jèseic gia arijmoÔc) qrei�zetai
o algìrijmoc autìc?

Askhsh 4.36. Gr�yte èna prìgramma pou ja ulopoieÐ ton algìrijmo Floyd-Warshall kai e-
farmìste ton sto gr�fhma tou Sq matoc 4.15.



KEF�ALAIO 5

Dimer  graf mata kai tairi�smata

§1. Dimer  graf mata

H kl�sh twn dimer¸n grafhm�twn kwdikopoieÐ fusiologik� sqèseic an�mesa se dÔo diafore-
tikoÔc plhjusmoÔc. Gia par�deigma ac upojèsoume ìti èqoume dÔo xèna peperasmèna sÔnola:
to A, pou eÐnai èna sÔnolo dask�lwn, kai to B, pou eÐnai èna sÔnolo majht¸n. OrÐzoume èna
gr�fhma me sÔnolo koruf¸n to V = A ∪ B to opoÐo ja kwdikopoieÐ th sqèsh didaskalÐac,
b�zoume dhl. mia akm  an�mesa se dÔo korufèc u, v ∈ V an kai mìno an to u did�skei to v  
antÐstrofa. EÐnai fanerì ìti ìlec oi akmèc sto gr�fhma autì sundèoun metaxÔ touc mia koru-
f  tou A kai mia tou B. Den up�rqoun dhl. akmèc pou na sundèoun an�mes� touc dÔo korufèc
tou A   dÔo tou B. MÐa �llh perÐptwsh, arket� koin  sthn pr�xh, eÐnai aut  ìpou èqoume èna
gr�fhma pou perigr�fei th sqèsh an�mesa se exuphrethtèc (servers) kai exuphretoÔmenouc
(clients).

Orismìc 5.1. (Dimerèc gr�fhma) Ena gr�fhma G = (V,E) ja onom�zetai dimerèc an up�rqei
mia diamèrish twn koruf¸n

V = A ∪B, me A ∩B = ∅,
tètoia ¸ste oi geÐtonec k�je koruf c tou A an koun sto B (to opoÐo sunep�getai ìti kai oi
geÐtonec k�je koruf c tou B an koun sto A). Den up�rqoun dhl. akmèc apì to A sto A  
apì to B sto B.

Par�deigma 5.1. Se èna sÔnolo anjr¸pwn h sqèsh tou g�mou orÐzei èna dimerèc gr�fhma.
An èqoume dhl. èna gr�fhma me sÔnolo koruf¸n V k�poio sÔnolo anjr¸pwn, kai b�loume
mia akm  an�mesa se dÔo korufèc an autèc antiproswpeÔoun suzÔgouc, tìte to gr�fhma eÐnai
dimerèc me sÔnolo koruf¸n A to sÔnolo twn gunaik¸n kai sÔnolo koruf¸n B to sÔnolo twn
andr¸n.

Parat rhsh 5.1. Ta dimer  graf mata ta sqedi�zoume sun jwc (all� ìqi p�nta) me tic dÔo
om�dec (A kai B) twn koruf¸n touc saf¸c qwrismènec, sun jwc se arister� kai dexi�. Gia
par�deigma, to gr�fhma sto Sq. 5.1(a) eÐnai dimerèc me

A = {1, 3, 6}, B = {2, 4, 5, 7}.
Den eÐnai p�nta profanèc, apl� koit¸ntac èna gr�fhma, an eÐnai autì dimerèc   ìqi. To
gr�fhma sto Sq. 5.1(b) eÐnai to Ðdio me to gr�fhma sto (a) all� prèpei kaneÐc na skefteÐ gia
na deÐ ìti ìntwc eÐnai dimerèc.

Parat rhsh 5.2. ParathreÐste ìti h diamèrish V = A ∪ B den eÐnai monadik , mia kai ja
mporoÔsame na eÐqame topojet sei, gia par�deigma, to 1 sto sÔnolo B antÐ gia to A.

Askhsh 5.1. BreÐte mia mèjodo gia na apofasÐzete an èna tuqìn aplì gr�fhma eÐnai dimerèc
  ìqi.
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Sqhma 5.1. 'Ena dimerèc gr�fhma, sqediasmèno me dÔo trìpouc

Je¸rhma 5.1. 'Ola ta dèntra eÐnai dimer  graf mata.

Apodeixh. H apìdeixh eÐnai me epagwg  wc proc to n = |V |. An n = 1, tìte to monadikì
dèntro eÐnai autì me mia koruf  u kai kami� akm . OrÐzoume tìte to diamerismì tou sunìlou
V = {u} sta sÔnola A = {u} kai B = ∅.
Gia to epagwgikì b ma, upojètoume ìti h prìtash isqÔei an to dèntro èqei to polÔ n − 1
korufèc kai paÐrnoume èna dèntro T me n korufèc. Jèloume na deÐxoume ìti eÐnai dimerèc.
GnwrÐzoume ìmwc (deÐte ton isqurismì mèsa sthn apìdeixh tou Jewr matoc 4.2) ìti k�je
dèntro èqei mia koruf  bajmoÔ 1. 'Estw u mia tètoia koruf  tou dèntrou T , kai v o monadikìc
geÐton�c thc. An apì to T afairèsoume thn koruf  u kai thn akm  uv, tìte to gr�fhma pou
prokÔptei, èstw T ′ eÐnai kai p�li dèntro (afoÔ exakoloujeÐ na paramènei sunektikì gr�fhma,
qwrÐc kÔklouc) me n − 1 korufèc. Apì thn epagwgik  mac upìjesh èpetai ìti to T ′ eÐnai
dimerèc me sÔnola koruf¸n ta A′ kai B′ (ìlec oi akmèc tou T ′ dhl. p�ne apì to A′ sto B′).
H koruf  v an kei se èna apì ta dÔo aut� sÔnola, èstw sto A′.

Isqurizìmaste t¸ra ìti to dèntro T eÐnai dimerèc gr�fhma me sÔnola koruf¸n ta A = A′ kai
B = B′ ∪ {u}. Gia na to elègxoume autì, kai efìson gnwrÐzoume ìti den up�rqoun akmèc
apì to A′ sto B′, arkeÐ na elègksoume ìti den up�rqoun akmèc apì to u proc k�poia koruf 
tou B′. Autì ìmwc eÐnai profanèc afoÔ to u èqei mìno èna geÐtona, to v, o opoÐoc eÐnai sto
A. �

Askhsh 5.2. An èna gr�fhma eÐnai dimerèc tìte kai k�je upogr�fhm� tou eÐnai.

Askhsh 5.3. O kÔkloc Cn eÐnai to gr�fhma me sÔnolo koruf¸n to {1, 2, . . . , n} kai sÔnolo
akm¸n to

E = {(1, 2), (2, 3), . . . , (n− 1, n), (n, 1)}.
DeÐxte ìti to Cn eÐnai dimerèc gr�fhma an kai mìno an to n eÐnai �rtio.

Askhsh 5.4. To pl rec dimerèc gr�fhma me m kai n korufèc, pou to sumbolÐzoume me Kmn

eÐnai èna dimerèc gr�fhma me sÔnola koruf¸n A = {a1, . . . , am} kai B = {b1, . . . , bn}, ìpou
to sÔnolo twn akm¸n eÐnai to mègisto dunatì.

(1) Pìsec akmèc èqei to Kmn?
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(2) Gia poiec timèc twn m kai n eÐnai to Kmn kanonikì? (JumÐzoume ìti èna gr�fhma
lègetai kanonikì an ìlec oi korufèc tou èqoun ton Ðdio bajmì.)

(3) Perigr�yte to sumplhrwmatikì gr�fhma tou Kmn. (Sumplhrwmatikì enìc graf ma-
toc G eÐnai to gr�fhma G′ me Ðdio sÔnolo koruf¸n kai tètoio ¸ste mia akm  up�rqei
sto G′ an kai mìno an den up�rqei sto G.)

Askhsh 5.5. MporeÐ èna dèntro na eÐnai pl rec dimerèc gr�fhma? (DeÐte orismì sthn 'Askhsh
5.4.)

Askhsh 5.6. DeÐxte ìti an oi sunektikèc sunist¸sec enìc graf matoc eÐnai dimer  graf mata
tìte kai to ìlo gr�fhma eÐnai dimerèc.

Ta dimer  graf mata qarakthrÐzontai apì ta m kh twn kuklwm�twn touc:

Je¸rhma 5.2. 'Ena gr�fhma eÐnai dimerèc an kai mìno an ìla ta kukl¸mat� tou èqoun �rtio
m koc.

Apodeixh. 'Estw G dimerèc gr�fhma kai C kÔklwma se autì:

C : u1 → u2 → · · · → un → u1.

To m koc tou C eÐnai n kai jèloume na deÐxoume ìti autì eÐnai �rtio. MporoÔme na upojèsoume
ìti to u1 an kei sto sÔnolo koruf¸n A. 'Ara to u2 an kei sto sÔnolo koruf¸n B, to u3

an kei p�li sto A, klp. Dhl. ta uj me �rtio j an koun sto B kai aut� me perittì j sto A.
'Omwc to un eÐnai geÐtonac tou u1, �ra an kei sto B, to opoÐo sunep�getai ìti to n eÐnai �rtio.

AntÐstrofa, èstw G èna gr�fhma, me sÔnolo koruf¸n V , sto opoÐo ìla ta kukl¸mata èqoun
�rtio m koc. Upojètoume pr¸ta ìti to G eÐnai sunektikì kai stajeropoioÔme mia koruf  tou
u. OrÐzoume

A = {v ∈ V : d(u, v) �rtio}
kai

B = V \ A.
DeÐqnoume ìti to G eÐnai dimerèc me sÔnola koruf¸n ta A kai B. Gi' autì arkeÐ na deÐxoume ìti
eÐnai adÔnato na up�rqei akm  an�mesa se dÔo korufèc tou A   an�mesa se dÔo korufèc tou
B. 'Estw a1 kai a2 dÔo korufèc tou A (epiqeirhmatologoÔme teleÐwc ìmoia gia dÔo korufèc
tou B) kai ac upojèsoume, antÐjeta me autì pou jèloume na apodeÐxoume, ìti up�rqei sto G
h akm  a1a2. 'Estw π1 kai π2 dÔo el�qista monop�tia sto G apì thn u stic korufèc a1 kai
a2. JewroÔme ton kÔklo C pou apartÐzetai apì to π1 akoloujoÔmeno apì thn akm  a1a2 kai
tèloc apì to π2 dianumèno me an�podh seir�. To m koc tou C eÐnai

|C| = |π1|+ 1 + |π2|,
pou eÐnai fanerì ìti eÐnai perittìc arijmìc, pr�gma �topo.

'Eqoume loipìn deÐxei th sunepagwg  ��rtia kukl¸mata sunep�getai dimerèc gr�fhma� sthn
perÐptwsh pou to G eÐnai sunektikì. An to G den eÐnai sunektikì parathroÔme ìti k�je
sunektik  sunist¸sa tou eÐnai dimer c, �ra kai to Ðdio to G (deÐte 'Askhsh 5.6). �

Askhsh 5.7. O qrwmatikìc arijmìc enìc graf matoc G, pou sumbolÐzetai me χ(G), eÐnai o
el�qistoc akèraioc k tètoioc ¸ste na mporeÐ kaneÐc me k diaforetik� qr¸mata na qrwmatÐsei
tic korufèc tou G, me tètoio trìpo ¸ste an dÔo korufèc sundèontai me akm  tìte na èqoun
diaforetik� qr¸mata. Gia par�deigma o qrwmatikìc arijmìc enìc trig¸nou (K3) eÐnai 3. DeÐxte
ìti èna gr�fhma G eÐnai dimerèc an kai mìno an χ(G) ≤ 2.
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Askhsh 5.8. An A = {a1, . . . , am} kai B = {b1, . . . , bn}, pìsa dimer  graf mata up�rqoun me
sÔnola koruf¸n ta A kai B?

Askhsh 5.9. An A = {a1, . . . , am} kai B = {b1, . . . , bn}, gia poiec timèc twnm,n kai r up�rqei
r-kanonikì gr�fhma me sÔnola koruf¸n ta A kai B?

Askhsh 5.10. Ti morf  èqei o pÐnakac sundesmologÐac enìc dimeroÔc graf matoc (met� apì
kat�llhlh arÐjmhsh twn koruf¸n tou)?

§2. Tairi�smata se dimer  graf mata

Mia polÔ qr simh ènnoia eÐnai h ènnoia tou tairi�smatoc se èna gr�fhma.

Orismìc 5.2. (Anex�rthtec akmèc, Tairi�smata) DÔo akmèc lègontai anex�rthtec an den
èqoun koin  koruf . 'Ena sÔnolo anexart twn akm¸n M se èna gr�fhma lègetai taÐria-
sma (matching). An to gr�fhma eÐnai dimerèc me sÔnola koruf¸n A kai B tìte èna taÐriasma
M lègetai pl rec taÐriasma tou A (omoÐwc gia to B) an k�je koruf  tou A perièqetai se
k�poia akm  tou M .
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Sqhma 5.2. Oi akmèc me èntonh gramm  apoteloÔn taÐriasma

Par�deigma 5.2. Sto Sq. 5.2(a) to sÔnolo twn akm¸n pou èqoun sqediasteÐ èntona apoteleÐ
èna taÐriasma. Sto Sq. 5.2(b) èqoume èna dimerèc gr�fhma me èna taÐriasma tou pl rec
sunìlou koruf¸n A (aristerèc korufèc). To taÐriasma autì den apoteleÐ pl rec taÐriasma
tou B afoÔ h koruf  9 tou B den �kalÔptetai� apì akm  tou tairi�smatoc.

Par�deigma 5.3. Ac upojèsoume ìti èqoume prokhrÔxei k�poiec jèseic ergasÐac J1, . . . , Jn
kai ìti èqoun k�nei aÐthsh gi' autèc k�poioi upoy fioi C1, . . . , Cm, me m ≥ n. Den èqei
kat' an�gkhn k�nei aÐthsh o k�je upoy fioc gia ìlec tic jèseic, all� k�je upoy fioc èqei
k�nei aÐthsh gia k�poiec apì tic prosferìmenec jèseic. Skopìc mac eÐnai na gemÐsoume ìlec
tic jèseic ergasÐac. De mporoÔme fusik� na prosl�boume gia mia jèsh ergasÐac k�poion
pou den èqei k�nei aÐthsh gi' aut . Fti�qnoume èna dimerèc gr�fhma me sÔnola koruf¸n
A = {J1, . . . , Jn} kai B = {C1, . . . , Cm} kai b�zoume mia akm  an�mesa stic korufèc Jk kai
Cl an kai mìno an o upoy fioc Cl èqei k�nei aÐthsh gia th jèsh Jk. EÐnai fanerì t¸ra ìti
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mporoÔme na gemÐsoume ìlec tic jèseic ergasÐac an kai mìno an up�rqei pl rec taÐriasma tou
A sto gr�fhma autì.

Askhsh 5.11. An èna dimerèc gr�fhma me sÔnola koruf¸n A kai B èqei pl rec taÐriasma tou
A tìte |B| ≥ |A|.
Parat rhsh 5.3. 'Estw èna peperasmèno sÔnolo X kai sÔsthma A1, . . . , An uposunìlwn tou.
Up�rqei ènac polÔ fusiologikìc trìpoc na antistoiqÐsoume se autì to sÔsthma uposunìlwn
èna dimerèc gr�fhma:

sÔnolo arister¸n koruf¸n eÐnai ta sÔnola A1, . . . , An kai sÔnolo dexi¸n ko-
ruf¸n eÐnai to X. En¸noume thn arister  koruf  Ai me th dexi� koruf  x an
kai mìno an x ∈ Ai.

EÐnai fanerì ìti se diaforetik� sust mata uposunìlwn touX antistoiqoÔn diaforetik� dimer 
graf mata kataskeuasmèna kat� autìn ton trìpo kai eÐnai epÐshc fanerì p¸c na kataskeu-
�soume èna sÔsthma uposunìlwn ìtan mac d¸soun èna dimerèc gr�fhma.

Orismìc 5.3. Se èna dimerèc gr�fhma, gia k�je sÔnolo J arister¸n koruf¸n, sumbolÐzoume
me N(J) to sÔnolo ìlwn twn dexi¸n koruf¸n pou en¸nontai me k�poia koruf  apì to J .

To apotèlesma pou akoloujeÐ perigr�fei akrib¸c pìte èna dimerèc gr�fhma èqei pl rec ta-
Ðriasma thc miac pleur�c tou.

Je¸rhma 5.3. Se èna dimerèc gr�fhma me sÔnola koruf¸n A kai B up�rqei pl rec taÐriasma
tou A an kai mìno an gia k�je uposÔnolo J ⊆ A isqÔei

(38) |N(J)| ≥ |J |.

Apodeixh. To Je¸rhma 5.3 apoteleÐ ousiastik� mia anadiatÔpwsh tou Jewr matoc tou
G�mou (Je¸rhma 1.1). Fti�qnoume apì to dimerèc mac gr�fhma èna sÔsthma uposunìlwn tou
B, ìpwc sthn Parat rhsh 5.3. H sunj kh tou Jewr matoc 5.3 apoteleÐ apl� anadiatÔpwsh
thc sunj khc (13) tou Hall. To gr�fhm� mac èqei pl rec taÐriasma tou A an kai mìno an
to sÔsthma uposunìlwn tou B pou fti�xame èqei sÔsthma xènwn antipros¸pwn, pr�gma pou,
sÔmfwna me to Je¸rhma tou G�mou, isqÔei akrib¸c ìtan isqÔei h sunj kh tou Hall, dhl. h
sunj kh pou diatup¸netai sto Je¸rhma 5.3. �

Askhsh 5.12. Se èna dimerèc gr�fhma me sÔnola koruf¸n A kai B isqÔei

|N(J)| ≥ |J | − 5, gia k�je J ⊆ A.

DeÐxte ìti up�rqei taÐriasma M pou na perièqei toul�qiston |A| − 5 korufèc tou A.

Mia eÔkolh sunèpeia tou jewr matoc tou G�mou eÐnai h ex c:

Pìrisma 5.1. K�je kanonikì dimerèc gr�fhma èqei pl rec taÐriasma (kai twn dÔo meri¸n tou,
anagkastik�).

Apodeixh. Estw ìti to G = (A∪B,E) eÐnai r-kanonikì, r ≥ 1. Ja apodeÐxoume ìti isqÔei
h upìjesh tou Jewr matoc 5.3. Estw J ⊆ A kai E1 to sÔnolo twn akm¸n pou xekinoÔn apì
k�poia koruf  tou J . Epeid  to G eÐnai r-kanonikì èqoume ìti |E1| = r|J |.
Estw epÐshc E2 to sÔnolo twn akm¸n pou katal goun se k�poia apì tic korufèc tou N(J),
dhl. se k�poio apì touc geÐtonec tou J . Xan� èqoume |E2| = r|N(J)|.



66 5. DIMERH GRAFHMATA KAI TAIRIASMATA

All� profan¸c isqÔei E1 ⊆ E2. Ara r|J | ≤ r|N(J)|, to opoÐo sunep�getai

|N(J)| ≥ |J |.

�

Askhsh 5.13. An èna dimerèc gr�fhma eÐnai r-kanonikì deÐxte ìti èqei r xèna metaxÔ touc
pl rh tairi�smata.

Askhsh 5.14. PaÐrnoume mia sunhjismènh tr�poula (52 fÔlla se 13 eÐdh, apì 4 k�je eÐdoc),
thn anakateÔoume kai thn moir�zoume se 13 swroÔc twn 4 fÔllwn. (Ta perieqìmena twn
swr¸n ta blèpoume.)

DeÐxte ìti eÐnai p�nta dunatì na epilèxoume èna fÔllo apì k�je swrì ¸ste sto tèloc na
èqoume èna fÔllo apì k�je eÐdoc.

§3. Mègista tairi�smata

Up�rqoun pollèc endiafèrousec peript¸seic dimer¸n grafhm�twn pou den èqoun pl rh tai-
ri�smata tou sunìlou koruf¸n A. Sè tètoia perÐptwsh endiaferìmaste na broÔme mègista
tairi�smata, tairi�smata dhl. pou kalÔptoun to mègisto dunatì arijmì koruf¸n (enallaktik�,
pou èqoun ìso gÐnetai perissìterec akmèc).

Orismìc 5.4. (Enallaktik� monop�tia, epaux�nonta monop�tia) Mia koruf  enìc dimeroÔc
graf matoc pou den kalÔptetai apì k�poia akm  enìc tairi�smatoc lègetai ataÐriasth (wc
proc to taÐriasma autì).

Se èna dimerèc gr�fhma me sÔnola koruf¸n A kai B kai èna taÐriasma M èna monop�ti,
qwrÐc epanalambanìmenec akmèc, pou arqÐzei apì mia ataÐriasth koruf  tou A kai perièqei
enallaktik� akmèc apì to E \M kai to M , lègetai enallaktikì monop�ti.

An èna enallaktikì monop�ti telei¸nei se mia ataÐriasth koruf  tou B tìte lègetai epaux�non
monop�ti.

1

2 3

4
A

B

Sqhma 5.3. To monop�ti 1243 eÐnai epaux�non gia to shmeiwmèno taÐriasma

Par�deigma 5.4. Sto Sq. 5.3 to monop�ti 1243 eÐnai epaux�non gia to taÐriasma pou èqei
shmeiwjeÐ me èntonec grammèc.
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Parat rhsh 5.4. Ta epaux�nonta monop�tia eÐnai shmantik� giatÐ h Ôparxh enìc tètoiou
monopatioÔ sunep�getai thn Ôparxh enìc megalÔterou tairi�smatoc apì to up�rqon. Pr�gmati,
se èna epaux�non monop�ti oi akmèc eÐnai enallaktik� ektìc tou M , apì to M , ektìc tou M ,
k.o.k., kai telei¸noun me mia akm  ektìc tou M , mia kai h teleutaÐa koruf  tou monopatioÔ
eÐnai sto B kai ataÐriasth sto taÐriasma M . An loipìn afairèsoume apì to M tic akmèc tou
pou summetèqoun se èna epaux�non monop�ti π kai prosjèsoume sto M tic akmèc tou π pou
den an kan sto M , paÐrnoume èna �llo sÔnolo akm¸n M ′ pou eÐnai megalÔtero tou M kat�
mÐa akm . To shmantikì ed¸ eÐnai ìti kai to M ′ eÐnai taÐriasma, �ra, qrhsimopoi¸ntac to π
katafèrame na aux soume to mègejoc tou dojèntoc tairi�smatoc.

Par�deigma 5.5. Sto taÐriasma tou Sq. 5.3 an afairèsoume thn akm  24 kai prosjèsoume tic
12 kai 34 paÐrnoume p�li èna taÐriasma kat� mÐa akm  megalÔtero apì prin.

Askhsh 5.15. ApodeÐxte ton isqurismì thc Parat rhshc 5.4, ìti to sÔnolo akm¸n M ′ e-
Ðnai taÐriasma. Sunep¸c an to M eÐnai mègisto taÐriasma tìte den up�rqoun epaux�nonta
monop�tia.

EÐnai shmantikì ìti isqÔei kai to antÐstrofo thc 'Askhshc 5.15, kai autì den eÐnai kajìlou
profanèc.

Je¸rhma 5.4. An èna taÐriasma den èqei epaux�nonta monop�tia tìte eÐnai mègisto taÐriasma.

Apodeixh. 'Estw M1 èna taÐriasma (enìc dimeroÔc graf matoc G, me sÔnola koruf¸n
A kai B) pou den èqei epaux�nonta monop�tia, kai M2 èna mègisto taÐrasma. JewroÔme to
gr�fhma G′ me sÔnolo akm¸n to M1 4M2 (to sÔnolo autì eÐnai h summetrik  diafor� twn
M1 kai M2, oi akmèc ekeÐnec tou G dhl. pou an koun se akrib¸c èna apì ta sÔnola M1 kai
M2).

Epeid  ta M1 kai M2 eÐnai tairi�smata èpetai ìti oi korufèc tou G′ èqoun ìlec bajmì 0, 1  
2 (sto G′, ìqi sto G). Apì autì prokÔptei ìti k�je sunektik  sunist¸sa tou G′ eÐnai eÐte
ènac kÔkloc eÐte èna monop�ti (endeqomènwc m kouc 0, mia mình koruf  dhlad ). Kai stic
dÔo autèc peript¸seic oi akmèc se k�je sunektik  sunist¸sa proèrqontai enall�x apì to
M1 kai to M2. 'Otan h sunist¸sa eÐnai kÔkloc qrhsimopoioÔntai se aut  Ðso pl joc akm¸n
apì to M1 kai to M2. 'Otan h sunist¸sa den eÐnai kÔkloc all� monop�ti, o mìnoc trìpoc na
emfanÐzontai se aut  ligìterec M1-akmèc ap' ìti M2-akmèc eÐnai to monop�ti autì na arqÐzei
kai na telei¸nei me M2-akm  pr�gma pou ja s maine ìti to monop�ti autì ja  tan epaux�non
gia to taÐriasma M1, me endeqìmenh enallag  twn rìlwn twn pleur¸n A kai B.

Epeid  èqoume upojèsei ìti epaux�nonta monop�tia den up�rqoun èpetai ìti kai se aut  thn
perÐptwsh (h sunist¸sa eÐnai monop�ti kaÐ ìqi kÔkloc) qrhsimopoioÔntai toul�qiston tìsec
M1-akmèc ìsec kai M2. Kai afoÔ to M2 eÐnai mègisto taÐriasma èpetai ìti to pl joc akm¸n
tou M1 eÐnai Ðso me autì tou M2 kai �ra eÐnai ki autì mègisto, ìpwc èprepe na deÐxoume. �

Parat rhsh 5.5. Lìgw tou Jewr matoc 5.4 mporoÔme na akolouj soume thn ex c diadikasÐa
gia thn eÔresh enìc mègistou tairi�smatoc enìc dimeroÔc graf matoc: xekin�me apì èna opoio-
d pote taÐriasma (p.q. to kenì) kai y�qnoume na broÔme epaux�nonta monop�tia. K�je for�
pou brÐskoume èna tètoio akoloujoÔme th diadikasÐa thc Parat rhshc 5.4 ¸ste na aux sou-
me kat� mÐa to sÔnolo twn akm¸n pou summetèqoun sto taÐriasm� mac. 'Otan de mporoÔme
plèon na broÔme epaux�non monop�ti eÐmaste sÐgouroi, apì to Je¸rhma 5.4 ìti èqoume breÐ
èna mègisto taÐriasma.
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Orismìc 5.5. (K�lumma koruf¸n) 'Ena sÔnolo koruf¸n U se èna gr�fhmaG lègetai k�lumma
koruf¸n tou G an k�je akm  tou G èqei mia toul�qiston koruf  sto U .

Par�deigma 5.6. Sto Sq. 5.2(a) to sÔnolo {1, 6, 8} eÐnai k�lumma koruf¸n.

Je¸rhma 5.5. (König, 1931, kai Egerváry, 1931) Se èna dimerèc gr�fhma to mègejoc enìc
megÐstou tairi�smatoc isoÔtai me to mègejoc enìc elaqÐstou kalÔmmatoc koruf¸n.

Apodeixh. 'Estw G dimerèc gr�fhma me sÔnola koruf¸n ta A kai B kai M èna taÐriasma
tou G me mègisto pl joc akm¸n. Ja kataskeu�soume èna sÔnolo koruf¸n U , megèjouc
|U | = |M |, pou ja eÐnai k�lumma koruf¸n tou G. Autì ja shmaÐnei ìti to el�qisto mègejoc
kalÔmmatoc koruf¸n tou G eÐnai to polÔ |M |. Apì thn �llh meri� ìmwc, eÔkola blèpei
kaneÐc ìti k�je k�lumma koruf¸n prèpei na èqei toul�qiston |M | korufèc, opìte h apìdeixh
tou Jewr matoc 5.5 ja eÐnai pl rhc.

Epilègoume loipìn na b�loume sto sÔnolo U mia akrib¸c koruf  apì k�je akm  tou M .
'Estw uv ∈M , me u ∈ A, v ∈ B. An up�rqei enallaktikì monop�ti pou katal gei sto v tìte
b�zoume thn koruf  v sto sÔnolo U , alli¸c b�zoume thn koruf  u. EÐnai fanerì ìti me aut 
thn kataskeu  isqÔei

|U | = |M |.
Apomènei na deÐxoume ìti to sÔnolo U pou kataskeu�same eÐnai k�lumma koruf¸n tou gra-
f matoc. 'Estw loipìn ab mia akm  tou graf matoc me a ∈ A, b ∈ B. Prèpei na deÐxoume ìti
toul�qiston èna apì ta a, b an kei sto U . An ab ∈M autì eÐnai profanèc opìte upojètoume
ìti ab /∈ M . Epeid  to M eÐnai mègisto taÐriasma èpetai ìti up�rqei a′b′ ∈ M , me a = a′

  b = b′. An h a eÐnai ataÐriasth tìte b = b′ kai h akm  ab apoteleÐ enallaktikì monop�ti,
opìte h koruf  thc a′b′ pou epilèqthke gia to U  tan h b′ = b, kai �ra p�li deÐxame autì pou
jèloume.

MporoÔme sunep¸c na upojèsoume ìti a = a′. An to a = a′ den eÐnai sto U tìte b′ ∈ U , �ra
up�rqei k�poio enallaktikì monop�ti π pou katal gei sto b′. Tìte ìmwc up�rqei kai k�poio
enallaktikì monop�ti π′ pou katal gei sto b: eÐte to mèroc tou π èwc to b an b ∈ π eÐte to
π′ = πab (to π akoloujoÔmeno apì to monop�ti b′ab). Epeid  to M eÐnai mègisto to π′ pèra
apì enallaktikì de mporeÐ na eÐnai kai epaux�non monop�ti, �ra to b eÐnai tairiasmèno sto M
kai eÐqe epilegeÐ gia to U lìgw thc Ôparxhc tou enallaktikoÔ monopatioÔ π′ pou katal gei
sto b. �

Parat rhsh 5.6. To Je¸rhma 5.5 mac dÐnei th dunatìthta na pistopoi soume èna mègisto
taÐriasma. FantasteÐte gia par�deigma ìti èqete mia etaireÐa pou poul�ei mègista tairi�smata
se dimer  graf mata. 'Erqetai dhl. o pel�thc sac kai sac dÐnei èna (ter�stio) dimerèc gr�fhma,
kai zht� apì sac na breÐte èna mègisto taÐriasma gi' autì. Gia na sac plhr¸sei ìmwc zht�ei
kai eggu seic ìti to taÐriasma pou tou br kate eÐnai ìntwc mègisto. Tìte eseÐc den èqete par�
na tou d¸sete, mazÐ me to taÐriasmaM pou upologÐsate, kai èna sÔnolo koruf¸n U , me tìsec
korufèc ìsec to taÐriasma èqei akmèc, kai tètoio ¸ste to U na eÐnai k�lumma ìlwn twn akm¸n
tou graf matoc (k�je akm  tou graf matoc dhl. na perièqei k�poia koruf  tou U). Tètoio
sÔnolo koruf¸n U up�rqei lìgw tou Jewr matoc 5.4. Tìte, p�li lìgw tou Jewr matoc 5.4,
o pel�thc sac (o opoÐoc eÔkola mporeÐ na epibebai¸sei ton isqurismì sac ìti |U | = |M | kai
ìti to U eÐnai k�lumma koruf¸n) eÐnai bèbaioc ìti to M eÐnai mègisto taÐriasma.

Askhsh 5.16. DÐdetai ènac m× n pÐnakac A me stoiqeÐa Aij ∈ {0, 1}. Me eujeÐa tou pÐnaka
ennoÔme mai opoiad pote gramm    st lh tou. DeÐxte ìti to el�qisto pl joc eujei¸n pou
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perièqei ìla ta 1 tou A eÐnai Ðso me to mègisto pl joc apì 1 pou an� dÔo de brÐskontai p�nw
sthn Ðdia eujeÐa.

Parat rhsh 5.7. Ac deÐxoume t¸ra ìti to Je¸rhma 5.3 mporeÐ na apodeiqjeÐ eÔkola qrhsi-
mopoi¸ntac to Je¸rhma 5.5.

Pr�gmati ac upojèsoume ìti se èna dimerèc gr�fhma isqÔei h sunj kh (38) all� den up�rqei
pl rec taÐriasma tou A. Apì to Je¸rhma 5.5 up�rqei sÔnolo koruf¸n U , me |U | < |A|, pou
eÐnai k�lumma koruf¸n, èstw U = A′ ∪B′ me A′ ⊆ A kai B′ ⊆ B. 'Epetai ìti |B′| < |A \ A′|.
Epeid  to U eÐnai k�lumma koruf¸n èqoume ìti den up�rqoun sto G akmèc an�mesa sta sÔnola
A \ A′ kai B \B′, �ra

|N(A \ A′)| ≤ |B′| < |A \ A′|,
kai autì antif�skei me thn sunj kh (38) gia to sÔnolo J = A \ A′.





KEF�ALAIO 6

Kukl¸mata Euler kai Hamilton

§1. Monop�tia kai kukl¸mata Euler kai Hamilton

1.1 Genik�

Monop�ti Euler (ant. kÔklwma Euler) onom�zetai èna monop�ti (ant. kÔklwma) pou pern�ei
akrib¸c mÐa for� apì k�je akm  tou graf matoc.

Monop�ti Hamilton (ant. kÔklwma Hamilton) onom�zetai èna monop�ti (ant. kÔklwma) pou
pern�ei akrib¸c mÐa for� apì k�je koruf  tou graf matoc.

Den èqei k�je gr�fhma G kÔklwma   monop�ti Euler   Hamilton. En gènei eÐnai polÔ dÔsko-
lo na d¸sei kaneÐc qr simec anagkaÐec kai ikanèc sunj kec gia thn Ôparxh monopatioÔ  
kukl¸matoc Hamilton. EpÐshc apì upologistik  �poyh h eÔresh monopatioÔ   kukl¸matoc
Hamilton eÐnai èna polÔ dÔskolo prìblhma. An kei sthn kl�sh twn legomènwn NP-pl rwn
problhm�twn gia ta opoÐa pisteÔtai ìti den epidèqontai lÔsh se poluwnumikì qrìno. Gia
to sugkekrimèno prìblhma, thc Ôparxhc   ìqi monopatioÔ Hamilton se èna gr�fhma G me n
korufèc pisteÔetai isqur� ìti den up�rqei algìrijmoc pou, paÐrnontac san eÐsodo to tuqìn
gr�fhma G, mac apant�ei NAI an to gr�fhma èqei monop�ti Hamilton kai OQI alli¸c, kai,
epiplèon o qrìnoc pou paÐrnei (o arijmìc twn �bhm�twn�) eÐnai fragmènoc �nw apì mia sun�r-
thsh thc morf c nC ìpou C eÐnai mia, endeqomènwc meg�lh, stajer� (den exart�tai dhl. apì
to n).

All�, par� tic isqurèc endeÐxeic ìti autì sumbaÐnei, autì den èqei apodeiqjeÐ akìmh. Ena
�llo axioshmeÐwto pou afor� ta NP-pl rh probl mata eÐnai ìti aut� eÐnai allhlèndeta me thn
ex c ènnoia: an èna apì aut� deiqjeÐ ìti lÔnetai se poluwnumikì qrìno, tìte ìla lÔnontai.
Autì bebaÐwc sunep�getai ìti kai an èna apì aut� deiqjeÐ ìti den lÔnetai se poluwnumikì
qrìno tìte kanèna de lÔnetai. EpÐshc, h kl�sh aut  problhm�twn perilamb�nei ekatont�dec
probl mata ta opoÐa èqoun prokÔyei polÔ fusiologik�.

1.2 Sunj kec gia kÔklwma/monop�ti Euler

H kat�stash eÐnai teleÐwc diaforetik  gia monop�tia kai kukl¸mata Euler. Eqoume to ex c
aplì (kai sth diatÔpwsh, kai sthn apìdeixh) je¸rhma.

Je¸rhma 6.1. (a) Ena sunektikì gr�fhma G èqei kÔklwma Euler an kai mìno an ìlec oi
korufèc tou G èqoun �rtio bajmì.
(b) Ena sunektikì gr�fhma G èqei monop�ti Euler an kai mìno an ìlec oi korufèc tou G èqoun
�rtio bajmì   ìlec oi korufèc tou G ektìc apì akrib¸c 2 èqoun �rtio bajmì.

71
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Apìdeixh tou (a): An to G èqei kÔklwma Euler

π : v1 −→ · · · −→ vn = v1,

tìte k�je for� pou k�poia koruf  v emfanÐzetai sto π �mpaÐnoume� sto v kinoÔmenoi p�nw
sto π kai met� �bgaÐnoume� apì to v, qrhsimopoi¸ntac ètsi sunolik� 2 apì tic akmèc pou
katal goun sto v, oi opoÐec den prìkeitai na xanaqrhsimopoihjoÔn, afoÔ to π pern�ei apì
k�je akm  akrib¸c mia for�. Me ton trìpo autì (dhl. se zeÔgh p�nta) qrhsimopoioÔntai ìlec
oi akmèc tou v, �ra to v èqei �rtio bajmì.

AntÐstrofa t¸ra, èstw ìti ìlec oi korufèc tou G èqoun �rtio bajmì. Epilègoume mia o-
poiad pote koruf  v1 wc pr¸th koruf  tou kukl¸matoc Euler pou ja kataskeu�soume. Epi-
lègoume mia tuqoÔsa akm  e1 tou v kai feÔgoume mèsw aut c apì thn koruf  v1 katal gontac
se k�poia v2. Opoted pote qrhsimopoioÔme mian akm  th shmei¸noume ¸ste na mhn thn xana-
qrhsimopoi soume. Apì thn v2 kai met� suneqÐzoume me ton Ðdio trìpo, dhl. epilègoume mia
opoiad pote mh qrhsimopoihmènh apì tic akmèc thc trèqousac koruf c kai feÔgoume mèsw
aut c. K�poia stigm  de ja mporoÔme plèon na to k�noume autì, dhl. èqoume ft�sei se mia
koruf  v kai de mporoÔme plèon na fÔgoume apì aut  giatÐ ìlec oi akmèc thc èqoun  dh
qrhsimopoihjeÐ. Aut  prèpei tìte na eÐnai h v1 giatÐ se ìlec tic �llec korufèc qrhsimopoioÔme
tic akmèc touc an� zeÔgh (mia gia na mpoÔme, kai mia gia na bgoÔme) kai afoÔ ìloi oi bajmoÐ
eÐnai �rtioi eÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti opoted pote ft�soume se mia koruf  �llh apì th v1

p�nta èqoume th dunatìthta na fÔgoume.

An t¸ra (èqoume xanagurÐsei sto v1) to kÔklwma pou èqoume dianÔsei èqei qrhsimopoi sei
ìlec tic akmèc tou graf matoc èqoume brei èna kÔklwma Euler kai èqoume telei¸sei. Alliwc,
up�rqei anagkastik� mia koruf  u p�nw sto kÔklwma (èstw π) pou èqoume fti�xei mia akm  thc
opoÐac den èqei qrhsimopoihjeÐ (alliwc oi korufèc pou amfanÐzontai sto π ja  tan asÔndetec
me tic upìloipec korufèc). XanaxekinoÔme t¸ra thn Ðdia diadikasÐa me arqik  koruf  thn
u kai par�goume ètsi �llo èna kÔklwma tou opoÐou ìlec oi akmèc eÐnai xènec apì autèc tou
pr¸tou kukl¸matoc (all� mporoÔn aut� ta dÔo na èqoun koinèc korufèc�autì de mac enoqleÐ).
ParathreÐste ìti, afoÔ to pr¸to kÔklwma π èqei qrhsimopoi sei �rtio �rijmì apì akmèc apì
k�je koruf , an bg�loume apì to G tic akmèc tou π ìlec oi korufèc exakoloujoÔn na èqoun
�rtio bajmì, �ra isqÔoun sthn kataskeu  tou 2ou kukl¸matoc ìsa Ðsquan kai sto 1o.

Aut� ta dÔo kukl¸mata ta en¸noume se èna ìpwc faÐnetai sto parak�tw sq ma 6.1.

DianÔoume dhl. pr¸ta to èna apì ta dÔo xekin¸ntac apì to u kai met� to �llo kai katal goume
p�li sto u.

Etsi, an� p�sa stigm  sthn kataskeu  èqoume èna kÔklwma. H diadikasÐa aut  telei¸nei
akrib¸c tìte pou ìlec oi akmèc èqoun qrhsimopoihjeÐ, opìte kai to kÔklwma eÐnai kÔklwma
Euler.
2

H apìdeixh tou (b) eÐnai entel¸c parìmoia kai af netai wc �skhsh.

§2. QrwmatismoÐ

2.1 OrismoÐ
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G

u

Sqhma 6.1. P¸c en¸nontai dÔo kukl¸mata me koin  koruf  thn u

Enac qrwmatismìc enìc sunìlou A me r qr¸mata ja eÐnai mia sun�rthsh

χ : A→ [r] = {1, . . . , r}.
AntÐ na anaferìmaste dhl. sta qr¸mata me �spro, kìkkino, klp, ta arijmoÔme apl¸c kai
prosdiorÐzoume to pìsa eÐnai.

Estw G = (V,E) èna gr�fhma.

Enac qrwmatismìc koruf¸n tou G me r qr¸mata eÐnai mia sun�rthsh χ : V → [r] tètoia ¸ste

∀u, v ∈ V : u ∼ v =⇒ χ(u) 6= χ(v).

Korufèc pou en¸nontai me akmèc dhl. prèpei na p�roun anagkastik� diaforetikì qr¸ma.

OmoÐwc qrwmatismìc akm¸n tou G me r qr¸mata eÐnai sun�rthsh χ : E → [r] t.¸.

∀e, e′ ∈ E : e ∼ e′ =⇒ χ(e) 6= χ(e′).

Dhl. akmèc pou èqoun koin  koruf  prèpei na p�roun diaforetikì qr¸ma.

Profan¸c mporoÔme p�nta na qrwmatÐsoume tic korufèc enìc graf matoc me n korufèc qrh-
simopoi¸ntac n qr¸mata, èna gia k�je koruf . To zhtoÔmeno eÐnai an mporoÔme na k�noume
to Ðdio me lÐga qr¸mata.

O qrwmatikìc arijmìc χ(G) enìc graf matoc eÐnai o el�qistoc fusikìc r gia ton opoÐo up�rqei
ènac qrwmatismìc koruf¸n tou G.

Gia par�deigma, to pl rec gr�fhma me n korufèc qrei�zetai n qr¸mata (χ(Kn) = n), en¸ to
kenì gr�fhma qrei�zetai èna mìno (χ(En) = 1).

Askhsh 6.1. DeÐxte ìti χ(Cn) = 2 an n �rtioc kai 3 an n perittìc.

2.2 Ektim seic gia to qrwmatikì arijmì
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Ja d¸soume èna �nw fr�gma gia to χ(G) se sqèsh me to mègisto bajmì twn koruf¸n tou
kai èna k�tw fr�gma se sqèsh me to pìso meg�la pl rh upograf mata èqei. ArqÐzoume me
to k�tw fr�gma pou eÐnai profanèc.

Je¸rhma 6.2. An to G èqei èna upogr�fhma isomorfikì me to Ks tìte χ(G) ≥ s.

An dhl. to G èqei s korufèc pou ìlec sundèontai metaxÔ touc tìte qreiazìmaste toul�qiston
s qr¸mata gia na qrwmatÐsoume tic korufèc tou G, pou eÐnai fanerì.

To �nw fr�gma eÐnai pio endiafèron.

Je¸rhma 6.3. An ìlec oi korufèc tou G èqoun bajmì ≤ d tìte χ(G) ≤ d+ 1.

Apìdeixh: Me epagwg  wc proc to pl joc koruf¸n n tou G. Gia n = 1 eÐnai fanerì.

Estw G èna gr�fhma me n korufèc kai mègisto bajmì d kai èstw u opoiad pote koruf  tou
G. OrÐzoume G′ na eÐnai to upogr�fhma tou G pou prokÔptei an diagr�youme thn koruf 
u kai ìlec tic akmèc thc. Autì èqei n − 1 korufèc kai mègisto bajmì ìqi megalÔtero apì
prin, �ra ≤ d. Sunep¸c, apì thn epagwgik  mac upìjesh, χ(G′) ≤ d + 1, dhl. mporoÔme na
qrwmatÐsoume tic korufèc tou G′ me ta qr¸mata 1, 2, . . . , d+ 1.

Estw t¸ra oi geÐtonec thc u sto G′, u1, . . . , uk, me k ≤ d. Ara up�rqei k�poio apì ta qr¸mata
1, 2, . . . , d + 1 pou den èqei qrhsimopoihjeÐ sto qrwmatismì twn u1, . . . , uk, èstw to qr¸ma
c. QrwmatÐzoume tìte thn koruf  u me to qr¸ma c kai krat�me ta qr¸mata twn upoloÐpwn
koruf¸n ìpwc sto qrwmatismì tou G′. Eqoume ètsi kataskeu�sei èna qrwmatismì tou G me
d+ 1 qr¸mata.
2


