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ΒΒΙΙΟΟΓΓΡΡΑΑΦΦΙΙΚΚΟΟ    ΣΣΗΗΜΜΕΕΙΙΩΩΜΜΑΑ   
 
 

 
Προσωπικά στοιχεία 

 
 

Ονοματεπώνυμο 
Όνομα πατρός 
Όνομα μητρός 
Ημερομηνία γεννήσεως 
Τόπος γεννήσεως 
Υπηκοότητα 
Οικογενειακή κατάσταση 
Αριθμός αστυνομικής ταυτότητας 
Αριθμός διαβατηρίου 
Απολυτήριο στρατού 
(πιστοποιητικό τύπου Α) 

Δημήτριος Νταής 
Ιωάννης 
Ασημίνα 
15 Νοεμβρίου 1961 
Αθήνα 
Ελληνική 
Έγγαμος, με ένα τέκνο 
ΑΕ 098386 
AΒ 6743103 
ΓΕΕΘΑ, Στρ. Γρ. Αττικής 
Νο 38330, Απ. ΕΣΣ, Αρ. 183 

 
 

Εκπαίδευση, Υποτροφίες, Ακ. Θέσεις και Λοιπές Δραστηριότητες 
 

 
 
1967-1973 
 
1974-1977 
 
 
1977-1979 
 
 
13/06/1979 
 
1979-1983 
 
 
 
22/11/1983 
 
1984-1985 
 
 
 
22/10/1986 
 
 
 
 
 
 

Βασική εκπαίδευση. Σχολή Μωραΐτη. (Ψυχικό Αττικής). 
 
Τέσσερα πρώτα χρόνια μέσης εκπαιδεύσεως. Σχολή Μω-
ραΐτη. 
 
Ολοκλήρωση μέσης εκπαιδεύσεως. 10ο Λύκειο Αρρένων  
Αθηνών (Αμπελόκηποι Αττικής). 
  
Απολυτήριο Λυκείου με τον βαθμό «λίαν καλώς 18,3». 
 
Σπουδές στο Μαθηματικό Τμήμα τής Φυσικομαθηματικής 
Σχολής τού Εθνικού και Καποδιστριακού Πανεπιστημίου 
των Αθηνών. 
 
Πτυχίο Μαθηματικού με τον βαθμό «λίαν καλώς 8,3». 
 
Απασχόληση στη βιομηχανία. Παράλληλη συνέχιση εκμαθή-
σεως τής γερμανικής γλώσσας. 
 
 
Κατόπιν ειδικών προφορικών εξετάσεων επικυρούται η κα-
ταλληλότητα τού αιτούντος για παρακολούθηση μεταπτυχι-
ακών μαθημάτων στο Πανεπιστήμιο «Rheinische Friedrich-
Wilhelms Universität Bonn» τής Βόννης. 
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1987-1990 
 
 
 
 
 
1988-1989 
 
 
 
 
1989-1990 
 
1991-1994 
 
 
 
09/11/1994 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
06 & 14/02/1995 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
14/02/1995 
 
  

 
 
 
Παρακολούθηση προπαρασκευαστικών παραδόσεων και 
σεμιναρίων επί διαφόρων θεμάτων από τη Μεταθετική Άλ-
γεβρα, τη Μιγαδική Ανάλυση Πολλών Μεταβλητών, τη Θεω-
ρία Μιγαδικών Πολυπτυγμάτων  και Αναλυτικών Χώρων και 
την Αλγεβρική Γεωμετρία.  
 
Μεταπτυχιακός υπότροφος τής Γερμανικής Ακαδημαϊκής 
Εταιρείας Μορφωτικών Ανταλλαγών.  
(D.A.A.D. = Deutscher Akademischer Austauschdienst.)  
 
 
Υπότροφος τού Ιδρύματος Αtef Danial Foundation. 
 
Επισκέπτης τού Ερευνητικού Ινστιτούτου Θεωρητικών 
Μαθηματικών «Max-Planck» τής Βόννης (ως επι διδακτο-
ρικώ φοιτητής/ δίχως εργασιακή σχέση). 
 
Κατάθεση τής διδακτορικής διατριβής με τον τίτλο : 
 
«Enumerative Combinatorics of  Invariants of Certain Complex 
Threefolds with Trivial Canonical Bundle»  
 
(«Απαριθμητική Συνδυαστική αναλλοιώτων ορισμένων μι-
γαδικών τριπτυγμάτων με τετριμμένη κανονιστική δέσμη»)              
 
στη Μαθηματική Σχολή τού Πανεπιστημίου Βόννης. 
                                                       
Κριτές τής διατριβής: 
 

 Prof. Dr. F. Hirzebruch     (1ος κριτής) 
 

 Prof. Dr. Yu. I. Manin       (2ος κριτής) 
 
 
Επιτυχής συμμετοχή στις ειδικές προφορικές εξετάσεις 
(Rigorosum) για την απόκτηση τού ακαδημαϊκού τίτλου. 
 
Εξεταστές καθηγητές : 
 

 Prof. Dr. F. Hirzebruch  [Αλγεβρικές μιγαδικές επιφά-
νειες] 
 

 Prof. Dr. C.-F. Bödigheimer [Αλγεβρική Τοπολογία, Θεω-
ρία χαρακτηριστικών κλάσεων] 
 

 Prof. Dr. B. Korte   [Διακριτά Μαθηματικά] 
 
 
Απονομή τού ακαδημαϊκού τίτλου «Διδάκτωρ των Φυσικών 
Επιστημών» τού Πανεπιστημίου τής Βόννης με τον συνολικό 
βαθμό «sehr gut». 
 
(Αναγνώρισή του από το ΔΙ.Κ.Α.Τ.Σ.Α. την 11 Μαϊου 1995 
με αριθμό πράξεως 14/482 και υπογραφή τού προέδρου τού 
Δ.Σ. καθ. Θ. Λιανού). 
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01/04/1995-30/09/1995 
 
 
 
 
 
 
01/10/1995-31/12/1995 
 
 
 
 
 
 
01/01/1996-31/03/1996 
 
 
 
 
 
01/04/1996-31/03/1997 
 
 
 
 
 
 
01/09/1997-30/11/1998 
 
 
 
 
01/01/1999-31/12/2001 
 
 
 
 
 
 
 
14/01/2001-31/08/2003 

 
Υπότροφος τής Ευρωπαϊκής Κοινότητας στο πλαίσιο τού 
προγράμματος «Human Capital and Mobility» εντασσόμε-
νος στο ειδικό υποπρόγραμμα «Αlgebraic Combinatorics» 
στο Πολυτεχνείο τού Βερολίνου. 
(Κωδικός αρ. Συμβάσεως : CHRX-CT93-400). 
 
 
 Υπότροφος τού Γερμανικού Ιδρύματος Ερευνών (συντ. 
D.F.G. = Deutsche Forschungsgemeinschaft) στο πλαίσιο 
τού προγράμματος : «Γεωμετρία και Μαθηματική Φυσική» 
στο Πανεπιστήμιο Ruhr-Universität Bochum. 
(Az. 144-13-Ord.-Nr. 701 5501). 
 
 
Επισκέπτης (με αποδοχές) τού Ερευνητικού Ινστιτούτου 
Ι.Η.Ε.S (Ιnstitut des Hautes Etude Scientifiques) στη Γαλλία 
(Παρίσι) κατόπιν ειδικής προσκλήσεως τού καθηγητού 
Μ.Κontsevich.  
 
 
Εκ νέου υπότροφος τού Γερμανικού Ιδρύματος Ερευνών 
(D.F.G.) για μονοετή μεταδιδακτορική έρευνα στο Πανεπι-
στήμιο Βόννης στο πλαίσιο τού προγράμματος : 
«Αλγεβρικές, αναλυτικές και γεωμετρικές μέθοδοι και αλ-
ληλεπιδράσεις τους στα σύγχρονα Μαθηματικά». 
 
 
Επιστημονικός συνεργάτης τής Μαθηματικής Σχολής τού 
Πανεπιστημίου Eberhard-Karls Universität Tübingen τής  
Τυβίγγης στον τομέα ΄Αλγεβρας και Αριθμοθεωρίας 
 
 
Επισκέπτης Ερευνητής τής Μαθηματικής Σχολής τού Πανε-
πιστημίου των Ιωαννίνων (στον τομέα Άλγεβρας και Γεω-
μετρίας) μέσω τριετούς συμβάσεως στο πλαίσιο τού ειδι-
κού υποπρογράμματος GSRT τού προγράμματος ΕΠΕΤ ΙΙ 
(το οποίο χρηματοδοτείτο από την Ευρωπαϊκή Ένωση και 
από τη Γ. Γ. Έρευνας και Τεχνολογίας). 
 
 
Επίκουρος καθηγητής τού Τμήματος Μαθηματικών και 
Στατιστικής τού Πανεπιστημίου Κύπρου. 
 
 

07/01/2004-σήμερα 
 

Αναπληρωτής καθηγητής τού Τμήματος Μαθηματικών τού 
Πανεπιστημίου Κρήτης. 
 

 
 
Λοιπές δραστηριότητες:        ΜR-Reviewer, Referee of several mathematical articles.  
 

 
▪▪▪  
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ΔΔιιδδαακκττιικκήή  εεμμππεειιρρίίαα  
 

 
 
 
Μέχρι τη μετάβασή μου στο Πα-
νεπιστήμιο τής Τυβίγγης 
(Tübingen) 
 
 
Χειμερινό Εξάμηνο 1997-1998 
(Πανεπιστήμιο Τυβίγγης) 
 
Εαρινό Εξάμηνο 1998 
(Πανεπιστήμιο Τυβίγγης) 
 
 
 
 
Χειμερινό Εξάμηνο  
1998-1999 
(Πανεπιστήμιο Τυβίγγης) 
 
Εαρινό Εξάμηνο 1999 
(Πανεπιστήμιο. Ιωαννίνων) 
 
Χειμερινό Εξάμηνο 1999-2000 
(Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων) 
 
 
Χειμερινό Εξάμηνο 2000-2001 
(Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων) 
 
 
Εαρινό Εξάμηνο 2001 
(Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων) 
 
 
Εαρινό Εξάμηνο 2002 
(Πανεπιστήμιο Κύπρου) 
 
 
Χειμερινό Εξάμηνο 2002-2003 
(Πανεπιστήμιο Κύπρου) 
 
Εαρινό Εξάμηνο 2003 
(Πανεπιστήμιο Κύπρου) 
 
Εαρινό Εξάμηνο 2004 
(Πανεπιστήμιο Κρήτης) 
 
Χειμερινό Εξάμηνο 2004-2005 
(Πανεπιστήμιο Κρήτης) 
 
 

Ενεργός συμμετοχή σε πληθώρα σεμιναρίων 
και εργασιακών ομάδων (σύμφωνα με τα γερ-
μανικά πρότυπα) μαζί με φοιτητές ποικίλων 
ερευνητικών ενδιαφερόντων. 
 
Παραδόσεις και ασκήσεις    
«Αλγεβρικής Γεωμετρίας Ι». 
 
Παραδόσεις και ασκήσεις   
«Αλγεβρικής Γεωμετρίας ΙΙ»  
και διοργάνωση ενός  
Σεμιναρίου επί των Συμπαγών  
Επιφανειών Riemann (βλ. παρ. [Σ21] ) 
 
Παραδόσεις και ασκήσεις    
«Γραμμικής Άλγεβρας Ι». 
 
 
Συμμετοχή στο Σεμινάριο επί των Επιφανειών 
Riemann τού Β΄ Τομέα με σειρά διαλέξεων. 
 
Διαλέξεις «Μεταθετικής Άλγεβρας» στο πλαί-
σιο τού Μεταπτυχιακού Προγράμματος Σπου-
δών. 
 
Διαλέξεις «Αλγεβρικής Γεωμετρίας» στο πλαί-
σιο τού Μεταπτυχιακού Προγράμματος Σπου-
δών. 
 
Διαλέξεις επί διαφόρων θεμάτων από τη «Θε-
ωρία των Πολυτόπων» σε προπτυχιακούς φοι-
τητές. 
 
Παραδόσεις   «Γραμμικής 'Αλγεβρας Ι»  
και συμμετοχή στο «Σεμινάριο Μαθηματικών 
και Στατιστικής». 
 
Παραδόσεις  και ασκήσεις «Θεωρίας Ομάδων». 
 
 
Παραδόσεις  και ασκήσεις «Δακτυλίων και 
Σωμάτων» και «Γραμμικής Άλγεβρας ΙΙ». 
 
Παραδόσεις «Δακτυλίων και Modules» και 
«Μαθηματικών ΙΙ». 
 
Παραδόσεις και ασκήσεις «Άλγεβρας Ι» στο 
πλαίσιο τού Μεταπτυχιακού Προγράμματος 
Σπουδών. 
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Εαρινό Εξάμηνο 2005 
(Πανεπιστήμιο Κρήτης) 
 
 
Χειμερινό Εξάμηνο 2005-2006 
(Πανεπιστήμιο Κρήτης) 
 
Εαρινό Εξάμηνο 2006 
(Πανεπιστήμιο Κρήτης) 
 
Χειμερινό Εξάμηνο 2006-2007 
(Πανεπιστήμιο Κρήτης) 
 
Χειμερινό Εξάμηνο 2007-2008 
(Πανεπιστήμιο Κρήτης) 
 
Εαρινό Εξάμηνο 2008 
(Πανεπιστήμιο Κρήτης) 
 
 
 
Χειμερινό Εξάμηνο 2008-2009 
(Πανεπιστήμιο Κρήτης) 
 

 
 
 
 
Παραδόσεις «Δακτυλίων και Modules» (προ-
πτυχιακό) και «Αλγεβρικής Τοπολογίας» (με-
ταπτυχιακό). 
 
Παραδόσεις «Θεωρίας Ομάδων». 
 
 
Παραδόσεις «Άλγεβρας» (προπτυχιακό) και 
«Αλγεβρικής Τοπολογίας» (μεταπτυχιακό). 
 
Παραδόσεις «Θεμάτων Άλγεβρας (Ομολογικής 
Άλγεβρας)» και «Μιγαδικής Αναλύσεως». 
 
Παραδόσεις «Αλγεβρικής Τοπολογίας» (μετα-
πτυχιακό). 
 
Παραδόσεις και ασκήσεις «Εισαγωγής στην 
Αλγεβρική Γεωμετρία» (μεταπτυχιακό) και 
παραδόσεις «Αναπαραστάσεων Ομάδων» (με-
ταπτυχιακό). 
 
Παραδόσεις «Θεμάτων Άλγεβρας (Αλγεβρικές 
Καμπύλες)» (μεταπτυχιακό). 
 

 
▪▪▪ 

 
 

 

ΕΕππίίββλλεεψψηη  εερργγαασσιιώώνν  φφοοιιττηηττώώνν   
 

 
 
Μ. Γκίκας: Από τα πλατωνικά στερεά στην κλασική αντιστοιχία τού McKay, 
μεταπτυχιακή διπλωματική εργασία (υπό προετοιμασία). 

 
▪▪▪ 

 
 

 

ΣΣυυμμμμεεττοοχχήή  σσεε  μμααθθηημμααττιικκάά  σσεεμμιιννάάρριιαα,,   σσυυννέέδδρριιαα    
κκααιι  ππρροοσσωωππιικκέέςς  εεππιισσττηημμοοννιικκέέςς  δδιιααλλέέξξεειιςς 

 
 
 
[Σ1] 28. Mathematische Arbeitstagung. Universität Bonn. (16-22 Juni 1988). 
 
[Σ2] Σεμινάριο ΄Αλγεβρας, Γεωμετρίας & Αριθμοθεωρίας.  
         Μαθηματικό Τμήμα Πανεπιστημίου Κρήτης (Μάρτιος 1992). 
 
• Διάλεξη με τον τίτλο: Επί των τοπολογικών και αναλυτικών αναλλοιώτων ορισμένων 

τρισδιάστατων Calabi-Yau πολυπτυγμάτων. 
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[Σ3] Dyrkolnbotn ITEG-Workshop, Norway, 9-16 August 1993. 
 
• Διάλεξη με τον τίτλο: On minimal desingularizations of 3-dimensional Calabi-Yau 

complete intersections in weighted projective spaces.  (15 / 08 / 1993)  
 
[Σ4] Conference on «Higher Dimensional Complex Varieties», Trento, Italy,  
21-24/06/1994. 
 
[Σ5]  Κolloquium des mathematischen Seminars der Universität Hamburg    
[Org. P. Slodowy, O. Riemenschneider] 
 
• Διάλεξη με τον τίτλο: Über die String-theoretischen Hodge Zahlen.  
(18 / 10 / 1994) 
 
[Σ6] Colloque: “Géométrie Algebrique en Liberté 3”.  
(Centre International de Mathématiques Pures et Appliquées, Nice, France,  
06-10 / 03 / 1995) 
 
[Σ7] Trieste Conference on S-Duality and Mirror Symmetry.  
 (International Centre for Theoretical Physics, Trieste,  Italy, 05-09 / 06 / 1995) 
 
[Σ8] Oberseminar Algebraische Geometrie  
[Org. H. Kurke, K. Altmann], Humboldt-Universität zu Berlin 
 
• Τρίωρη διάλεξη με τον τίτλο: Nicht-diskrepante Auflösungen torischer Gorensteinscher 

Singularitäten und teuflische Triangulierungen. (04 / 07 / 1995)  
 
[Σ9] Symposium in Algebraic Geometry 1995-96. Mathematics Research Centre, Uni-
versity of Warwick. Organizers: M.Reid, G.K.Sankharan (Workshop in Toric Geometry 
& Applications).  
 
• Διάλεξη με τον τίτλο: Triangulate by avoiding whirlpools. (22 / 09 / 1995)  
 
[Σ10] Herbstschule des Graduiertenkollegs «Geometrie und Nichtlineare Analysis». 
Organisiert von der Humboldt Universität zu Berlin. Jugendbildungs-zentrum  Blossin. 
(02-06 / 10 /1995) 
 
[Σ11] Oberseminar Geometrie [Org. von G. Ewald], Ruhr-Universität Bochum. 
 
• Διάλεξη με τον τίτλο: Nicht-diskrepante Auflösungen torischer Gorenstein-Singula-

ritäten.   (23 / 10 / 1995)  
 
[Σ12] Séminaire de Mathématique, I.H.E.S., Paris. 
 
• Διάλεξη με τον τίτλο: On combinatorics of crepant resolutions of canonical toric 

singularities.  (26 / 02 / 1996) 
 
[Σ13] Οberseminar über Singularitäten [Org. von E. Brieskorn], Mathematisches 
Institut der Universität Bonn. 
 
• Διάλεξη με τον τίτλο: Über dreidimensionale Gorensteinsche torische Singularitäten. 

(17 / 05 / 1996)  
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[Σ14] Graduiertenkolloquium des Graduiertekollegs „Algebraische, analytische und 
geometrische Methoden und ihre Wechselwirkung in der modernen Mathematik“. 
Mathematisches Institut der Universität Bonn. 
 
• Διάλεξη με τον τίτλο: Über nicht-diskrepante Auflösungen Gorensteinscher Quo-

tientensingularitäten.  (24 / 05 / 1996)  
 
[Σ15] Οberseminar über Singularitäten [Org. von E. Brieskorn], Mathematisches Insti-
tut der Universität Bonn. 
 
• Τρίωρη διάλεξη με τον τίτλο: Zur Existenz von nicht diskrepanten torischen Auf-

lösungen Gorensteinscher Abelscher Quotientensingularitäten in Dimensionen ≥ 4.  
(24/01/ 1997) 

 
[Σ16] Mathematische Arbeitstagung. Universität Bonn. (20-27 Juni 1997). 
 
[Σ17] Working Week on Resolutions of Singularities Obergungl, Tirol, Austria, 06-14 / 
09 / 1997. (πρβλ. http://math1.uibk.ac.at/blowup/). Scientific Committee: H. Hauser, J. 
Lipman, F. Oort, J. Steenbrink. 
 
• Σύντομη διάλεξη (in the problem session) με τον τίτλο: On a problem proposed by M. 

Reid. 
 
[Σ18]  Αrbeitsgemeinschaft Mirror Symmetry.  
[Organizers: V.V. Batyrev, Yu. Manin, D. van Straten], Oberwolfach,  05-12/10/ 1997. 
 
• Διάλεξη με τον τίτλο: Mirror Symmetry and string-theoretic Hodge numbers.  (08/ 10 / 

1997) 
 
[Σ19]  Combinatorial Convexity and Algebraic Geometry. [Organizers: G. Ewald,  
P.McMullen, T.Oda, R.Stanley], Oberwolfach,  26 / 10 – 01 / 11/ 1997. 
 
• Διάλεξη με τον τίτλο:  On crepant resolutions of toric Gorenstein singularities. 
     (26 / 10 / 1997) 
 
[Σ20] Oberseminar Diskrete Geometrie [Org. von G.-M. Ziegler], Technische Universi-
tät Berlin. (17 / 03 / 1998) 
 
Διάλεξη με τον τίτλο:  Über nicht-diskrepante Auflösungen abelscher Gorensteinscher 
Quotientensingularitäten. 
 
[Σ21] Seminar über kompakte Riemannsche Flächen  
(Mathematische Fakultät. Universität Tübingen. Fachbereich Algebra und 
Zahlentheorie.  Συνολικά 3 διαλέξεις, SS 1998) 
 
[Σ22] Παγκόσμιο Συνέδριο Μαθηματικών. Βερολίνο. Αύγουστος 1998. 
http://elib.zib.de:88/cgi98/search_sec_registered_persons?D  
 
[Σ23] Workshop on Toric Geometry.  [Οrg. von H. Hamm] Universität Münster, October 
1998. 
 
[Σ24] DMV-Seminar on Mirror Symmetry.  
[βλ. και  http://www.mfo.de/DMV_Seminars/, Οrgnizers: V. V. Batyrev & D. van 
Straten], Oberwolfach, (22-28 / 11 / 1998) 
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 [Σ25]  Seminar Algebraische Geometrie [Org. von G. Barthel & L. Kaup]  Fakultät für 
Mathematik und Informatik, Universität Konstanz. 
 

• Διάλεξη με τον τίτλο: Über unimodulare, kohärente Triangulierungen von Git-
terpolytopen. Beispiele und Anwendungen.  (09 / 02 / 1999 ) 

 
[Σ26] Σεμινάριο επί των επιφανειών Riemann. Μαθηματικό Τμήμα Πανεπιστημίου Ιω-
αννίνων, Τομέας  Άλγεβρας και Γεωμετρίας. Συμμετοχή με 7 εν συνόλω διαλέξεις. 
 
[Σ27] Advanced School on “Geometry on 3-folds”, AGE-Europroj, Levico (Trento), Italy.  
Organizers: M. Gross,  A. Corti and M. Reid.  (03/05-08/05/1999) 
 
[Σ28] Διαλέξεις Μαθηματικού Τμήματος Πανεπιστημίου Ιωαννίνων. 
  

• Διάλεξη με τον τίτλο: Περί των πολυπτυγμάτων Calabi-Yau. (13/12/ 1999) 
 
[Σ29] Conference “Analytic and Algebraic Methods in Complex Geometry” Universität 
Göttingen, 04/04-08/04/ 2000, in Honour of Prof. Grauert. Organizers: I. Bauer, F. 
Catanese, Y. Kawamata, T. Peternell, Y.T. Siu. 
 
[Σ30] Διαλέξεις Μαθηματικού Τμήματος Πανεπιστημίου Αθηνών. 
  

• Μία διάλεξη επί των ερευνητικών μου εργασιών (18 / 05 / 2000) 
 
[Σ31]  Summer School 2000: “Geometry of Toric Varieties”.  CNRS (CENTRE NATIONAL 

DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE) and  INSTITUT J. FOURIER, Grenoble, France, 19/06-
07/07/2000. Οrganizers: M. Brion, L. Bonavero.  
Υπήρξα ένας εκ των κυρίων ομιλητών με συνολικώς 5 διαλέξεις. Βλ. και: 
 http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ECOLETE/ecole2000/indexgb.html  
 
[Σ32] Διαλέξεις Μαθηματικού Τμήματος Πανεπιστημίου Ιωαννίνων. 
  

• Δύο διαλέξεις με τον τίτλο: Περί των Κανονικών Πολυέδρων  
     (14 & 18 / 12 / 2000) 
• Μία διάλεξη με τον τίτλο: A-D-E ιδιώματα και πηλικοϊδιώματα Gorenstein   

            (21 / 12 / 2000) 
 
[Σ33]   Combinatorial Convexity and Algebraic Geometry, Oberwolfach, 14/01 - 
20/01/2001. Organizers: V. V. Batyrev, P. McMullen, T. Oda and B. Teissier. 
 

• Παρουσίαση με τον τίτλο: On the string-theoretic E-functions. 
 
[Σ34] Διαλέξεις Μαθηματικού Τμήματος Πανεπιστημίου Κρήτης. 
  

• Διάλεξη με τον τίτλο: A-D-E ιδιώματα και πηλικοϊδιώματα. (03/05/2001) 
 

[Σ35]  Διαλέξεις Μαθηματικού Τμήματος Πανεπιστημίου Ιωαννίνων. 
  

• Δύο διαλέξεις με τον τίτλο: Περί  των τορικών ιδιωμάτων. (Νοέμβριος 2001) 
 
[Σ36]  Διαλέξεις Μαθηματικού Τμήματος Πανεπιστημίου Αιγαίου. 
  

• Διάλεξη με τον τίτλο: Περί των αλγεβρικών και των  γεωμετρικών ιδιοτήτων των 
τορικών ιδιωμάτων. (22 / 02 / 2002) 
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[Σ37] Διαλέξεις Μαθηματικού Τμήματος Πανεπιστημίου Αθηνών. 
  

• Διάλεξη με τον τίτλο: Περί τής αντιστοιχίας McKay.  (14 / 05 / 2002) 
 
[Σ38] 4ο Πανελλήνιο Συνέδριο 'Αλγεβρας και Θεωρίας Αριθμών.  
 (Πανεπιστήμιο Πατρών, 30 / 05 - 02 / 06 / 2002, βλ.  
http://www.math.upatras.gr/algebra/conf/) 
 
[Σ39] Διαλέξεις Τμήματος Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Φυσικών Επιστημών τού 
Εθνικού Μετσοβίου Πολυτεχνείου.  
  

• Διάλεξη με τον τίτλο: Τορικά ιδιώματα.  (18 / 06 / 2002) 
 
[Σ40] Euroconference: "Higher Dimensional Complex Geometry".  
  
(Organizers: A. Corti, W. Decker, M. Gross and M. Reid, Issac Newton Institute for 
Mathematical Sciences, Cambridge, United Kindom, 24 - 29 / 06 / 2002) 
 
[Σ41] Conference: “Convex Bodies and Algebraic Geometry” 
 
(Department of Mathematics, Tokyo Institute of Technology, Tokyo, Japan,  
08- 12/ 09/ 2003. Organizers:V. Batyrev, J.-P. Brasselet, M.-N. Ishida, B. Teissier) 
 

• Διάλεξη με τον τίτλο: Resolution of Toric Singularities and Combinatorics   
      (12 / 09 / 2003) 

 
[Σ42] Graduate Seminar Mathematics Department at Nihon University, Tokyo, Japan.  
(Organizer: Keiichi Watanabe) 
 

• Τρίωρη διάλεξη με τον τίτλο: On 2- and 3-dimensional toric singularities. 
(16/09/2003) 

• Τρίωρη διάλεξη με τον τίτλο: On the existence of crepant resolutions of high-
dimensional Gorenstein  toric singularities. (17/09/2003) 

 
[Σ43] Geometry Seminar of Mathematics Department at Kyoto University, Japan 
 

• Διάλεξη 1 ½  ώρας με τον τίτλο: Birational geometry and toric singularities. 
(19/09/2003) 

 
[Σ44] Σεμινάριο Γεωμετρίας Πανεπιστημίου Κρήτης (Οργ. Κ. Αθανασόπουλος) 
 

• Διάλεξη με τον τίτλο: Περί τής ταξινομήσεως των τορικών ιδιωμάτων (με έμφαση 
στη διάσταση 3), 04/05/2004. 

 
[Σ45] Euroconference “Algebraic and Geometric Combinatorics”,  
(Anogia, Crete, August 20-25, 2005, Organizers: V.V. Batyrev, M. Henk and F. Santos, 
βλ. http://personales.unican.es/santosf/anogia05/Intro.htm ) 
   
[Σ46] Workshop “Convex and Algebraic Geometry” 
(Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, January 29th – February 4th, 2006. 
Organizers: K. Altmann, V.V. Batyrev, B. Teissier) 
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[Σ47] 6ο Πανελλήνιο Συνέδριο 'Αλγεβρας και Θεωρίας Αριθμών.  
 (Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης, 10/06 - 11/06/ 2006, βλ.  
http://users.auth.gr/~hara/Conferences/algebra2006/6thpanhellenicConference/algebraan
ouncement2006.htm) 
 
[Σ48] Workshop on “Combinatorics and Commutative Algebra” I 
(Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων, 04/09 - 09/09/2006, Διοργανωτές: Α. Θωμά και Χ. Χαραλά-
μπους. Κύριοι ομιλητές: W. Bruns και Tim Römer,  
βλ. http://www.math.uoi.gr/~athoma/Conference.htm) 
 

• Διάλεξη με τον τίτλο: Classifying compact toric surfaces by their combinatorial 
data, 05/09/2006. 

 
[Σ49] DMV-Jahrestagung, Universität Humboldt (25-30 Μαρτίου 2007) 
 

• Διάλεξη με τον τίτλο:  Resolving and classifying compact toric surfaces by their 
combinatorial data, 26/03/2007. 

 
[Βλ. http://www.dmv-gdm-2007.math.hu-berlin.de/downloads/dmv_gdm_2007.pdf, σελ. 28] 
 
 
[Σ50] Σεμινάριο Άλγεβρας, Θεωρίας Αριθμών και Μαθηματικής Λογικής, Τμήμα 
Μαθηματικών Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης 
 

• Διάλεξη με τον τίτλο:  Περί των τορικών log Del Pezzo επιφανειών, 20/12/2007. 
 
[Σ51] 8ο Πανελλήνιο Συνέδριο 'Αλγεβρας και Θεωρίας Αριθμών.  
 (Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο, 29/05 - 31/05/ 2008, βλ.  
http://www.math.ntua.gr/synedrioalgevras/ ) 
 

 
 

▪▪▪ 
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ΑΑΝΝΑΑΛΛΥΥΤΤΙΙΚΚΗΗ      ΠΠΑΑΡΡΟΟΥΥΣΣΙΙΑΑΣΣΗΗ  
  

ΤΤΩΩΝΝ    
  

ΚΚΥΥΡΡΙΙΩΩΝΝ  ΑΑΠΠΟΟΤΤΕΕΛΛΕΕΣΣΜΜΑΑΤΤΩΩΝΝ  
  

ΤΤΩΩΝΝ  
  

  ΠΠΡΡΩΩΤΤΟΟΤΤΥΥΠΠΩΩΝΝ      ΜΜΑΑΘΘΗΗΜΜΑΑΤΤΙΙΚΚΩΩΝΝ  
  

      ΕΕΡΡΓΓΑΑΣΣΙΙΩΩΝΝ    
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ΜΜααθθηημμααττιικκέέςς    εερργγαασσίίεεςς  
((σσεε  χχρροοννοολλοογγιικκήή  δδιιάάττααξξηη))  

  
 
 
[Ερ1] D.I. Dais: Enumerative Combinatorics of Invariants of Certain Complex Threefolds 
with Trivial Canonical Bundle, Max-Planck Institut für Mathematik, Preprint Nr. 94/62, 
(1994); its final, supplemented version was published in the journal Bonner Mathema-
tische Schriften, Band 279, (1995), pp. ii+1-117.  
 
[ISSN 0524-045 X, Zbl.Math. 864.14021, MR 97d: 14057 ]  
 
[Ερ2] V.V. Batyrev, D.I. Dais: Strong McKay Correspondence, String-Theoretic Hodge 
Numbers and Mirror Symmetry, Max-Planck Institut für Mathematik, Preprint Nr. 94/115; 
published in the journal Topology, Pergamon Press, Vol. 35, No 4, (1996), pp. 901-929. 
   
[ISSN 0040-9383, Zbl.Math. 864.14022, MR 97e: 14023] 
 
[Ερ3] D.I. Dais, M. Henk, G.M. Ziegler: All Abelian Quotient C.I.-Singularities Admit 
Projective Crepant Resolutions in All Dimensions. Max-Planck Institut für Mathematik, 
Preprint Nr. 97/4; published in the journal Advances in Mathematics, Academic Press, 
Volume 139, No 2, (1998), pp. 194-239. 
   
[ISSN 0001-8708, Zbl.Math. 930.14006, ΜR 2000b:14016] 
 
[Ερ4] D.I. Dais, M. Henk: On a Series of Gorenstein Cyclic Quotient Singularities Admit-
ting a Unique Projective Crepant Resolution, 96 pages; alg-geom/9803094 and Konrad-
Zuse-Zentrum ZIB-e-print SC 97-39. 
 
[Ερ5] D.I. Dais, U.-U. Haus, M. Henk: On Crepant Resolutions of 2-Parameter Series of 
Gorenstein Cyclic Quotient Singularities, Results in Mathematics, Birkhäuser Verlag, 
Volume 33, (1998), pp. 208-265. 
  
[ISSN 0378-6218, Zbl.Math. 980.45945, MR: 2001c:14006 ] 
 
[Ερ6] D.I. Dais, Ch. Haase, G.M. Ziegler: All Toric L.C.I.-Singularities Admit Projective 
Crepant Resolutions.  TU-Berlin Preprint, No 614/1998; electronically available as alg-
geom preprint  9812025v2; a short version of it is published in Tohôku Math. Journal, 
Volume 53, No 1, (2001), pp. 95-107.   
 
[ISSN 0040-8735, Zbl.Math. 0930.14006, MR: 2001m:14076] 
 
[Ερ7] D.I.Dais, M.Roczen: On the String-Theoretic Euler-Number of 3-Dimensional A-D-E 
singularities. alg-geom/0011117; published in the journal Advances in Geometry, de 
Gruyter, Volume 1, No 4, (2001), pp. 373-426.   
 
[ISSN 1615-715X, Zbl.Math. 01686129, MR: 2003e:32051] 
 
[Ερ8] D.I.Dais: On the String-Theoretic Euler Number of a Class of Absolutely Isolated 
Singularities (math.AG /0011118); published in the journal Manuscripta Mathematica, 
Springer-Verlag, Volume 105, No 2, (2001), pp. 143-174.  
 
[ISSN 0025-2611, Zbl.Math. 0986.14020, MR: 2002g:14053] 
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[Ερ9] D.I.Dais: Über unimodulare, kohärente Triangulierungen von Gitterpolytopen. 
Beispiele und Anwendungen. Notes (in german language) distributed during the Summer 
School “Geometry of Toric Varieties”, Grenoble, 19/6 – 7/7/2000. 
 
[Ερ10] D.I.Dais: Resolving 3-Dimensional Toric Singularities  (math.AG/ 0110278); pub-
lished in the series: Séminaires et Congrès, Société Mathématique de France, Volume 6, 
(2002), pp. 155-186. 
 
[ISBN 2-85629-122-8, Zbl.Math. 1047.14038] 

 
[Ερ11] D.I.Dais: Crepant Resolutions of Gorenstein Toric Singularities and the Upper 
Bound Theorem (math.AG/0110277); published in the series: Séminaires et Congrès, 
Société Mathématique de France, Volume 6, (2002), pp. 187-192. 
 
[ISBN 2-85629-122-8, Zbl.Math. 1047.14039] 
 
[Ερ12] D.I.Dais, M. Henk: On the Equations Defining Toric L.C.I.-Singularities, published 
in the journal Transactions of the Amer. Math. Soc., Volume 355, No 12, (2003), pp. 
4955-4984. 
 
[ISSN 0002-9947 1088-6850, Zbl.Math. 1049.14037, MR 2004f:14074] 
 
[Ερ13] D.I.Dais: Geometric Combinatorics in the Study of Compact Toric Surfaces, 
published in the volume “Algebraic and Geometric Combinatorics”, in the series 
Contemporary Mathematics, American Mathematical Society, Volume 423, 2007, pp. 71-
123. 
 
[ISSN 0-8218-4080-0, Zbl.Math. 1129.14071, MR 2008c:14070] 
 
[Ερ14] D.I.Dais, M. Henk, G.M. Ziegler: On the Existence of Crepant Resolutions of 
Gorenstein Abelian Quotient Singularities in Dimensions ≥ 4, published in the volume 
“Algebraic and Geometric Combinatorics”, in the series Contemporary Mathematics, 
American Mathematical Society, Volume 423, 2007, pp. 125-193. 
 
[ISSN 0-8218-4080-0, Zbl.Math. 1139.14015, MR 2008c:14024] 
 
[Ερ15] D.I.Dais, B. Nill: A Boundedness Result for Toric log Del Pezzo Surfaces, to appear 
in Archiv der Mathematik, Birkhäuser Verlag, ISSN 0003-889-X, 2008. 
 
[Ερ16] D.I.Dais: Classification of Toric log Del Pezzo Surfaces having Picard Number 1 
and Index ≤ 3, math.AG:0709.0999, preprint, (υποβληθείσα εργασία). 
 
[Ερ17] D.I.Dais: Classification of Toric log Del Pezzo Surfaces with One Singularity, υπό 
προετοιμασία. 

 
 

▪▪▪ 
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ΚΚύύρριιαα  ππρροοββλλήήμμαατταα,,   ααννάάλλυυσσηη  ααπποοττεελλεεσσμμάάττωωνν    
ττωωνν  μμααθθηημμααττιικκώώνν  εερργγαασσιιώώνν,,  λλοοιιππάά  σσχχόόλλιιαα  κκααιι  ααννααφφοορρέέςς  

 
 

 
 
 
Απαριθμώ εν συντομία τους κύριους άξονες των μαθηματικών προβλημάτων 
γύρω από τους οποίους στρέφεται η έρευνά μου, καθώς και τα βασικά νέα απο-
τελέσματα. (Η απόδοση ορισμένων αγγλικών όρων στα ελληνικά ακολουθεί κα-
θαρώς προσωπικές μου επιλογές). 
 
  
• Οι παραπομπές διά μέσου αριθμών ευρισκομένων εντός αγκυλών αναφέρο-

νται στα references τής εκάστοτε σχολιαζόμενης εργασίας. 
  
• Το σύμβολο [ΑΝ ν,μ] υποδηλοί τη συνήθη αρίθμηση μ = 1,2,..., εργασιών που 

κάνουν αναφορά στην  ή / και  χρησιμοποιούν τη ν-οστή εργασία από τον ως 
άνω δοθέντα κατάλογο. 

 
• Οι περισσότερες παραπομπές σε προδημοσιεύσεις (preprints) κάνουν χρήση 

των ηλεκτρονικών αρχείων «alg-geom» (= Algebraic Geometry ή math.AG) 
και «hep-th» (= Theoretical High Energy Physics) που βρίσκονται μέσω τού 
διαδικτύου στη διεύθυνση: 

 
http://xxx.lanl.gov/      (ή   http://xxx.uni-augsburg.de/  ) . 

        
Τα δύο πρώτα ζεύγη των ψηφίων των κωδικών τους αριθμών υποδηλούν το έτος 
καταχωρήσεώς τους, και τον μήνα, αντιστοίχως, ενώ τα υπόλοιπα τρία ψηφία εκ-
φράζουν τον αύξοντα  αριθμό. 
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Κύρια προβλήματα 

 
 
Ο κλάδος μέσα στον οποίο εντάσσεται το μεγαλύτερο τμήμα τής έρευνάς μου εί-
ναι η Αλγεβρική Γεωμετρία.  
 
Τα κύρια προβλήματα που με απασχόλησαν είναι τα εξής: 
 
(α) Πρόβλημα προσδιορισμού των αναλλοιώτων ορισμένων τρισδιάστατων μιγα-
δικών πολυπτυγμάτων με τετριμμένη κανονική δέσμη. (Ειδική περίπτωση: τα 
Calabi-Yau γενικού τύπου). Μια πρώτη αδρή ταξινόμησή τους από τοπολογική 
και αλγεβρική σκοπιά. 
 
(β) Λεπτομερής υπολογισμός των λεγομένων «τριπλών ζευγμάτων Yukawa» των 
ως άνω τριπτυγμάτων διά μέσου τής αλγεβρογεωμετρικής Θεωρίας Τομών. 
 
(γ) Η κατανόηση και γενίκευση των καταλλήλων αναλλοιώτων σε ανώτερες δια-
στάσεις, δηλαδή ακόμα και στις περιπτώσεις, όπου οι κλασικές αναλλοίωτοι 
αποτυγχάνουν να δώσουν τα αναμενόμενα φαινόμενα συμμετρίας. 
 
(δ)  Η «συμμετρία καθρέπτη» που προέρχεται από μη αποκλίνουσα 
αποϊδιωματοποίηση συμπαγοποιημένων υπερεπιφανειών εντός Fano τορικών 
Gorenstein ποικιλοτήτων (και η οποία κληρονομείται από τα συνεταιρικά τους 
κιγκλιδωματικά πολύτοπα αντικατοπτρισμού). 
 
(ε)  Η μαθηματικοποίηση των λεγομένων «φερμιονικών αριθμών μετατοπίσεως» 
που απολήγει στο αυστηρό ορισμό των χορδοθεωρητικών αριθμών Ηοdge των 
αντιστοίχων ολιστικών Calabi-Yau (ή γενικότερα Gorenstein) τροχιοπολυπτυγ-
μάτων. 
 
(στ) Λεπτομερής υπολογισμός των χορδοθεωρητικών αριθμών Ηοdge ορισμένων 
εκ των κατασκευών που αναφέρονται στο (δ) διά μέσου τεχνικών απαριθμήσεως 
των σημείων κιγκλιδώματος των αφετηριακών πολυτόπων. 
 

(ζ) Η δημιουργία νέων, «χορδοθεωρητικών» θεωριών συνομολογίας μιγαδικών 
ποικιλοτήτων, εφοδιασμένων με ιδιώματα «ήπιας» φύσεως.  
 
(η) Το πρόβλημα τής ευρέσεως ικανών και αναγκαίων συνθηκών για την ύπαρξη 
μη αποκλινουσών, προβολικών διαλύσεων των πηλικοϊδιωμάτων Gorenstein σε 
διαστάσεις ≥ 4, με απώτερο στόχο την κατανόηση τής υψηλοδιάστατης «κατά 
McKay αντιστοιχίας». ΄Εμφαση δίνεται στην περίπτωση, όπου οι δρώσες ομάδες 
είναι αβελιανές και όπου κανείς μπορεί να μεταφράσει μέσω τής Τορικής Γεω-
μετρίας το καθαρώς αλγεβρογεωμετρικό πρόβλημα σε πρόβλημα προσδιορισμού 
βασικών, συμφυών τριγωνοποιήσεων ενός κιγκλιδωματικού μονοπλόκου. 
 
 
 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 16 

 
 
 
 
(θ) Γενικεύσεις τού (η) εντός τής πολύ πιο ευρύτερης κλάσεως των Gorenstein 
τορικών (όχι κατ’ ανάγκην πηλικο-) ιδιωμάτων. 
 

(ι) Αλγεβροτοπολογική μελέτη ορισμένων log-τερματικών ιδιωμάτων μέσω μι-
κτών δομών Hodge, εντός των πλαισίων τής λεγομένης «Τοπικής Θεωρίας Ιδιω-
μάτων», με άμεσο στόχο την εξέταση τής αριθμητικής συμπεριφοράς των «χορ-
δοθεωρητικών» E -συναρτήσεων των υποκειμένων τους χώρων. Εφαρμογές σε 
ολιστικές κατασκευές που διαθέτουν ιδιώματα αυτού τού είδους. 

 

(κ)  Μελέτη τής μορφής των (διωνυμικών) εξισώσεων που ορίζουν συσχετικά το-
ρικά ιδιώματα τα οποία περιγράφονται ως πλήρεις διατομές.  

 

(λ) Αλγεβρογεωμετρική μελέτη τής ταξινομήσεως των συμπαγών τορικών επιφα-
νειών και υπολογισμός των κλασικών και χορδοθεωρητικών αναλλοιώτων αυτών. 

 

(μ) Ταξινόμηση (μέχρις ισομορφισμού) ειδικών κλάσεων τορικών log Del Pezzo 
επιφανειών. 
 
 
 
 
Στη συνέχεια, θα αναφερθώ εν συντομία στα αποτελέσματα των μαθηματι-
κών μου εργασιών.  
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ1] 

 
 
 
Στη διδακτορική μου διατριβή ασχολούμαι με ορισμένα μοντέλα Calabi-Yau γε-
νικού τύπου και τις μη αποκλίνουσες αποϊδιωματοποιήσεις τους. Ειδικότερα, με-
λετώ πλήρεις διατομές  

 
X z z f z z f z zm

m
m k m= ∈ = = =−

1
1

1 1 1 0: : , , , ,K K L KP wa f b g b gn s 

 
με τετριμμένο δυϊκό δράγμα, οι οποίες είναι εμφυτευμένες σε έναν βεβαρημένο 
προβολικό χώρο Pm−1 wb g . 
 
Μεταξύ άλλων μνημονεύω τα εξής αποτελέσματα: 
 
(α) ΄Ενα νέο κριτήριο τού τύπου Bertini (βλ. Prop. 2.14, σελ. 17) επί των συνθη-
κών, οι οποίες πρέπει να πληρούνται έτσι ώστε ένα τέτοιο Χ  εντός τού Pm−1 wb g  
να είναι σχεδόν λείο. (Γενικεύει αποτελέσματα τού Α. Fletcher [41] σε οιεσδή-
ποτε διαστάσεις.) 
  
(β) Συνδυαστικός κλειστός (εκπεφρασμένος) τύπος για τον προσδιορισμό τής 
διαστάσεως τής μηδενικής ομάδας συνομολογίας τού Χ με συντελεστές ανήκο-
ντες στο συστρεπτό δράγμα δομής με τη βοήθεια απαριθμητών βεβαρημένων 
διαμερίσεων (βλ. (2.20), σελ. 26). 
  
(γ) Ακριβής προσδιορισμός τού γεννήτορα τής ομάδας Picard τού Χ, ο οποίος 
δίνει μια μερική απάντηση σε ένα πρόβλημα των Beltrametti και Robbiano [10] 
(βλ. το Thm. 2.37 στη σελίδα 30).  
 
(δ) Ταξινόμηση των CY-πλήρων διατομών Χ  με  Fujita δέλτα-γένος < 3. Γενί-
κευση τής ταξινομήσεως τού Oguiso [94] (βλ. Prop. 2.45, Prop. 2.46, σελ. 33-36).  
 
(ε) Υπολογισμός  σημαντικών τοπικών αριθμών τομής μέσω Τορικής Γεωμετρίας 
(βλ. Prop. 3.6, σελ. 41). 
 
(στ) Περιγραφή τής ολομερούς διαδικασίας αποϊδιωματοποιήσεως, αριθμητικοί 
υπολογισμοί των αριθμών Hodge, ταξινόμηση και λεπτομερής εξέταση των CY-
πλήρων διατομών κατά Brieskorn & Pham (βλ. όλη την ενότητα 4). 
 
(ζ) Ακριβής προσδιορισμός των αριθμών τομής των στοιχείων μιας κανονικής 
βάσης τής ομάδας Picard των αποϊδιωματοποιημένων CY-μοντέλων (βλ. όλη την 
ενότητα 5). 
 
(η) Περιγραφή ενός ασθενούς κριτηρίου τοπολογικής ταξινομήσεως των αποϊ-
διωματοποιημένων CY-μοντέλων και αριθμητική εφαρμογή του σε ένα παρά-
δειγμα (βλ. όλη την §6).  
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Σημειωτέον ότι εδώ καθίσταται δυνατή η κατασκευή μιας κατηγορίας 
(αντι)παραδειγμάτων, κατ’ αντιδιαστολήν προς το κλασικό θεώρημα των K. Ko-
daira, M. Artin κ.α., το οποίο ανάγει τη λύση τού προβλήματος τής ομοτοπικής 
ισοδυναμίας δύο οιωνδήποτε μιγαδικών, προβολικώς αλγεβρικών επιφανειών 
μηδενικής διαστάσεως Kodaira, στον έλεγχο τού ισομορφισμού των θεμελιωδών 
ομάδων τους και τής (ταυτόχρονης) ισότητος [ή μη] των αντιστοίχων αριθμών 
Betti δευτέρας τάξεως. [Ισοδυνάμως: στον έλεγχο τής ισοδυναμίας τους, ως προς 
«παραμόρφωση», (οπότε, εν προκειμένω, οι εν λόγω επιφάνειες είναι διαφορο-
μορφικές)]. Για πληρέστερα στοιχεία βλ. τις σημειώσεις τής διαλέξεώς μου 
[Σ30] στο Μαθηματικό Τμήμα τού Πανεπιστημίου Αθηνών (Μέρος Α΄, σελ. 11-
12 και 15-19) και το σύγγραμμα των R. Friedman και J. W. Morgan: Smooth 
Four-Manifolds and Complex Surfaces, Ergebnisse der Mathematik, 3. Folge, 
Band 27, Springer-Verlag, (1994), Θεώρημα 2.6, σελ. 31. Πιο συγκεκριμένα, 
υπάρχουν απλά συνεκτικά 3-διάστατα πολυπτύγματα Calabi-Yau, τα οποία δια-
θέτουν τους ίδιους αριθμούς Betti, είναι αμφιρρήτως ισοδύναμα, αλλά δεν είναι 
διαφορομορφικά, και μάλιστα  ούτε καν ομοτοπικώς ισοδύναμα. 
 
(θ) Σύντομη ιστορική αναδρομή έχουσα αντικείμενο τις μεθόδους απαριθμήσεως 
κιγκλιδωματικών σημείων ακεραίων πολυέδρων. Η πορεία από το πρόβλημα 
«Partitio Numerorum» τού Euler [40] έως την αποτίμηση των πολυωνύμων 
Ehrhart. Eφαρμογή των τύπων για ορισμένα σημαντικά πολύεδρα διαμερίσεων 
στους υπολογισμούς των αναλλοιώτων που συναντώνται στο κύριο τμήμα τής ερ-
γασίας (βλ. το παράρτημα τής παραγράφου 7). 
 
Σημείωση: Η διδακτορική μου διατριβή δημοσιεύθηκε αυτούσια στα Bonner 
Mathematische Schriften, στον Τόμο 279. Οφείλω να επισημάνω, ότι το μεταδιδα-
κτορικό ερευνητικό έργο μου είναι πλήρως ανεξάρτητο των κύριων αποτελεσμά-
των τής διατριβής αυτής.  
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ2] 
 

 
Προς τα τέλη τού 1994, ο ρώσος μαθηματικός V.V.Batyrev, η εργασία τού οποίου 
(επί τής μαθηματικοποιήσεως των «συμμετριών καθρέπτη», βλ. [4], Journal of 
Alg. Geometry 3, (1994), 493-535) είχε προκαλέσει ιδιαίτερη αίσθηση τόσο 
στους κύκλους των μαθηματικών όσο και σε αυτούς των φυσικών, γνωρίζοντας 
την εργασία μου επί τού υπολογισμού αναλλοιώτων (με μεθόδους διαφορετικές 
των ιδικών του), μου πρότεινε να συνεργαστούμε, έτσι ώστε να διαλευκάνουμε 
κάποιες πιθανές γενικεύσεις σε διαστάσεις ≥ 4. Προκειμένου να αντιπαρέλ-
θουμε το τεχνικό πρόβλημα τής μη υπάρξεως ολιστικών μη αποκλινουσών, προ-
βολικών αποϊδιωματοποιήσεων σε όλες τις επιθυμητές κατασκευές, εισαγάγαμε 
τους λεγόμενους χορδοθεωρητικούς αριθμούς Hodge h Xp q

str
, b g  μέσω των γεννη-

τριών συναρτήσεων (πολυωνύμων)  
 

E X u v h X u vp q p q

p q
str str

p,q; ,
,

a f a f a f= − +∑ 1  

 
και μέσω τού ορισμού «φορμαλιστικών» διορθωτικών όρων  
 

E X u v E X u v S X uvi i
i I

str ; , ; , ;a f b g b g= ⋅
∈
∑  

 
σε κάθε διαστρωμάτωση  Xi   των ιδιαζόντων χωρίων (όταν τα ιδιώματα τής θεω-
ρουμένης Gorenstein μιγαδικής ποικιλότητας X  είναι σχετικώς «ήπια»).΄Οπως 
επισημάναμε στην [Ερ2], η ανάπτυξη μιας νέας ενιαίας θεωρίας είναι στενά 
συνδεδεμένη με την ακόλουθη αλυσίδα εικασιών: 
  
• Εικασία Ι :  Οι συνήθεις αριθμοί Hodge των υπερκειμένων χώρων Υ όλων 

των μή αποκλινουσών προβολικών, λείων (= απ’άκρου εις άκρον) αποϊδιω-
ματοποιήσεων f Y X: →  ποικιλoτήτων Calabi-Yau είναι σταθεροί (δηλ. ανε-
ξάρτητοι μιας ειδικής επιλογής τού Y).  

 
• Εικασία ΙΙ : Οι χορδοθεωρητικοί αριθμοί  Hodge ενός συμπαγούς Gorenstein 

τροχιοπολυπτύγματος ταυτίζονται με τους «φυσικούς τροχιοαριθμούς» των 
Vafa [51] και  Zaslow [53]. 

 
• Εικασία ΙΙI : Οι χορδοθεωρητικοί αριθμοί  Hodge είναι μη αρνητικοί και 

ικανοποιούν τον κατά Poincaré δυϊσμό. 
 
• Εικασία ΙV : Οι χορδοθεωρητικοί αριθμοί  Hodge συμπαγοποιημένων πλή-

ρων διατομών εντός μιας  Gorenstein τορικής Fano ποικιλότητας οριζομένης 
από ένα κιγκλιδωματικό αντικατοπτριστικό πολύτοπο Δ ικανοποιούν τις ταυ-
τότητες καθρέπτη σε σχέση με τους χορδοθεωρητικούς αριθμούς  Hodge τής 
γενικής οικογενείας συμπαγοποιημένων πλήρων διατομών εντός τής  
Gorenstein τορικής Fano ποικιλότητας οριζομένης από το δυϊκό κιγκλιδωμα-
τικό αντικατοπτριστικό πολύτοπο  Δ* τού Δ. 
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• Εικασία V : Οι χορδοθεωρητικοί αριθμοί Hodge μιας Calabi-Yau ποικιλότη-

τας (με ήπια ιδιώματα) είναι οι συνήθεις αριθμοί Hodge μιας νέας («χορδο-
θεωρητικής») θεωρίας συνομολογίας. 

 
Οι εικασίες ΙΙ και ΙΙΙ απoδείχθηκαν ήδη στην [Ερ2] (βλ. 6.11, 6.13, 6.14, 6.15). 
Στην [Ερ2] αποδείχθηκε επίσης  η εικασία IV στην ειδική περίπτωση όπου κα-
νείς θεωρεί μιά μόνη συμπαγοποιημένη υπερεπιφάνεια Ζ εντός τού Ρ(Δ), κι 
όπου Δ είναι ένα αντικατοπτριστικό μονόπλοκο. Η απόδειξη τής εικασίας IV σε 
πλήρη γενικότητα έγινε περίπου ένα χρόνο αργότερα στο [ΑΝ 2,7] από τους 
V.V.Batyrev και L.A.Borisov. Αναγγελία μιας αποδείξεως τής εικασίας Ι έγινε 
σε μια σειρά ομιλιών τού M.Kontsevich (Fields Medallist 1998) κατά τα έτη 1995 
και 1996, αλλά επί μία διετία δεν υπήρχε δημοσιευμένο ή προδημοσιευμένο απο-
τέλεσμα πλην τού ακολούθου ασθενέστερου αποτελέσματος τού V.V.Batyrev για 
τους αριθμούς Betti : 
 
V.V. Batyrev: On the Betti numbers of birationally isomorphic projective varieties with 
trivial canonical bundles, alg-geom/9710020; published in: «Νew Trends in Algebraic Ge-
ometry», eds. K.Hulek, M.Reid, C.Peters and F.Catanese, London Math. Soc. Lecture 
Note Series, Cambridge University Press, ISBN 0-521-64659-6, (1999), pp. 1-11. 
 
 
Ο ίδιος συγγραφέας έδωσε τελικώς μιαν ολοκληρωμένη απόδειξή της τον Μάρ-
τιο τού 1998 στο άρθρο [ΑΝ 2,20] κάνοντας περίτεχνη χρήση μη αρχιμηδείου 
ολοκληρώσεως. Στα τέλη Μαρτίου τού 1999, οι Denef και Loeser γενίκευσαν 
στην [ΑΝ 2,29] τα αποτελέσματα τής  [ΑΝ 2,20] μέσω motivic (= κινητηρίου) 
ολοκληρώσεως και τοπικής θεωρίας παραμορφώσεων και ενσωμάτωσαν κατ’ αυ-
τόν τον τρόπο τις πρωταρχικές ιδέες τού M.Kontsevich εντός αυτής.  
 
 
Η εικασία V αποδείχθηκε τον Απρίλιο τού 2000 από τους Chen και Ruan για 
(όχι κατ’ ανάγκην Gorenstein) τροχιοπολυπτύγματα X (βλ. τα άρθρα [ΑΝ 2, 44],  
[ΑΝ 2, 45] και [ΑΝ 2, 74]). Όταν τα X  είναι Gorenstein, οι ομάδες ( )i

strH X  
περιγράφονται (μη εκπεφρασμένως) ήδη στην [Ερ2] (μέσω ορισμού τής αντι-
στοίχου κατά Hodge αποσυνθέσεως, και τής αντιστοιχίας McKay, βλ. [Ερ2], σελ. 
902-903, όλη την ενότητα 5, σελ. 910-913, το Θεώρημα 6.14 & το Πόρισμα 6.15, 
σελ. 917, καθώς και τα παραδείγματα 6.16, σελ. 917, 6.17, σελ. 918-9, και 8.7, 
σελ. 927). Η αισθητή πρόοδος, που σημειώθηκε από τους Chen και Ruan, έγκει-
ται στη διεξοδική περιγραφή αυτών των ομάδων χορδικής συνομολογίας μέσω 
των «τοπικών ομάδων ισοτροπιών», (η οποία ισχύει, βάσει μιας κατάλληλης γε-
νικεύσεως, ακόμη και για X  τα οποία δεν είναι Gorenstein), και τη λεπτομερή 
κατασκευή κυαθώδους γινομένου (cup-product)  

( ) ( ) ( )p q p q
str str strH X H X H X+⊗ →  

που καθιστά την * ( )strH X  βαθμολογημένο μοναδιαίο δακτύλιο.  
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Τέλος, η εικασία V  παραμένει ακόμη ανοικτή στο επίπεδο προσδιορισμού ενός 
συνομολογιακού συμπλέγματος (βλ. και [AN 2,7], Remark 4.4) για ποικιλότητες 
Calabi-Yau X , οι οποίες διαθέτουν τορικά (δηλ., όχι κατ’ ανάγκην μόνον πη-
λικο-)ϊδιώματα. Εντούτοις, πιο πρόσφατα αποτελέσματα των L.A.Borisov και 
A.R. Mavlyutov (βλ. [ΑΝ 2,19],[ΑΝ 2,23] και [ΑΝ 2,64]) φαίνονται να υπόσχο-
νται πολλά και προς αυτήν την κατεύθυνση, και ήδη έχει προδιαγραφεί με σαφή-
νεια το τι ακριβώς συμβαίνει στην περίπτωση θεωρήσεως υπερεπιφανειών 
Calabi-Yau εμφυτευμένων σε συμπαγείς τορικές ποικιλότητες Fano.  
 
 
 
Τρία συμπληρωματικά προβλήματα : 
  
 
• (α) Επειδή στα ως άνω μοντέλα καθρέπτη οι υπολογισμοί των χορδοθεωρητι-

κών αριθμών Hodge εξαρτώνται  από τη δομή των πολυτόπων Δ και Δ*, είναι 
λογικό να επιθυμεί κανείς την ταξινόμηση όλων των αντικατοπτριστικών πο-
λυτόπων (ως προς συσχετικούς ακεραίους μετασχηματισμούς). Παρότι είναι 
γνωστό πως τα αντικατοπτριστικά πολύτοπα δεδομένης διαστάσεως είναι πε-
περασμένα, η ταξινόμησή τους εν γένει είναι άγνωστη. (Υπάρχουν μόνο με-
ρικές ταξινομήσεις κάποιων ειδικών Δ.) 

 
• (β)  Ο ακριβής αριθμητικός υπολογισμός των χορδοθεωρητικών αριθμών 

Hodge στην περίπτωση όπου τα αρχικά Δ και Δ* είναι γνωστά (είτε μέσω των 
κορυφών τους είτε μέσω ανισοτήτων) είναι δυνατός μόνον όταν κανείς  επι-
λύσει κάποια (άκρως μη τετριμμένα) συνδυαστικά προβλήματα καταμέτρη-
σης κιγκλιδωματικών σημείων. (Για κλειστούς  τύπους  υπολογισμού των 
h Xstr

p,q a f  για ευρείες κλάσεις γνωστών αντικατοπτριστικών πολυτόπων Δ, 
πρβλ. [ΑΝ 2,59].) 

 
• (γ) Οι συνθήκες, κάτω από τις οποίες τα (τοπικά) Gorenstein πηλικοϊδιώ-

ματα ή τορικά ιδιώματα επιδέχονται πράγματι μη αποκλίνουσες, προβολικές, 
απ’άκρου εις άκρον διαλύσεις, είναι αρκετά μυστηριώδεις και εν γένει 
αγνώστου αλγοριθμικής πολυπλοκότητος. Παρ’όλα αυτά είναι ακριβώς εκεί-
νες οι συνθήκες, οι οποίες απαιτούνται, προκειμένου η ως άνω διατυπωθείσα 
εικασία Ι να μην είναι κενή περιεχομένου σε διαστάσεις ≥ 4 . Για την περί-
πτωση των αβελιανών Gorenstein πηλικοϊδιωμάτων βλέπε παρακάτω [Ερ3], 
[Ερ4], [Ερ5], [Ερ14]. Για τα l.c.i. (και κάποια άλλα) τορικά ιδιώματα βλέπε 
[Ερ6]. 

 
 
 
Διαλέξεις επί τής [Ερ2]:  [Σ5], [Σ18], [Σ31] και  [Σ33]. 
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ3] 

 
 
Μεταβαίνοντας την άνοιξη τού 1995 στο Πολυτεχνείο τού Βερολίνου, ήμουν τής 
γνώμης πως είχε πλέον ωριμάσει ο καιρός προκειμένου να ξεκινήσει μια εκτε-
ταμένη έρευνα (στο πλαίσιο τής Τοπικής Θεωρίας Ιδιωμάτων) για τον εντοπισμό 
εκείνων των συνθηκών, οι οποίες θα εγγυούντο την ύπαρξη προβολικών, μη απο-
κλινόντων αμφιρρήτων μορφισμών διαλύσεως των Gorenstein αβελιανών υψηλο-
διάστατων πηλικοϊδιωμάτων. (Ερώτημα τo oποίο ετέθη, μεταξύ άλλων, και από 
τον Μ.Reid ήδη από το 1992). Τα πρώτα αποτελέσματα ήσαν εντελώς πειραμα-
τικά, αλλά οδήγησαν στη διαπίστωση τού ότι μια πληθώρα από Gorenstein αβε-
λιανά πηλικοϊδιώματα διαστάσεως ≥ 4 είναι όντως διαλύσιμα με τον επιθυμητό 
τρόπο. Τότε, σε συνεργασία με τους G. M. Ziegler και M. Ηenk, πρωτοξεκίνησε 
μια προσπάθεια κατανοήσεως τού προβλήματος εις πλάτος και εις βάθος. Το 
project αυτό διήρκεσε πολλά έτη και έδωσε μια σειρά εργασιών (στις οποίες 
συμμετείχαν από καιρού εις καιρόν και άλλοι μαθηματικοί, πρβλ. [Ερ3], [Ερ4], 
[Ερ5], [Ερ6], [Ερ9], [Ερ11]), έως ότου καταλήξουμε στο επιστέγασμα των ερευ-
νών μας  με την πιο πρόσφατη εργασία μας [Ερ14].  
 
Η εργασία [Ερ3] (η πρώτη εκ των προαναφερθέντων) εμπεριέχει την απόδειξη 
τού εξής θεωρήματος: Όλα τα αβελιανά πηλικοϊδιώματα, τα οποία έχουν υποκει-
μένους χώρους εμφυτευσίμους ως πλήρεις διατομές εντός συσχετικών μιγαδικών 
χώρων, επιδέχονται προβολικές, μη αποκλίνουσες, κατασκευαστικά υλοποιήσι-
μες, τοροϊσομεταβλητές διαλύσεις σε όλες τις διαστάσεις. Η τεχνική αποδείξεώς 
του βασίζεται αφενός μεν στην αναγωγή τής κατά Watanabe ταξινομήσεως [33] 
των ως άνω πηλοκοϊδιωμάτων σε τορικά Gorenstein ιδιώματα έχοντα εταιρικούς 
ρητούς κώνους υποστηρίζοντες ειδικής φύσεως κιγκλιδωματικά μονόπλοκα (τα 
οποία είναι δυνατόν να παραμετρικοποιηθούν μέσω Θεωρίας Δένδρων και Δα-
σών), και αφετέρου στην κάπως τροποποιημένη εφαρμογή τής μεθόδου των 
Kempf και Mumford [15] για την κατασκευή «όμορφων» βασικών, συμφυών τρι-
γωνοποιήσεων κάποιων χαρακτηριστικών (θεμελιακού  τύπου) ακεραίων μονο-
πλόκων. (Στο τελευταίο βήμα τής αποδείξεως γίνεται χρήση τού «λήμματος συρ-
ραφής» για τις επί μέρους τριγωνοποιήσεις.) 
 
Εκτός αυτού καθίσταται δυνατός ο επακριβής υπολογισμός των διαστάσεων των 
μη τετριμμένων ομάδων συνομολογίας των υπερκειμένων χώρων των μη αποκλι-
νουσών διαλύσεων των ως άνω πηλικοϊδιωμάτων μέσω επαγωγής και χρησιμο-
ποίησης των πολυωνύμων Ehrhart (βλ. ενότητα 7). 
 
 

• Διαλέξεις επί τής [Ερ3]: [Σ15], [Σ19] και [Σ20]. 
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ4] 
 

 
Το πρώτο τμήμα αυτής τής εργασίας είναι αφιερωμένο στη συνοπτική επεξήγηση 
των μεθόδων τής Τορικής Γεωμετρίας που απαιτούνται για την μεταφορά τού 
προβλήματος υπάρξεως μη αποκλινουσών, προβολικών διαλύσεων των Go-
renstein αβελιανών πηλικοϊδιωμάτων και τής «ευρείας» κατά McKay αντιστοι-
χίας σε πρόβλημα τριγωνοποιήσεων.  
 
Η ενότητα 1 είναι εισαγωγική και περιέχει το πρόσφατο status των αποτελεσμά-
των επί τού προβλήματος. Στη δεύτερη ενότητα ανακαλούνται θεμελιώδη θεω-
ρήματα που αφορούν στις τορικές ποικιλότητες. Η ενότητα 3 εμπεριέχει λεπτο-
μερειακή αναφορά στη διαδικασία «επάρσεως» ή «διογκώσεως» (ή κατ’ άλλους  
«εκρήξεως», blow-up) μιγαδικών ποικιλοτήτων κατά μήκος υποποικιλοτήτων ή - 
πιο γενικά - κατά μήκος (όχι απαραιτήτως ανηγμένων) κλειστών υποδιασχημά-
των τους. Ιδιαίτερη μνεία  γίνεται στην ειδική περίπτωση επάρσεως τορικών 
ποικιλoτήτων. Η Prop. 3.8 είναι απολύτως νέα και περιγράφει επακριβώς το τι 
είναι η ορθοθετημένη έπαρση κλειστών σημείων στην τορική κατηγορία. Δι αυ-
τού τού τρόπου (καθώς και με την παροχή συγκεκριμένων παθολογικών παρα-
δειγμάτων στην 3.7) εξαλείφονται κάποιες ασάφειες τής λοιπής βιβλιογραφίας. 
(Πολλοί συγγραφείς συγχέουν τη συνήθη έπαρση μιας τορικής ποικιλότητας 
κατά μήκος τής κλειστής θήκης V(τ), όπου τ είναι ένας κώνος, με την αστρική 
υποδιαίρεση τού περιβάλλοντος ριπιδίου (fan) ως προς τον τ. Οι δύο έννοιες εί-
ναι ταυτόσημες μόνο στην περίπτωση όπου κανείς δουλεύει με λείες τορικές 
ποικιλότητες!) 
 
Στην §4 εξηγείται το πώς κανείς μπορεί να εκλάβει τους ολικούς χώρους προβο-
λικοποιημένων δεσμών (οι οποίες διασπώνται σε άθροισμα πεπερασμένων συ-
στρεπτών υπερεπιπεδικών δεσμών)  υπεράνω ενός μιγαδικού προβολικού χώρου 
ως τορικές ποικιλότητες οριζόμενες από απολύτως «χειροπιαστά» ριπίδια (βλ. 
Lemma 4.5). Επίσης γίνονται κάποια σχόλια γύρω από τη Θεωρία Τομών αυτών 
των δεσμών (βλ. (c)) και υπολογίζονται δυό σημαντικοί αριθμοί αυτοδιατομής 
(που χρησιμοποιούνται αργότερα στην § 8, βλ. Prop. 4.10). 
 
Μετά τις αντιστοιχίες μεταξύ αποϊδιωματοποιήσεων και τριγωνοποιήσεων των 
ενοτήτων 5 και 6, γίνεται μια πιο εκτεταμένη αναφορά (στην §7) για το τι 
συμβαίνει στις «μικρές» διαστάσεις 2 και 3 (βλ. ιδιαιτέρως 7.1, 7.2, 7.4, καθώς 
και το κριτήριο μοναδικότητας 7.8). 
 
Οι ενότητες 8 και 9 περιέχουν τα κύρια αποτελέσματά μας. ΄Εχοντας ως σημείο 
εκκινήσεώς μας τα ιδιώματα An  στη διάσταση 2, το κριτήριο μοναδικότητας στη 
διάσταση 3, και μια παρατήρηση τού M.Reid για τη διάσταση 4, μελετούμε στην 
πλήρη γενικότητα και σε οιανδήποτε διάσταση τη μονοπαραμετρικοποιημένη 
σειρά κυκλικών πηλικοϊδιωμάτων τα οποία κατέχουν νεανικά κιγκλιδωματικά 
μονόπλοκα (junior lattice simplices) με ακέραια σημεία ευρισκόμενα επ’ευθείας. 
΄Οπως συνάγεται από το λήμμα 8.1. όλα αυτά είναι τού τύπου  
 

1 1 1 1 1 1 2
l

l r l r, , , , , ( ) , .K − − ≥ ≥b g  
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Στο Θεώρημα 8.2 αποδεικνύουμε την ύπαρξη μιας μοναδικής, προβολικής, μη 
αποκλίνουσας (μεγιστοτικής αλλ’ εν γένει μερικής) αποϊδιωματοποιήσεως των 
αντιστοίχων πηλικοχώρων, η οποία είναι πλήρης (δηλαδή απ’άκρου εις άκρον) 
εάν και μόνον εάν 
 

l r≡ −0 1modb g      ή      l r≡ −1 1modb g .         (*)   
                   

Όταν μία από αυτές τις συνθήκες (*) ικανοποιείται, τότε οι διαστάσεις των ομά-
δων συνομολογίας τού υπερκειμένου (απολύτως λείου) χώρου είναι ευκόλως 
υπολογίσιμες. Στο Θεώρημα 8.4 είμαστε μάλιστα σε θέση να περιγράψουμε την 
αναλυτική δομή καθενός εκ των προκυπτόντων εξαιρετέων αναγώγων διαιρετών 
(= υποποικιλοτήτων συνδιαστάσεως 1 που υποκαθιστούν το ιδιάζον χωρίο τού 
πηλικόχωρου)  ως προβολικοποιημένων δεσμών και να υπολογίσουμε τους με-
ταξύ τους αριθμούς τομής μέσω κλειστών τύπων. 
 
Επιπροσθέτως, στις προτάσεις 9.2 και 9.3 δείχνουμε το πώς ο αμφίρρητος μορφι-
σμός διαλύσεως (των ιδιωμάτων) μπορεί να παρασταθεί ως  σύνθεση πεπερα-
σμένου πλήθους μορφισμών επάρσεως κατά δύο διαφορετικούς «κανονικούς» 
τρόπους. Στο τέλος, κλείνοντας την εργασία (με την ενότητα 10), κάνουμε κά-
ποια σχόλια γύρω από μιαν άλλη μονοπαραμετρικοποιημένη σειρά κυκλικών πη-
λικοϊδιωμάτων, τα μέλη τής οποίας μάλλον και αυτά επιδέχονται ειδικές διαλύ-
σεις με όλες τις επιθυμητές ιδιότητες σε οιανδήποτε διάσταση. 
 
 
 

• Διαλέξεις επί τής [Ερ4]: [Σ19], [Σ20] και [Σ42]. 
 
 
 

 
Αναφορές στην εργασία  [Ερ4] 

 
 
 
[ΑΝ 4,1] K. Mohri: Kähler moduli space for a D-brane at orbifold singularities, Communi-
cations in Math. Physics 202, (1999), 669-699. 
 
[ΑΝ 4,2] D.A. Cox: Update on Toric Geometry, published in the series: 
Séminaires et Congrès, Soc. Mathématique de France, Vol. 6, (2002), pp. 1-41. 
 
 
[ΑΝ 4,3] F. Anselmo, J. Ellis, D.V. Nanopoulos, G. Volkov: Universal Calabi-Yau algebra: 
towards an unification of complex geometry. Internat. J. Modern Phys. A 18 (2003), no. 30, 
5541-5612. 
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ5] 

 
 
Η εργασία αυτή  γενικεύει τη μελέτη τής υπάρξεως προβολικών, μη αποκλινουσών δια-
λύσεων κυκλικών Gorenstein πηλικοϊδιωμάτων, που ξεκίνησε στην [Ερ4] για μια μονο-
παραμετρικοποιημένη σειρά,  στην περίπτωση σειρών εξαρτωμένων από 2 παραμέτρους. 
Εδώ η δυσκολία διερευνήσεως διευρύνεται όχι μόνον επειδή εξαρχής χάνεται η μονο-
σημαντότητα τριγωνοποιήσεως τού νεανικού μονοπλόκου, αλλά και γιατί οι γραμμικές 
αλληλεξαρτήσεις μεταξύ κάποιων χαρακτηριστικών κιγκλιδωματικών διανυσμάτων κα-
θίστανται όλο και πιο περίπλοκες. Γι’ αυτόν τον λόγο θα ήταν μάλλον αδύνατο να απο-
λήγαμε στο κεντρικό μας θεώρημα χωρίς την ουσιαστική βοήθεια που μας παρείχαν οι 
μηχανιστικοί (διά μέσου computer) αριθμητικοί έλεγχοι οι οφειλόμενοι στον (τότε) φοι-
τητή U.Haus. Οι αριθμητικοί αυτοί έλεγχοι μας ενέπνευσαν για να χρησιμοποιήσουμε το 
θεώρημα τού Sebö (Theorem 2.5) σε συνδυασμό με την πλούσια γεωμετρία και 
αριθμοθεωρία που εκπηγάζουν από τη θεωρία δισδιαστάτων κώνων. (Ήταν τουλάχιστον 
απρόσμενο το ότι αναγκαστήκαμε να καταφύγουμε σε στοιχεία αυτής τής θεωρίας, ορι-
σμένα εκ των οποίων εντοπίζονται σε εργασίες τού Felix Klein [33], [34], [35] που 
εγράφησαν στη δεκαετία 1880-1890, προκειμένου να αντιμετωπίσουμε κάποιες καθορι-
στικής φύσεως δυσκολίες που προέκυψαν στην πορεία). To κύριο θεωρητικό 
αποτέλεσμα (Τheorem 5.13) διατυπώνεται ως εξής: Ένα Gorenstein κυκλικό msc-
πηλικοϊδίωμα ( ) ( )( )

0
, ,  orb

G G
X N σ∆ , ο ορίζον τύπος τού οποίου εξαρτάται από δύο 

παραμέτρους, είναι διαλύσιμο μέσω μη αποκλινόντων, προβολικών, τοροϊσομεταβλητών  
αμφιρρήτων μορφισμών εάν και μόνον εάν Ηlb NG

σ 0b g  = s NG G∩  . H αριθμητική 
έκφραση αυτής τής συνθήκης υπάρξεως με τη βοήθεια των «βαρών» τού ορίζοντος τύπου 
είναι σαφώς πιο περίπλοκη από την (*). Πιο συγκεκριμένα, περιλαμβάνει υποσυνθήκες 
στις οποίες υπεισέρχεται η ανάπτυξη πηλίκου κάποιων αριθμών εξαρτωμένων από τις 
δύο παραμέτρους α και β σε συνεχή κλάσματα (Thm. 5.15). Έτσι, η αλγοριθμική 
πολυπλοκότητα για την εφαρμογή τής αρχικής συνθήκης είναι εκείνη ενός 
πεπερασμένου πλήθους ευκλειδείων αλγορίθμων. Τέλος, και ο υπολογισμός των 
διαστάσεων συνομολογίας των υπερκειμένων χώρων των αποϊδιωματοποιήσεων  είναι 
και αυτός σχετικώς  κοπιώδης, αν και απολύτως δυνατός (βλ. 7.5 και 7.6). 
 

• Διαλέξεις επί τής [Ερ5]: [Σ19], [Σ20] και [Σ42]. 
 

 
Αναφορές στην εργασία  [Ερ5] 

 
 
[ΑΝ 5, 1] K. Mohri: Kähler moduli space for a D-brane at orbifold singularities, Communications in 
Math. Physics 202, (1999), 669-699. 
 
[ΑΝ 5,2] D.A. Cox: Update on Toric Geometry, published in the series: Séminaires et Congrès, Soc. 
Mathématique de France, Vol. 6, (2002), pp. 1-41. 
 
[ΑΝ 5,3] K. Aardal, R. Weismantel, L.A. Wolsey: Non-standard approaches to integer programming, 
Discrete Appl. Math. 123 (2002), 5-74. 
 
[ΑΝ 5,4] P. Popescu-Pampu: The geometry of continued fractions and the topology of surface singu-
larities, math.GT/0506432v2; published in “Singularities-Sapporo 2004”, Advanced Studies in Pure 
Mathematics, Vol. 46, Kinokuniya, Tokyo, 2007, pp. 119-195. 
 
[ΑΝ 5,5] D.A. Cox, J. Little, H. Schenck: Toric Varieties, book in preparation;  preliminary version 
electronically available at:  http://www.cs.amherst.edu/~dac/toric/toric.pdf  
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ6] 
 

 
 
Η κλάση των Gorenstein αβελιανών πηλικοϊδιωμάτων αποτελεί την  τομή δύο 
ευρύτερων κλάσεων ιδιωμάτων: 
 
 

Gorenstein  αβελιανά
πηλικοϊδιώματα

Gorenstein
πηλικοϊδιώματα

Gorenstein  τορικά
ιδιώματα

RST
UVW =

RST
UVW

RST
UVWI  

 
 
Είναι φυσικό λοιπόν να τίθεται το ερώτημα τού κατά πόσον το πρόβλημα υπάρ-
ξεως  διαλύσεων μέσω μη αποκλινόντων, προβολικών αμφιρρήτων μορφισμών σε 
διαστάσεις ≥ 4 μπορεί να αντιμετωπισθεί γενικότερα στη μια ή στην άλλη υπερ-
κλάση. 
 
Για τα μη αβελιανά, Gorenstein πηλικοϊδιώματα τα μέχρι τώρα γνωστά θεωρή-
ματα είναι ελάχιστα. Αντιθέτως, όπως δείχνουμε στην [Ερ6] εργαζόμενοι στην 
κλάση των Gorenstein τορικών ιδιωμάτων, το πρόβλημα τής υπάρξεως των επι-
θυμητών διαλύσεων μπορεί και πάλι να αναχθεί σε πρόβλημα υπάρξεως βασι-
κών, συμφυών κιγκλιδωματικών τριγωνοποιήσεων πολυτόπων, τα οποία όμως 
αυτή τη φορά δεν είναι κατ’ανάγκην μονόπλοκα.  
 
Συγκεκριμένα, αποδεικνύουμε κατασκευαστικώς την ύπαρξη τέτοιων τριγωνο-
ποιήσεων  (έχοντας μάλιστα, σε πολλές περιπτώσεις, τη δυνατότητα τής μελέτης 
τής αναλυτικής δομής των εξαιρετέων διαιρετών)  για τις ακόλουθες κλάσεις κι-
γκλιδωματικών  πολυτόπων: 
 
 
• (α)  Πολύτοπα Fano                       (βλ. Proposition 3.19). 
 
• (β)  Hd −συμβιβαστά πολύτοπα    (βλ. Theorem 3.21). 
 
• (γ)  Πολύτοπα  Nakajima               (βλ. Theorem 5.1). 
 
 
Σημειωτέον ότι τα πολύτοπα  Nakajima ταξινομούν (βάσει τής εργασίας [32]) 
όλα τα δυνατά Gorenstein τορικά ιδιώματα, τα οποία μπορούν να εκφρασθούν 
ως τοπικώς πλήρεις διατομές. Έτσι, το κύριο θεώρημά μας 1.2 προσλαμβάνει 
έναν σαφώς αλγεβρικό χαρακτηρισμό λόγω τής εξής ταξινομήσεως των δακτυ-
λίων Noether: 
 
 

regular l.c.i. Gorenstein Cohen-Macaulaya f a f a f a f⇒ ⇒ ⇒ . 
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Εκτός τούτου, το θεώρημα 1.2 γενικεύει -κατά βάσιν- και το κύριο θεώρημα τής  
[Ερ3]. (Θα πρέπει βεβαίως να τονισθεί ότι οι κατασκευές και οι τεχνικές 
αποδείξεων τού άρθρου [Ερ3] είναι εντελώς διαφορετικές κι ότι μόνον αυτές 
οδηγούν σε μιαν άμεση ομαδοθεωρητική ερμηνεία των υποκειμένων χώρων των 
αντιστοίχων ιδιωμάτων). 
 
Το κλειδί για την απόδειξη τού θεωρήματος  5.1 είναι η διαπίστωση τού ότι κάθε 
πολύτοπο Nakajima διαστάσεως d  μπορεί να παρουσιασθεί ως το πολύτοπο το 
προερχόμενο από την τομή ενός πρίσματος ημιευθειών υπεράνω ενός άλλου πο-
λυτόπου Nakajima διαστάσεως d −1 με ένα υπερεπίπεδο οριζόμενο μέσω ενός 
συναρτησοειδούς, το οποίο προσλαμβάνει μη αρνητικές τιμές (βλ. λήμμα 4.6). Η 
διαπίστωση αυτή καθιστά δυνατή τη χρήση μαθηματικής επαγωγής. Το υπόλοιπο 
τής αποδείξεως βασίζεται στη διαδικασία «έλξεως κορυφών» (βλ. λήμμα 5.5) και 
την απόδειξη τού ότι εάν η προβολή ενός στοιχειώδους μονοπλόκου (ως προς τη 
μια μεταβλητή) αποτελεί ένα βασικό μονόπλοκο, τότε και το αφετηριακό αυτό 
μονόπλοκο θα είναι αναγκαστικά βασικό (βλ. Λήμμα 5.7).  
 
Στη συνέχεια τής εργασίας  [Ερ6] αποδεικνύουμε το ότι οι C-άλγεβρες (δακτύ-
λιοι συντεταγμένων)  RP P

d= ∩C Zτ , οι αντιστοιχούσες σε όλα τα πολύτοπα 
Nakajima, πληρούν την ιδιότητα Koszul (βλ. Prop. 5.12). Αυτή, συνδυαζόμενη με 
κάποια αποτελέσματα που οφείλονται στους Bruns, Gubeladze και Trung [9], 
έχει ουσιαστικώς ως επακόλουθο πως ο RP  γράφεται υπό την μορφή πηλίκου  
 

R T T T IP P Pd≅ L
NM

O
QP∩

C
Z1 2, , ,

#
K d i  

 
όπου το διωνυμικό ιδεώδες  IP   έχει μια βάση Gröbner βαθμού 2. 
 
Τέλος, στην ενότητα 6, δίνουμε τρόπους υπολογισμού των διαστάσεων των ομά-
δων συνομολογίας, ενώ στην ενότητα 7 εφαρμόζουμε τα αποτελέσματά μας σε 
δυο κλάσεις «ακραίων» παραδειγμάτων ιδιωμάτων (δημιουργούμενων μέσω 
διαστολών βασικών μονοπλόκων και κιγκλιδωματικών ορθογωνίων παραλληλο-
γράμμων, αντιστοίχως)  προσδιορίζοντας ταυτοχρόνως και τις εξισώσεις τους. 
(Οι εξισώσεις όχι μόνον των δύο αυτών κλάσεων παραδειγμάτων, αλλά και όλων 
των τορικών ιδιωμάτων, τα οποία είναι πλήρεις διατομές, προσδιορίσθηκαν αρ-
γότερα μέσω τής εργασίας [Ερ12].) 
 
 

• Διαλέξεις επί τής [Ερ6]: [Σ25], [Σ31], [Σ41] και [Σ42]. 
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Αναφορές στην εργασία  [Ερ6] 

 
 
[ΑΝ 6,1]  Ziegler G.M.: Methoden der Kombinatorischen Geometrie im Einsatz, Mathe-
matische Semesterberichte 46, (1999), 187-203.  
 
[ΑΝ 6,2]  M. Mustata (with an appendix by D. Eisenbud and E. Frenkel): Jet Schemes of 
L.C.I. canonical singularities, Inventiones Mathematicae, Vol. 145, (2001), pp. 397-424. 
 
[ΑΝ 6,3] D. Kaledin : McKay correspondence for symplectic quotient singularities,  
Inventiones Mathematicae, Vol. 148, (2002), 151-175. 
 
[ΑΝ 6,4] D.A. Cox: Update on Toric Geometry, published in the series: 
Séminaires et Congrès, Soc. Mathématique de France, Volume 6, (2002), pp. 1-41 
 
[ΑΝ 6,5] F. Anselmo, J. Ellis, D.V. Nanopoulos, G. Volkov: Universal Calabi-Yau algebra: 
towards an unification of complex geometry. Internat. J. Modern Phys. A 18 (2003), no. 30, 
5541-5612. 
 
[ΑΝ 6,6] Sh. Ishii, J. Kollár: The Nash problem on arc families of singularities. Duke 
Math. J. 120 (2003), no. 3, 601-620. 
 
[ΑΝ 6,7] Β. Nill : Gorenstein Toric Fano Varieties, PhD Thesis, Universität Tübingen, 179 
pages, 2005, http://w210.ub.uni-tuebingen.de/dbt/volltexte/2005/1888/pdf/nill.pdf  
 
[ΑΝ 6,8] Β. Nill : Gorenstein Toric Fano Varieties, preprint, math.AG/0405448; published 
in: Manuscripta Math. 116 (2005), No 2, 183-210. 
 
[ΑΝ 6,9] M. Sebestean: A smooth four-dimensional G-Hilbert scheme, Serdica Math. J. 30 
(2004), 283-292. 
 
[ΑΝ 6,10] M. Sebestean: Correspondance de McKay et équivalences derivées, Thése de 
Doctorat, Décembre 2005, Université Paris VII (Denis Diderot), 
http://tel.archives-ouvertes.fr/docs/00/06/42/95/PDF/these.pdf  
 
[ΑΝ 6,11] V.V. Batyrev, B. Nill: Multiples of lattice polytopes without interior lattice points, 
math.CO/0602336; published in : Moscow Mathematical Journal 7 (2007), 195-207. 
 
[ΑΝ 6,12] B. Bertrand: Euler characteristic of primitive T-hypersurfaces and maximal sur-
faces, math.AG/0602534; to appear in J. Inst. Math. De Jussieu. 
 
[ΑΝ 6,13] B. Bertrand, F. Bihan: Euler characteristic of real non-degenerate tropical 
complete intersections, math.AG/0710.1222. 
 
[ΑΝ 6,14] M. Sebestean: Smooth toric G-Hilbert schemes via G-graphs, C. R. Acad. Sci. 
Paris, Ser. I, 344 (2007) 115–119. 
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ7] 

 
 

Σκοπός αυτής τής εργασίας, η οποία (όπως και η [Ερ8]) εγράφη κατά τη διάρκεια 
παραμονής μου στο Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων, είναι ο ακριβής υπολογισμός των 
«χορδοθεωρητικών» ή «χορδικών» (string theoretic or stringy) Ε-συναρτήσεων για 
την κλάση όλων των υποκειμένων χώρων των τρισδιαστάτων   A-D-E- ιδιωμάτων 
(βλ. Θεώρημα 1.11). 

Οι χορδοθεωρητικές Ε-συναρτήσεις (βλ. [4], [5]) αποτελούν μια γενίκευση των 
χορδοθεωρητικών Ε-πολυωνύμων, τα οποία εισήχθησαν στην [Ερ2], ορίζονται για 
μιγαδικές ποικιλότητες έχουσες το πολύ log-τερματικά ιδιώματα (log-terminal 
singularities), και προσδιορίζονται μέσω μιας αυθαιρέτου (απ’ άκρου εις άκρον) 
διαλύσεως των ιδιωμάτων με ορθοθετημένες διασταυρώσεις (normal crossings). (O 
V. V. Batyrev έχει αποδείξει ότι οι χορδοθεωρητικές Ε-συναρτήσεις είναι ανεξάρ-
τητες τής επιλογής αποϊδιωματοποιήσεως τού είδους αυτού). 

Τα A-D-E-ιδιώματα ανήκουν στην κατηγορία των πλέον «χρηστικών» ιδιωμάτων 
τής Μιγαδικής Αναλύσεως και τής Αλγεβρικής Γεωμετρίας, ήσαν ήδη γνωστά (στην 
μιγαδική διάσταση 2) από τον 19ο αιώνα (F. Klein) και απέκτησαν ιδιαίτερη «αίγλη» 
μετά τη δημοσίευση πληθώρας εργασιών τού V. I. Arnold και τής σχολής του επί των 
ιδιοτήτων τους (deformations, simplicity κλπ.), κατά την δεκαετία τού 1970. Στην 
ορολογία τού M. Reid, αυτά τα ιδιώματα είναι κανονιστικά (και σε διαστάσεις 3≥ , 
τερματικά) ιδιώματα με δείκτη 1. 

Κατά συνέπειαν, μια πρώτη «διαλογή ιδιωμάτων», που θα οδηγούσε στον 
υπολογισμό νέων αναλλοιώτων, όπως είναι οι ( ); ,strE X u v , θα όφειλε πρωτίστως να 

περιλαμβάνει τα πλέον «οικεία» ιδιώματα, όπως είναι τα ιδιώματα A-D-E. 

Τα A-D-E-ιδιώματα είναι «απολύτως μεμονωμένα» (absolutely isolated), πράγμα 
που σημαίνει ότι μπορούν να διαλυθούν μέσω πεπερασμένου πλήθους συνήθων 
επάρσεων (usual blow-ups) σημείων. Κατασκευαστικώς, ήτοι σε επίπεδο αναγνωρί-
σεως τής αναλυτικής δομής των προκυπτόντων εξαιρετέων διαιρετών (με ορθοθετη-
μένες διασταυρώσεις), τα μέχρι στιγμής γνωστά αποτελέσματα είναι εκείνα των Du 
Val (1932), για την διάσταση 2, και των Giblin (1979) και Roczen (1982) για την 
διάσταση 3. 

Στην εργασία [Ερ7] γίνεται, κατ’ αρχάς, χρήση των προαναφερθέντων αυτών 
αποτελεσμάτων (για τη διάσταση 3), καθώς και μια περαιτέρω τοπολογική και 
αλγεβρογεωμετρική μελέτη των εξαιρετέων διαιρετών και των μεταξύ τους τομών. 
(Βλ. ενότητα 2). 

Στην ενότητα 3 καθορίζονται οι συντελεστές αποκλίσεως (discrepancy coeffi-
cients) των κατασκευαζομένων αποϊδιωματοποιήσεων, κατόπιν εξετάσεως τής 
συμπεριφοράς των ρητών κανονιστικών διαφορικών (rational canonical 
differentials) ως προς αυτές (βλ. Πρόταση 3.1), και παρέχεται ένας απλός τύπος για 
την εκάστοτε συνάρτηση ( ); ,strE X u v , ο οποίος εξαρτάται 

(1) από την τοπολογία των εξαιρετέων διαιρετών και τα γραφήματά τους, και 

(2) από την τοπολογία τής ζεύξης (link) τού εκάστοτε εξεταζομένου αφετηριακού A-
D-E-ιδιώματος. 
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Για τον τελικό προσδιορισμό τού εν λόγω τύπου χρησιμοποιείται, αφενός μεν το 
Λήμμα 2.3 (ii) (για το (1)) και αφετέρου ορισμένες άλλες τεχνικές (για το (2)), στις 
οποίες υπεισέρχονται κατάλληλες ακριβείς ακολουθίες μικτών δομών Hodge, η 
αναλλοίωτος τού Steenbrink, ο τύπος των Sebastiani και Thom, καθώς και ο τύπος 
τού Milnor για τον προσδιορισμό τού φερωνύμου του αριθμού για τα αντίστοιχα A-
D-E-ιδιώματα καμπυλών. Ένα άμεσο επακόλουθο τού κυρίου αποτελέσματος (ήτοι 
τού Θεωρήματος 1.11) τής [Ερ7] είναι το ότι ο χορδοθεωρητικός  δείκτης ( )indstr X  

μιας μιγαδικής ορθόθετης ποικιλότητας X με Gorenstein κανονιστικά ιδιώματα 
μπορεί να μην φράσσεται από μια σταθερά εξαρτώμενη από τη διάσταση τής X .   

Επιπροσθέτως, στην τελευταία ενότητα τής [Ερ7], δίνονται παραδείγματα υπο-
λογισμού τού χορδοθεωρητικού αριθμού Euler ( )stre X  για αρκετές ολιστικές γεω-

μετρικές κατασκευές, όπως αυτές των πεμπτοβαθμίων υπερεπιφανειών των Schoen 
και Hirzebruch, τής τριτοβαθμίου υπερεπιφάνειας τού Segre, τής τεταρτοβαθμίου 
υπερεπιφάνειας τού  Burkhart, τής πεμπτοβαθμίου υπερεπιφάνειας τού van Straten, 
και τού ινικού γινομένου ελλειπτικών επιφανειών υπεράνω τού 1P  με κατάλληλες 
εξαιρετέες ίνες. 
 

• Διαλέξεις επί τής [Ερ7]:   [Σ31] και [Σ33]. 
 

 
Αναφορές στην εργασία  [Ερ7] 

 
 
[AN 7,1] M. Roczen: Examples of string-theoretic Euler numbers, Universitatii "Ovidius" 
Constanta. Analele  Stiintifice. Seria Matematica, Vol. 9 (2001), no. 1, 95-99. 
 
[AN 7,2] F. Roose: Strings and D-Branes on Orbifolds: From Boundary States to Geometry, 
PhD Thesis, Katholieke Univ. Leuven, 2001. http://itf.fys.kuleuven.ac.be/hep/phd/fredr.ps.gz  
 
[ΑΝ 7,3]  D.A. Cox: Update on Toric Geometry, published in the series: 
Séminaires et Congrès, Soc. Mathématique de France, Vol. 6, (2002), pp. 1-41. 
 
[AN 7,4] W. Veys: Stringy zeta functions for Q-Gorenstein varieties, Duke Math. J. 120 
(2003), no. 3, 469-514. 
 
[AN 7,5] W. Veys: Arc spaces, motivic integration and stringy invariants, preprint, 
math.AG/0401374; published in: Proceedings of "Singularity Theory and its Applications, 
Sapporo (Japan), 16-25 September 2003", (2006), pp. 529-572. 
 
[AN 7,6] J. Shepers: Stringy E-functions with A-D-E singularities, Manuscripta Math. 119 
(2006), 129-157. 
 
[AN 7,7] J. Shepers: Stringy invariants of singular algebraic varieties, PhD Thesis, 
University of Leuven, Belgium, May 2006, 98 pages. 
(http://www.math.leidenuniv.nl/~jschepers/koepeljan.pdf) 
 
[AN 7,8] J. Shepers, W. Veys: Stringy Hodge numbers for a class of isolated singularities 
and for threefolds, Int. Math. Res. Not., Vol. 2007, article ID rnm016, 14 pages. 
 
[ΑΝ 7,9] S. Rams: Defect and Hodge numbers of hypersurfaces, Advances in Geometry 8 
(2008), no 2, pp. 257-288. 
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ8] 
 

 
Κύρια αποτελέσματα: Πλήρης υπολογισμός (μέσω εκπεφρασμένων τύπων) τής 
«χορδοθεωρητικής»  Ε-συναρτήσεως ( ); ,strE X u v  για την κλάση όλων των υποκει-

μένων χώρων των ιδιωμάτων 
1

1 2 1 0, 2, 1 ,n

r rx x x x r n+

+
+ + + + = ≥ ≥ + ≥l l lL l l  

αυθαιρέτου διαστάσεως r  (όπου 1 0(mod )n + ≡ l ή 0 (mod )n ≡ l ). Παροχή αντιπα-
ραδειγμάτων για μια εικασία τού V.V. Batyrev περί τής υπάρξεως φράγματος τού 
χορδοθεωρητικού δείκτη, εξαρτωμένου μόνον από τη διάσταση.  
 
Εφαρμογή των κλειστών τύπων τού χορδοθεωρητικού αριθμού Euler  σε πολλές 
ολιστικές κατασκευές (Werner’s quintics and complete intersection CYs, Goryunov’s 
quartics, Segre-Knörrer complete intersection of two quadrics, ramified coverings 
etc.). Σημειωτέον ότι το πρώτο μέρος τής ακολουθούμενης αποδεικτικής μεθόδου 
για την εξαγωγή των αποτελεσμάτων τής [Ερ8] διαφέρει αισθητά από εκείνο τής 
[Ερ7], καθότι εφαρμόζεται για όλα τα μεμονωμένα σχεδόν ομογενή ιδιώματα 
υπερεπιφανειών (πρβλ. Prop. 1.7). 
 

• Διάλεξη επί τής [Ερ8]:  [Σ33]. 
 

 
Αναφορές στην εργασία  [Ερ8] 

 
 
[ΑΝ 8,1]  D.A. Cox: Update on Toric Geometry, published in the series: 
Séminaires et Congrès, Soc. Mathématique de France, Vol. 6, (2002), pp. 1-41. 
 
[AN 8,2] W. Veys: Stringy zeta functions for Q-Gorenstein varieties, Duke Math. J. 120 
(2003), no. 3, 469-514. 
 
[AN 8,3] W. Veys: Arc spaces, motivic integration and stringy invariants, Proceedings of 
"Singularity Theory and its Applications, Sapporo (Japan), 16-25 September 2003", 
(2006), pp. 529-572. 
 
[AN 8,4] J. Shepers: Stringy E-functions with A-D-E singularities, Manuscripta Math. 119 
(2006), 129-157. 
 
[AN 8,5] J. Shepers: Stringy invariants of singular algebraic varieties, PhD Thesis, 
University of Leuven, Belgium, 2006. (http://www.math.leidenuniv.nl/~jschepers/koepeljan.pdf) 
 
[AN 8,6] J. Shepers, W. Veys: Stringy Hodge numbers for a class of isolated singularities 
and for threefolds, Int. Math. Res. Not., Vol. 2007, article ID rnm016, 14 pages. 
 
[AN 8,7] J. Shepers, W. Veys: Stringy E-numbers of hypersurface and of Brieskorn 
singularities, math.AG/0706.0798; to appear in Advances in Geometry. 
 
[AN 8,8] J. Shepers: On the Hard Lefschetz property of stringy Hodge numbers, 
math.AG/0803.1237; to appear in Journal of Algebra. 
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Περί τής εργασίας [Ερ9] 

 
 
 
Πρόκειται για σημειώσεις από τις διαλέξεις μου στο Πανεπιστήμιο τής 
Konstanz (στη Γερμανία) τον Φεβρουάριο τού 1999 και στο Ινστιτούτο 
Fourier τής Grenoble (στη Γαλλία) τον Ιούνιο τού 2000, οι οποίες αφορούν 
στις ιδιότητες βασικών (ή «μονομοδιακών») τριγωνοποιήσεων κιγκλιδω-
ματικών πολυτόπων. Εάν κρίνω από τις [ΑΝ 9,1-3], κάποιοι συνδυαστικοί 
τύποι που περιγράφουν τον αριθμό των μονοπλόκων τέτοιων τριγωνοποιή-
σεων βρήκαν προσφάτως εφαρμογές σε αλγεβροτοπολογικούς υπολογι-
σμούς τής «τροπικής γεωμετρίας» υπερεπιφανειών. (Πρβλ. το [ΑΝ 9,2], 
Prop. 1.7 + Appendix και το [ΑΝ 9,3] Prop. 10.2.). 
 
 

• Διαλέξεις επί τής [Ερ9]:   [Σ25], [Σ31]. 
 
 

 
Αναφορές στην εργασία  [Ερ9] 

 
 
 
[ΑΝ 9,1] B. Bertrand: Hypersurfaces et intersection complètes maximales dans les variétés 
toriques, PhD Thesis, University of Renne, France, 2002. 
 
[ΑΝ 9,2] B. Bertrand: Euler characteristic of primitive T-hypersurfaces and maximal sur-
faces, math.AG/0602534; to appear in J. Inst. Math. De Jussieu. 
 
[ΑΝ 9,3] B. Bertrand, F. Bihan: Euler characteristic of real non-degenerate tropical 
complete intersections, math.AG/0710.1222. 
 
 

▪▪▪ 
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ10] 

 
 
 
Ως αφετηρία τής εν λόγω εργασίας μπορεί να θεωρηθεί η αλγεβρική και 
αλγεβρογεωμετρική ταξινόμηση των μιγαδικών ιδιωμάτων, με απόδοση 
ιδιαιτέρας εμφάσεως στην ταξινόμηση ιδιωμάτων χαμηλών διαστάσεων. 
Ακολουθεί η περιγραφή τού τρόπου τοποθετήσεως των τορικών ιδιωμάτων 
εντός τής κλάσεως των αναλυτικών χώρων με ρητά (το πολύ) ιδιώματα. 
Τέλος, στην ενότητα 4, γίνεται ειδική μνεία ποικίλων μεθόδων που χρησι-
μοποιούνται για τη διάλυση χαμηλοδιάστατων τορικών ιδιωμάτων. 
 
 

• Διαλέξεις επί τής [Ερ10]:   [Σ31], [Σ35], [Σ42]  και [Σ44]. 
 
 
 

 
Αναφορές στην εργασία  [Ερ10] 

 
 
 
[ΑΝ 10,1]  D.A. Cox: Update on Toric Geometry, published in the series: 
Séminaires et Congrès, Soc. Mathématique de France, Vol. 6, (2002), pp. 1-41. 
 
[ΑΝ 10,2] Kasprzyk A.M. : Toric Fano 3-folds with terminal singularities,  preprint, 
math.AG/0311284; published in Tohoku Math. J., Vol. 58, No 1, 2006, 101-121.   
 
[ΑΝ 10,3] V. Kaibel, G.-M. Ziegler : Counting lattice triangulations In: “Surveys in 
combinatorics”, 2003 (Bangor), 277-307, London Math. Soc. Lecture Note Ser., 
307, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2003. 
 
[ΑΝ 10,4] Β. Nill : Gorenstein Toric Fano Varieties, PhD Thesis, Universität 
Tübingen, 2005, http://w210.ub.uni-tuebingen.de/dbt/volltexte/2005/1888/pdf/nill.pdf 
 
[ΑΝ 10,5] A.M. Kasprzyk : Toric Fano Varieties and Convex Polytopes, PhD Thesis, 
University of Bath, United Kindom, March 2006, 161 pages. 
(http://www.kent.ac.uk/IMS/personal/amk30/research/pdf/Thesis.pdf) 
 

▪▪▪ 
 
 
 
 
 
 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://w210.ub.uni-tuebingen.de/dbt/volltexte/2005/1888/pdf/nill.pdf
http://www.kent.ac.uk/IMS/personal/amk30/research/pdf/Thesis.pdf
http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 43 

 
 

 
Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ11] 

 
 
 
Οι υποκείμενοι χώροι των (συσχετικών) ( )1d + -διάστατων τορικών ιδιωμάτων 

Gorenstein 
 

( )U = Spec Mσ σ ∨ ∩ C  

  
κατασκευάζονται με τη βοήθεια κώνων Nσ ⊆ R , οι οποίοι διαθέτουν ως 
ελαχιστοτικούς γεννήτορες διανύσματα με τις απολήξεις τους κείμενες επί ενός 
συσχετικού υπερεπιπέδου , 1m xσ =  για κάποιο .m Mσ ∈  Ως εκ τούτου, αυτοί οι 
κώνοι σ  στηρίζουν d -διάστατα κιγκλιδωματικά πολύτοπα 

 

{ }, 1P x m xσ σσ= ∈ = . 

 
Το κύριο θεώρημα τής [Ερ11] μας πληροφορεί ότι, υποτιθεμένης τής υπάρξεως μιας 
βασικής τριγωνοποιήσεως τού  Pσ  (που ισοδυναμεί με την ύπαρξη μιας μη αποκλί-
νουσας αποϊδιωματοποιήσεως τού Uσ ), ο ορθοθετημένος όγκος τού Pσ  οφείλει 
να πληροί την ανισότητα: 
 

( )( )norm d+1Vol ( ) CycPdP f P M P M dσ σ σ≤ ∩ − ∂ ∩ + , 

 
όπου στο δεξιό της μέλος εμφανίζεται η ανωτάτη συντεταγμένη τού f -διανύσμα-
τος ενός κυκλικού πολυτόπου. (Εδώ ως ( )dCycP k  συμβολίζουμε το d -διάστατο 

κυκλικό πολύτοπο με k  κορυφές). Η απόδειξη κάνει χρήση μιας παραλλαγής τού 
Θεωρήματος Άνω Φράγματος που ισχύει για μονοπλεκτικές μπάλες.  
 
Το εν λόγω θεώρημα μας βοηθά στην κατανόηση τού τρόπου ιεραρχήσεως των 
τορικών ιδιωμάτων Gorenstein. 
 
 

• Διάλεξη επί τής [Ερ11]:  [Σ31]. 
 

 
Αναφορές στην εργασία  [Ερ11] 

 
 
[ΑΝ 11,1]  D.A. Cox: Update on Toric Geometry, published in the series: 
Séminaires et Congrès, Soc. Mathématique de France, Vol. 6, (2002), pp. 1-41. 
 
[ΑΝ 11,2]  Y.-H. He: On Algebraic Singularities, Finite Graphs and D-Brane Gauge 
Theories: A String Theoretic Perspective, hep-th/0209230. 
 

▪▪▪ 
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ12] 

 
 
 

Τα (συσχετικά) τορικά ιδιώματα ( )Spec Mσ ∨ ∩ C  τα οποία περιγράφο-

νται μέσω (τοπικών) πλήρων διατομών (διωνυμικών) πολυωνύμων χαίρουν 
ορισμένων πολύ σημαντικών ιδιοτήτων, τόσο από αλγεβρική όσο και από 
γεωμετρική σκοπιά. Για παράδειγμα,  
 
(α) οι άλγεβρες [ ]Nσ ∩C  (όπου Hom( , )N M= Z ) είναι άλγεβρες Koszul, 
 
(β) όλες οι συνολοθεωρητικές τορικές πλήρεις διατομές (διωνύμων) είναι και ιδεωδο-
θεωρητικές διατομές, 
 
(γ) όλα τα ως άνω ιδιώματα επιδέχονται (βάσει τής [Ερ6]) τοροϊσομεταβλητές, προβο-
λικές, μη αποκλίνουσες διαλύσεις, και 
 
(δ) τα i-οστά jet-διασχήματα  των υποκειμένων χώρων αυτών των ιδιωμάτων είναι ανά-
γωγα για κάθε 1.i ≥  

 
 

Στην [Ερ12] επιτυγχάνεται η  ακριβής περιγραφή τής μορφής των (διωνυ-
μικών) πολυωνύμων (βλ. κύριο θεώρημα 3.1) που καθορίζουν τα L.C.I.-το-
ρικά ιδιώματα σε όλες τις διαστάσεις συναρτήσει των ελευθέρων παραμέ-
τρων των αντιστοίχων πολυτόπων τού Nakajima. Στις τεχνικές που χρησι-
μοποιούνται για την απόδειξη υπεισέρχονται, εκτός  από την γεωμετρική 
μελέτη των εν λόγω κιγκλιδωματικών πολυτόπων, η θεωρία των βάσεων 
Hilbert (ήτοι των ελαχιστοτικών συστημάτων γεννητόρων των μετεχουσών 
προσθετικών ημιομάδων) και η θεωρία των λεγομένων κυριαρχούντων πι-
νάκων (dominating matrices) των Fischer και Shapiro. 

 
 

• Διαλέξεις επί τής [Ερ12]:   [Σ41] και [Σ43]. 
 

 
Αναφορά στην εργασία  [Ερ12] 

 
 
[ΑΝ 12,1]  Μ. Morales, A. Thoma: Complete intersection lattice ideals,  
Journal of Algebra 284 (2005), no. 2, 755-770. 
  

▪▪▪ 
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ13] 

 
 
Η εν λόγω εργασία στοχεύει στη μελέτη τής μεθόδου διακρίσεως συμπα-
γών (όχι κατ’ ανάγκην λείων) τορικών επιφανειών μέχρις ισομορφισμού και 
στην εξαγωγή τύπων που περιγράφουν τόσον τις κλασικές όσον και τις 
χορδοθεωρητικές αναλλοιώτους αυτών. 
 
Η μέχρις ισομορφισμού ταξινόμηση των συμπαγών τορικών επιφανειών 
επιτυγχάνεται μέσω των λεγομένων «συνδυαστικών δεδομένων» τους (τα 
οποία ενσωματώνουν όλες τις πληροφορίες που αφορούν στη δόμηση των 
επιφανειών και στα ιδιώματά τους, βλ. Ορσ. 4.2 και Θεωρήματα 5.8 και 
5.10). Οι κλασικές αναλλοίωτοί τους (αυτοδιατομή κανονιστικού διαιρέτη, 
αριθμός Euler κ.ά.) υπολογίζονται από το ορίζον ριπίδιο (βλ. Προτάσεις 
4.4,  4.8 και τους γενικευμένους κατά Noether τύπους τής Προτάσεως 4.9 
και τού Πορίσματος 4.10). Επίσης, είναι δυνατή η απόδειξη ενός νέου θε-
ωρήματος «τύπου Riemann-Roch» για τυχόντες διαιρέτες Weil επ’ αυτών. 
(Βλ. Θεώρημα 7.2) 
 
Επιπροσθέτως, βάσει γνωστών αποτελεσμάτων τού Sakai, διαπιστώνεται 
ότι τα αντικανονιστικά μοντέλα των λείων συμπαγών τορικών επιφανειών 
είναι τορικές log Del Pezzo επιφάνειες. Στα 6.10 και 6.12. παρέχεται η 
πλήρης ταξινόμηση αυτών όταν ο δείκτης τους είναι 1 και όταν ο δείκτης 
τους είναι 2 και ο αριθμός Picard 1, αντιστοίχως. (Η ταξινόμηση όσων 
έχουν δείκτη 3 και αριθμό Picard 1 έγινε στην εργασία [Ερ16]. Μια 
αλγοριθμική λύση τού προβλήματος τής ταξινομήσεως των log Del Pezzo 
επιφανειών αυθαιρέτου δείκτη και αυθαιρέτου αριθμού Picard προτάθηκε 
τον Οκτώβριο τού 2008 στην εργασία [ΑΝ 13,1]).  
 
Ο υπολογισμός των χορδοθεωρητικών αναλλοιώτων συμπαγών τορικών 
επιφανειών (συναρτήσει των συνδυαστικών δεδομένων τους) διενεργείται 
στην τελευταία ενότητα, στην οποία αναπτύσσεται μια μέθοδος διεξοδικής 
περιγραφής των «διορθωτικών όρων» των αντιστοίχων E-συναρτήσεων 
μέσω τής μελέτης των πηλικοϊδιωμάτων τους.  
 

• Διαλέξεις επί τής [Ερ13]: [Σ48], [Σ49], [Σ50]. 
 

 
Αναφορές στην εργασία  [Ερ13] 

 
 
[ΑΝ 13,1] A.M. Kasprzyk, M. Kreuzer, B. Nill: On the combinatorial 
classification of toric log del Pezzo surfaces, math.AG/0810.2207. 
 
[ΑΝ 13,2] H. Süss: Canonical divisors on T-varieties, math.AG/0811.0626. 
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Παρουσίαση των αποτελεσμάτων τής εργασίας [Ερ14] 

 
 
Ορισμένα από τα αποτελέσματα αυτής τής εργασίας (κυρίως των ενοτήτων 3, 5 
και 6) ήταν καταχωρημένα σε κάποια παλαιά preliminary version, η οποία είχε 
ανεπισήμως κυκλοφορήσει σε ένα μικρό αριθμό ενδιαφερομένων μαθηματικών 
(εξ ου και οι αναφορές [ΑΝ 14,1-2]). Η νέα version είναι πλήρως ανανεωμένη, 
μπορεί να θεωρηθεί ως «φυσική» συνέχεια των εργασιών μας [Ερ3], [Ερ4], 
[Ερ5], και περιέχει (μεταξύ άλλων) και τα ακόλουθα αποτελέσματα: 
 
(1) Δύο αναγκαία κριτήρια για την ύπαρξη μη αποκλινουσών διαλύσεων Goren-
stein αβελιανών πηλικοϊδιωμάτων [βλ. ενότητες 6 και 9, αντιστοίχως].  
 
(2) Απόδειξη τής εικασίας 10.2 τής [Ερ4], σύμφωνα με την οποία όλα τα μέλη τής 
«γεωμετρικής σειράς» ιδιωμάτων GPSS(r;k) διαθέτουν μη αποκλίνουσες, προβο-
λικές διαλύσεις [βλ. ενότητα 8.]  
 
(3) Έναν βοηθητικό αλγόριθμο για την αντιμετώπιση τού προβλήματος τής υπάρ-
ξεως μη αποκλινουσών διαλύσεων τυχόντων Gorenstein αβελιανών πηλικοϊδιω-
μάτων [βλ. ενότητα 10]. 
 
 

• Διαλέξεις επί (τής παλαιάς version) τής [Ερ14]: [Σ8], [Σ11], [Σ12], 
[Σ14], [Σ15], [Σ17], [Σ19] και [Σ20]. 

 
 

Αναφορές στην εργασία  [Ερ14] 
 

 
 

[ΑΝ 14,1] M.Henk, R. Weismantel: The height of minimal Hilbert bases, Results in 
Mathematics 32, (1997), 298-303. 
 
[ΑΝ 14,2] R. Firla: Algorithmen für Hilbert-Cover und Hilbert-Partitions-Probleme, 
TU-Berlin, Diplomarbeit, (1997). 
 
[ΑΝ 14,3] D.A. Cox: Update on Toric Geometry, published in the series: 
Séminaires et Congrès, Société Mathématique de France, Volume 6, (2002), pp. 1-41. 
 
[ΑΝ 14,4] D. Μaclagan: Moduli of representation of McKay quiver, Oberwolfach 
Reports No 1/2006, European Math. Soc. Publishing House. 
 
[ΑΝ 14,5] M. Andreatta, J.A. Wisniewski : On Kummer construction, preprint, 
math.AG/0804.4611. 
 

▪▪▪ 
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Περί τής εργασίας [Ερ15] 

 
 

Έστω X  μια τορική log del Pezzo επιφάνεια δείκτη 2≥l  και έστω X X→%  η 
ελαχιστοτική διάλυση των ιδιωμάτων της. Το κύριο αποτέλεσμα τής εργασίας 

είναι ότι ο αριθμός Picard ( )Xρ %
 τής X%  φράσσεται εκ των άνω από το εξής 

δευτεροβάθμιο πολυώνυμο: 
 

2( ) 8 6 3Xρ ≤ − +% l l . 
 

 
Αναφορά στην εργασία  [Ερ15] 

 
 
[ΑΝ 15,1] A.M. Kasprzyk, M. Kreuzer, B. Nill: On the combinatorial classification 
of toric log del Pezzo surfaces, math.AG/0810.2207. 
 
 

 
Περί τής εργασίας [Ερ16] 

 
 
Σε αυτήν την εργασία αποδεικνύεται ότι υπάρχουν (μέχρις ισομορφισμού) 
ακριβώς 18 τορικές log del Pezzo επιφάνειες με αριθμό Picard  1 και 
δείκτη 3, έχουσες τα ακόλουθα WVE2C-γραφήματα: 
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Αναφορές στην εργασία  [Ερ16] 
 

 
[ΑΝ 16,1] A.M. Kasprzyk, M. Kreuzer, B. Nill: On the combinatorial classification 
of toric log del Pezzo surfaces, math.AG/0810.2207. 
 
[ΑΝ 16,2] H. Süss: Canonical divisors on T-varieties, math.AG/0811.0626. 
 

▪▪▪ 
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Περί τής εργασίας [Ερ17] 

 
 
 

Σε αυτήν την εργασία πρόκειται να ταξινομηθούν (μέχρις ισομορφισμού) 
όλες οι τορικές toric log del Pezzo επιφάνειες που διαθέτουν ακριβώς ένα 
ιδίωμα. Θα δειχθεί ότι αυτές έχουν αριθμό Picard  1, 2 ή 3 και WVE2C-
γραφήματα τής μορφής:  

 
για κάποιον ακέραιο 1.k ≥  

 
 
 
 

 

  ΣΣυυννοολλιικκόόςς  ααρριιθθμμόόςς  ααννααφφοορρώώνν  
 
 

 
Ο μέχρι στιγμής συνολικός αριθμός των (ετερο)αναφορών, τις οποίες μπόρεσα 
να εντοπίσω για το ερευνητικό μου έργο, ανέρχεται σε 
 
14 + 99 + 11 + 3 + 5 + 14 + 9 + 8 + 3 + 5 + 2 + 1+ 2 + 5 + 1 + 2 + 0 =  184, 

 
ενώ ο αριθμός των συγγραφέων, που κάνουν τις αναφορές, ανέρχεται σε 120. 

  
Διευκρινίσεις: (α) Εξ αυτών των 120 μόνον 6 υπήρξαν συσσυγγραφείς μου.  
 
(β) Τη στιγμή που συντάσσεται το παρόν κείμενο, η κοινή εργασία [Ερ2] με τον 
κύριο V.V. Batyrev  είναι η -κατά σειράν- τρίτη “most cited” εργασία τού εν 
λόγω συγγραφέως  (από τις εν συνόλω 42 δημοσιευθείσες εργασίες του) στον 
κατάλογο των citations που παρατίθεται στο Math.Sc.Net.  
[Βλ. http://www.ams.org/mathscinet/mrcit/individual.html?mrauthid=219978]. 
 
(γ) Πέραν των κοινών εργασιών [Ερ3], [Ερ4], [Ερ5], [Ερ6] και [Ερ14] δεν υφί-
σταται μέχρι τούδε ουδεμία άλλη αμιγώς ερευνητική εργασία των κυρίων G.M. 
Ziegler και M. Henk (από το ογκώδες ερευνητικό έργο ενός εκάστου εξ αυτών) η 
οποία να αφορά στο project περί τής διερευνήσεως υπάρξεως crepant resolutions 
of Gorenstein (quotient or toric) singularities σε διαστάσεις ≥ 4. 
 

▪▪▪ 
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  ΠΠρροοσσωωππιικκέέςς  δδιιεευυθθύύννσσεειιςς   

 
 
 

Ευχαρίστως θα έδινα οποιαδήποτε επιπρόσθετη διευκρινιστική ή συμπληρωμα-
τική πληροφορία επί του παρόντος βιογραφικού σημειώματος. Οι συντεταγμέ-
νες μου είναι οι εξής: 
 
Διεύθυνση εργασίας : 
 
Τμήμα Μαθηματικών  
Πανεπιστημίου Κρήτης 
Λεωφόρος Κνωσού 
71409 Ηράκλειο Κρήτης 
Τηλ. 2810/393803 
Ε-Μail: ddais@math.uoc.gr 
 

Διεύθυνση οικίας : 
 
Γούρνες Τεμένους 
Τ.Θ. 172 
71500 Ηράκλειο Κρήτης 
Τηλ. 2810/543064 
Κιν. τηλ. 6944/542057 
 

 
 
URL: http://web-server.math.uoc.gr:1080/proswpiko/dep/pages/dais 
 
 

▪▪▪ 
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