
∆ευτεροβάθµιες Καµπύλες

Καθηγητὴς Ν.Γ. Τζανάκης

Τελευταία αναθεώρηση: Νοέµβριος 2008

῾Η πιὸ γενικὴ ἐξίσωση δευτεροβάθµιας καµπύλης εἶναι

f(x, y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (1)

ὅπου ἕνα τουλάχιστον ἀπὸ τὰ A,B,C δὲν εἶναι µηδέν. Ἂν A = B = 0, τότε C 6= 0
καὶ ἐναλλάσσοµε τὰ x, y. Σὲ κάθε περίπτωση, λοιπόν, µποροῦµε νὰ ὑποθέσοµε ὅτι

A2 +B2 6= 0 (2)

Οἱ ἑξῆς ποσότητες παίζουν πολὺ σηµαντικὸ ϱόλο:

J2 =
∣∣∣∣ A B
B C

∣∣∣∣ , J3 =

∣∣∣∣∣∣
A B D
B C E
D E F

∣∣∣∣∣∣ . (3)

∆ιακρίνοµε δύο ϐασικὲς περιπτώσεις :

1 J2 6= 0

1.1 Εὕρεση νέας ἀρχῆς ἀξόνων

Ἀναζητοῦµε κέντρο συµµετρίας (x0, y0) γιὰ τὴν καµπύλη, τὸ ὁποῖο ϑὰ κάνοµε νέα

ἀρχὴ τῶν ἀξόνων.

Τὸ (ἄγνωστο πρὸς τὸ παρὸν) σηµεῖο (x0, y0) εἶναι κέντρο συµµετρίας τῆς καµ-

πύλης ἂν καὶ µόνο ἂν κάθε σηµεῖο (x, y) τῆς καµπύλης ἔχει καὶ τὸ συµµετρικό του

πάνω στὴν καµπύλη. ῞Οµως, τὸ συµµετρικὸ τοῦ σηµείου (x, y) ὡς πρὸς τὸ σηµεῖο

(x0, y0) εἶναι τὸ (2x0 − x, 2y0 − y), ἄρα, ἡ ἀναλυτικὴ διατύπωση τῆς πρότασης «τὸ

(x0, y0) εἶναι κέντρο συµµετρίας τῆς καµπύλης» εἶναι :

f(x, y) = 0⇐⇒ f(2x0 − x, 2y0 − y) = 0 .

῾Υπολογίζοντας τὸ f(2x0 − x, 2y0 − y), καταλήγοµε στὴν παρακάτω ἰσοδυναµία

f(x, y) = 0 ⇔ (Ax0 +By0 +D)x+ (Bx0 + Cy0 + E)y =
Ax2

0 + 2Bx0y0 + Cy2
0 +Dx0 + Ey0

Ἂν ἔστω καὶ ἕνας ἀπὸ τοὺς συντελεστὲς τῶν x, y στὴ δεξιὰ ἐξίσωση εἶναι 6= 0, τότε

ἡ ἐξίσωση αὐτὴ παριστάνει εὐθεία, ὁπότε ἡ παραπάνω ἰσοδυναµία λέει ὅτι ἕνα
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σηµεῖο (x, y) ἀνήκει στὴν καµπύλη, ἂν καὶ µόνο ἂν ἀνήκει σὲ µία εὐθεία, πρᾶγµα

ἀδύνατο
1
. Ἀναγκαστικά, λοιπόν, ἰσχύουν οἱ σχέσεις

Ax0 +By0 +D = 0
Bx0 + Cy0 + E = 0 .

Τὸ σύστηµα αὐτό, ὡς πρὸς (x0, y0) ἔχει τὴ λύση
2

x0 =
BE − CD

J2
, y0 =

BD −AE
J2

. (4)

Παρατηρῆστε ὅτι τὸ παραπάνω γραµµικὸ σύστηµα «ϕτιάχνεται» ἀπὸ τὶς

δύο πρῶτες γραµµὲς τῆς ὁρίζουσας J3.

1.1.1 Παράδειγµα

῎Εστω ἡ καµπύλη µὲ ἐξίσωση (1), στὴν ὁποία

A = 5, B = 20, C = −4, D = −1, E = 2, F = 7 .

᾿Εδῶ εἶναι J2 = −420 καὶ ἔχοµε νὰ λύσοµε τὸ γραµµικὸ σύστηµα 5x0 + 20y0− 1 =
0, 20x0 − 4y0 + 2 = 0, τοῦ ὁποίου ἡ λύση εἶναι (x0, y0) = (−3/35, 1/14). Αὐτὸ τὸ

σηµεῖο ϑὰ εἶναι ἡ νέα ἀρχὴ τῶν ἀξόνων. Τὸ παράδειγµα ϑὰ συνεχισθεῖ παρακάτω.

1.1.2 J3 = 0

Στὴν περίπτωση αὐτὴ ἀρκεῖ ἡ µεταφορὰ τῶν ἀξόνων στὸ σηµεῖο (x0, y0), χωρὶς νὰ

γίνει στροφὴ τῶν ἀξόνων. Πράγµατι, ἀφοῦ J2 6= 0 καὶ J3 = 0, συµπεραίνοµε ὅτι

ἡ τρίτη γραµµὴ τῆς J3 εἶναι γραµµικὸς συνδυασµὸς τῶν δύο πρώτων γραµµῶν
3
,

ὁπότε, αφοῦ ἰσχύει Ax0 + By0 + D = 0 καὶ Bx0 + Cy0 + E = 0, ϑὰ εἶναι καὶ

Dx0 + Ey0 + F = 0. Λόγῳ αὐτῶν τῶν σχέσεων, ϐλέποµε εὔκολα ὅτι f(x0, y0) = 0.
Τώρα, οἱ νέες συντεταγµένες (x′, y′) συνδέονται µὲ τὶς ἀρχικὲς (x, y) µέσῳ τῶν

σχέσεων

x = x′ + x0 , y = y′ + y0

καὶ ἀντικαθιστώντας στὴν f(x, y) = 0 ϐρίσκοµε τοὺς συντελεστὲς τοῦ x, τοῦ y καὶ

τὸν σταθερὸ ὅρο µηδενικούς, ὁπότε ἡ νέα ἐξίσωση εἶναι

Ax′2 + 2Bx′y′ + Cy′2 = 0 .

῾Η ἐξίσωση αὐτὴ παριστάνει στὸ πραγµατικὸ ἐπίπεδο δύο διαφορετικὲς τεµνόµενες

εὐθεῖες, ἢ δύο ταυτιζόµενες εὐθεῖες, ἢ ἕνα µόνο σηµεῖο· ϐλ. ἄσκηση 1.

1
῾Ο συλλογισµὸς αὐτὸς δὲν εἶναι ἀπολύτως αὐστηρός, ἀλλὰ δὲν εἶναι σκόπιµο νὰ µποῦµε σὲ πε-

ϱισσότερες λεπτοµέρειες.

2
Ἂν ἀντικατασταθεῖ ἡ παρακάτω λύση (x0, y0) στὸν σταθερὸ ὅρο Ax2

0 + · · ·+ Ey0 διαπιστώνεται,

ὕστερα ἀπὸ πράξεις, ὅτι τὸν µηδενίζει.

3
᾿Εδῶ χρειάζονται κάποια στοιχεῖα Γραµµικῆς Ἄλγεβρας.
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1.2 Στροφὴ τῶν ἀξόνων

῾Η στροφὴ τῶν ἀξόνων κατὰ γωνία θ (ὁποιαδήποτε κι ἂν εἶναι αὐτή), ὁδηγεῖ σὲ νέες

συντεταγµένες (x′, y′). Μᾶς εἶναι ἤδη γνωστὸ ἀπὸ τὰ προηγούµενα µαθήµατα ὅτι,

µετὰ τὴ στροφὴ καὶ τὴ µεταφορὰ τῶν ἀξόνων σὲ νέα ἀρχὴ O′ = (x0, y0), οἱ νέες

συντεταγµένες συνδέονται µὲ τὶς παληὲς µέσῳ τῆς σχέσεως(
x− x0

y − y0

)
=
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x′

y′

)
, (5)

δηλαδή,

x = x′ cos θ − y′ sin θ + x0 , y = x′ sin θ + y′ cos θ + y0

καὶ ἡ ἀντικατάσταση στὴν (1) δίνει, ὕστερα ἀπὸ κάποιες πράξεις, στὶς ὁποῖες λαµ-

ϐάνεται ὑπ’ ὄψιν ἡ (4), τὴν ἐξίσωση

0 =J2(A cos2 θ + 2B cos θ sin θ + C sin2 θ)x′2

+ J2((C −A) sin 2θ + 2B cos 2θ)x′y′

+ J2(C cos2 θ − 2B cos θ sin θ +A sin2 θ)y′2 + J3

῾Ορίζοµε τώρα τὴ γωνία θ ἔτσι ὥστε ὁ συντελεστὴς τοῦ x′y′ νὰ µηδενισθεῖ. Ἄρα,

Ἂν A = C, ἀρκεῖ νὰ πάροµε θ = π/4.

Ἂν A 6= C, ἀρκεῖ νὰ πάροµε 2θ ∈ (−π
2
,
π

2
) τέτοιο ὥστε tan 2θ =

2B
A− C

.

Γιὰ τὸν µετασχηµατισµὸ (5) χρειάζεται ὄχι ἡ ἴδια ἡ γωνία θ, ἀλλὰ τὰ cos θ καὶ

sin θ. Χρήσιµοι ἐδῶ εἶναι οἱ τύποι

cos2 2θ =
1

1 + tan2 2θ
, cos2 θ =

1 + cos 2θ
2

, sin2 θ =
1− cos 2θ

2
.

Σηµειωτέον ὅτι, τὰ cos 2θ καὶ cos θ εἶναι µὴ ἀρνητικά, λόγῳ τοῦ ὅτι 2θ ∈
(−π/2 , π/2), ἐνῶ τὸ sin θ ἔχει τὸ ἴδιο πρόσηµο µὲ τὴν tan 2θ. Αὐτὸ

πρέπει νὰ προσεχθεῖ ὅταν ϐγάζοµε τετραγωνικὲς ϱίζες στὸν τύπο

τοῦ sin2 θ.

1.2.1 Συνέχεια τοῦ Παραδείγµατος 1.1.1

Στὸ παράδειγµα ποὺ ἀρχίσαµε προηγουµένως, A 6= C, ἄρα, ἔχοµε διαδοχικά,

tan 2θ =
40
9
, cos2 2θ =

81
1681

, cos 2θ =
9
41

,

cos2 θ =
25
41

, cos θ =
5√
41

, sin2 θ =
16
41

, sin θ =
4√
41

.

Σηµειωτέον ὅτι, πήραµε τὸ sin θ ϑετικό, διότι tan 2θ > 0.
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1.3 Κανονικὴ µορφὴ τῆς ἐξίσωσης

῾Ορίζοντας νέα ἀρχὴ ἀξόνων τὴν (x0, y0), σύµφωνα µὲ τὴν ἑνότητα 1.1, καὶ στροφὴ

τῶν ἀξόνων κατὰ γωνία θ, σύµφωνα µὲ τὴν ἑνότητα 1.2 ὁδηγούµαστε σὲ µία ἐξίσωση

τῆς µορφῆς

Kx′2 + Ly′2 +M = 0 . (6)

Ἀνάλογα µὲ τὰ sgn(K), sgn(L), sgn(M) 4
, ἡ ἐξίσωση αὐτὴ παριστάνει στὸ πραγ-

µατικὸ ἐπίπεδο ἔλλειψη ἢ κύκλο, ὑπερβολή, δύο εὐθεῖες, ἕνα σηµεῖο, ἢ τὸ κενὸ

σύνολο· ϐλ. ἄσκηση 2.

1.3.1 Συνέχεια τοῦ Παραδείγµατος 1.2.1

Μὲ ϐάση τοὺς ὑπολογισµοὺς στὶς ὑποενότητες 1.1.1 καὶ 1.2.1, ἡ µεταφορὰ τῆς

ἀρχῆς τῶν ἀξόνων στὸ σηµεῖο (x0, y0) καὶ ἡ στροφὴ κατὰ γωνία θ ἀντιστοιχεῖ στοὺς

τύπους

x =
5x′ − 4y′√

41
− 3

35
, y =

4x′ + 5y′√
41

+
1
14

καὶ ἡ ἀντικατάσταση στὴν f(x, y) = 5x2 + 40xy − 4y2 − 2x + 4y + 7 = 0 δίνει,

ὕστερα ἀπὸ τὶς πράξεις

21x′2 − 20y′2 +
253
35

= 0 , ἤ, ἰσοδύναµα,
x′2

253
735

− y′2

253
700

= 1 ,

ποὺ εἶναι ἐξίσωση µιᾶς ὑπερβολῆς.

2 J2 = 0

2.1 Στροφὴ τῶν ἀξόνων

Στὴν περίπτωση αὐτὴ στρέφοµε τοὺς ἄξονες κατὰ γωνία θ, ὅπου

cos θ =
A√

A2 +B2
, sin θ =

B√
A2 +B2

.

Στὸ νέο σύστηµα ἀξόνων ἂς συµβολίζοµε τὶς συντεταγµένες (x̃, ỹ). Συνεπῶς,

x =
Ax̃−Bỹ√
A2 +B2

, y =
Bx̃+Aỹ√
A2 +B2

(7)

καὶ ἡ ἀντικατάσταση στὴν f(x, y) = 0 δίνει (λαµβάνοντας ὑπ’ ὄψιν ὅτι B2 = AC)

A(A+C)2x̃2+2(AD+BE)
√
A2 +B2 x̃+2(AE−BD)

√
A2 +B2 ỹ+AF (A+C) .

(8)

᾿Εδῶ ὁ συντελεστὴς τοῦ x̃2
εἶναι 6= 0, διότι A(A + C) = A2 + AC = A2 + B2

, τὸ

ὁποῖο ἐξ ἀρχῆς ἔχει ὑποτεθεῖ διάφορο τοῦ µηδενός (ϐλ. 2).

4
Γενικά, sgn(x) = +1,−1, ἢ 0, ἀνάλογα µὲ τὸ ἂν τὸ x εἶναι ϑετικό, ἀρνητικό,ἢ µηδέν.
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2.1.1 Παράδειγµα

῎Εστω ἡ καµπύλη, ποὺ ὁρίζεται ἀπὸ τὴν (1) ὅταν

A = 1, B = 2, C = 4, D = 1, E = −2, F = 3 .

᾿Εδῶ J2 = 0 καὶ στρέφοµε τοὺς ἄξονες κατὰ γωνία θ, ὅπου cos θ = 1/
√

5, sin θ =
2/
√

5. Οἱ νέες συντεταγµένες x̃, ỹ συνδέονται µὲ τὶς ἀρχικὲς µέσῳ τῶν σχέσεων

x =
x̃− 2ỹ√

5
, y =

2x̃+ ỹ√
5

καὶ ἡ ἀντικατάσταση στὴν f(x, y) = 0 δίνει

5x̃2 − 6√
5
x̃− 8√

5
ỹ + 3 = 0 .

Τὸ παράδειγµα συνεχίζεται παρακάτω.

2.2 Κανονικὴ µορφὴ τῆς ἐξίσωσης

῾Η ἐξίσωση, στὴν ὁποία καταλήξαµε παραπάνω, εἶναι τῆς µορφῆς

Kx̃2 + Lx̃+Mỹ +N = 0 , K 6= 0 . (9)

Ἂν M = 0 ἡ ἐξίσωση αὐτὴ παριστάνει στὸ πραγµατικὸ ἐπίπεδο δύο παράλλη-

λες εὐθεῖες (διαφορετικὲς ἢ ταυτιζόµενες), ἢ τὸ κενὸ σύνολο· ϐλ. ἄσκηση 3. Στὴν

περίπτωση αὐτὴ δὲν χρειάζεται νὰ κάνοµε µεταφορὰ στοὺς ἄξονες.

Ἂν M 6= 0 ϑὰ χρειασθεῖ µεταφορὰ τῆς ἀρχῆς σ’ ἕνα σηµεῖο µὲ συντεταγµένες

ὡς πρὸς τὸ (x̃, ỹ)-σύστηµα ἔστω (x̃0, ỹ0). Τὶς συντεταγµένες τοῦ νέου συστήµατος,

τὸ ὁποῖο ϑὰ προκύψει ἀπὸ αὐτὴ τὴ µεταφορὰ, ϑὰ συµβολίζοµε (x′, y′). Σκοπός

εἶναι νὰ ἐπιλέξοµε κατάλληλα τὰ x̃0, ỹ0 ὥστε ἀπὸ τὴν ἐξίσωση ὡς πρὸς x′, y′, τὴν

ὁποία ϑὰ ϐροῦµε, νὰ ἀπουσιάζει ὁ πρωτοβάθµιος ὅρος x′, καθὼς καὶ ὁ σταθερὸς

ὅρος. ῎Ετσι,

x̃ = x′ + x̃0 , ỹ = y′ + ỹ0

καὶ ἀντικαθιστώντας στὴν (9) ϐρίσκοµε ὅτι ὁ συντελεστὴς τοῦ x′ εἶναι 2Kx̃0 +L, ἐνῶ

ὁ σταθερὸς ὅρος Kx̃2
0 + Lx̃0 +Mỹ0 +N . ᾿Επειδὴ KM 6= 0, τὸ σύστηµα αὐτὸ ἔχει

µοναδικὴ λύση τὴν

x̃0 = − L

2K
, ỹ0 =

L2 − 4KN
4MK

.

Ἂν, λοιπόν, µεταφερθεῖ ἡ ἀρχὴ τῶν ἀξόνων στὸ σηµεῖο αὐτό, τότε ἡ ἀρχικὴ ἐξίσωση

ϑὰ πάρει, τελικά, τὴ µορφὴ

y′ = −K
M
x′2 ,

ἡ ὁποία εἶναι ἐξίσωση παραβολῆς.

῾Η νέα ἀρχὴ τῶν ἀξόνων ἔχει συντεταγµένες γνωστὲς ὡς πρὸς τὸ (x̃, ỹ)-σύστηµα
συντεταγµένων. Γιὰ νὰ ϐροῦµε τὶς συντεταγµένες της, ἔστω (x0, y0), ὡς πρὸς τὸ

(x, y)-σύστηµα συντεταγµένων πρέπει νὰ κάνοµε χρήση τῶν σχέσεων (7) µὲ τὰ

(x0, y0) στὴ ϑέση τῶν (x, y) καὶ τὰ (x̃0, ỹ0) στὴ ϑέση τῶν (x̃, ỹ).
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2.2.1 Συνέχεια τοῦ Παραδείγµατος 2.1.1

᾿Εδῶ K = 5, L = −6/
√

5, M = −8/
√

5, N = 3 καί, σύµφωνα µὲ τὰ παραπάνω,

ϑὰ γίνει µεταφορὰ τῆς ἀρχῆς τῶν ἀξόνων στὸ σηµεῖο (x̃0, ỹ0) = (3
√

5
25 ,

33
√

5
100 ), ὁπότε

ἡ ἐξίσωση τῆς καµπύλης ϑὰ πάρει τὴν κανονικὴ µορφὴ

y′ =
5
√

5
8
x′2 (ἐξίσωση παραβολῆς.)

῾Η νέα ἀρχὴ τῶν ἀξόνων, δηλαδή, τὸ σηµεῖο (x̃0, ỹ0), ἔχει, ὡς πρὸς τὸ ἀρχικὸ

σύστηµα ἀξόνων, συντεταγµένες ποὺ ὑπολογίζονται ϐάσει τῶν (7) : (x0, y0) =
(−27/50, 57/100).

3 ᾿Ασκήσεις

1. ῎Εστω ἡ ἐξίσωση Kx2 + Lxy + My2 = 0, στὴν ὁποία τὰ K,L,M δὲν εἶναι

καὶ τὰ τρία µηδέν. ∆εῖξτε ὅτι, στὸ πραγµατικὸ ἐπίπεδο, ἡ ἐξίσωση αὐτὴ πα-

ϱιστάνει : (α΄) ∆ύο (διαφορετικὲς) τεµνόµενες εὐθεῖες ἂν L2 − 4KM > 0. (ϐ΄)

∆ύο ταυτιζόµενες εὐθεῖες
5
, ἂν L2− 4KM = 0. (γ΄) Τὸ σηµεῖο (0, 0), καὶ µόνο

αὐτό, ἂν L2 − 4KM < 0.

2. ῎Εστω ἡ ἐξίσωση Kx2 +Ly2 +M = 0, ὅπου οἱ πραγµατικοὶ ἀριθµοὶ K,L,M
δὲν εἶναι καὶ οἱ τρεῖς µηδέν. ∆εῖξτε ὅτι, στὸ πραγµατικὸ ἐπίπεδο, ἡ ἐξίσω-

ση αὐτὴ παριστάνει : (α΄) ῎Ελλειψη ἢ κύκλο, ἂν KLM 6= 0 καὶ sgn(K) =
sgn(L) = −sgn(M). (ϐ΄) ῾Υπερβολή, ἂν KLM 6= 0 καὶ sgn(K) = −sgn(L).
(γ΄) Ζεῦγος τεµνοµένων στὸ (0, 0) εὐθειῶν, ἂν KL 6= 0, M = 0 καὶ sgn(K) =
−sgn(L). (δ΄) Τὸ σηµεῖο (0, 0) (καὶ µόνο αὐτό), ἂν KL 6= 0, M = 0 καὶ

sgn(K) = sgn(L). (ε΄) Ζεῦγος παραλλήλων εὐθειῶν, ἂν KM 6= 0, L = 0 καὶ

sgn(K) = −sgn(M) ἢ ἂν LM 6= 0, K = 0 καὶ sgn(L) = −sgn(M). (ϝ΄) Κενὸ

σύνολο, ἂν KM 6= 0, L = 0 καὶ sgn(K) = sgn(M) ἢ ἂν LM 6= 0, K = 0 καὶ

sgn(L) = sgn(M).

3. ῎Εστω ἡ ἐξίσωση Kx2 + Lx + N = 0, K 6= 0. ∆εῖξτε ὅτι, στὸ πραγµατικὸ

ἐπίπεδο ἡ ἐξίσωση αὐτὴ παριστάνει δύο παράλληλες εὐθεῖες ἂν L2− 4KN >
0, δύο ταυτιζόµενες εὐθεῖες ἂν L2 − 4KN = 0 καὶ τὸ κενὸ σύνολο ἂν L2 −
4KN < 0.

4. Σὲ κάθε µία ἀπὸ τὶς παρακάτω περιπτώσεις δευτεροβάθµιας καµπύλης ὑπο-

λογῖστε τὶς συντεταγµένες (x0, y0) κατάλληλης νέας ἀρχῆς ἀξόνων καὶ στροφὴ

τῶν ἀξόνων κατὰ κατάλληλη γωνία θ, ὥστε ἡ ἐξίσωση τῆς καµπύλης, στὶς νέες

συντεταγµένες (x′, y′) νὰ ἔχει κανονικὴ µορφή. Τί εἴδους καµπύλη παρι-

στάνει ἡ ἐξίσωση ; Βρεῖτε τὶς συντεταγµένες τῶν ἑστιῶν της (ἂν ἔχει) καὶ τὴν

ἐξίσωση τῆς διευθετούσας της (ἂν ἔχει) ὡς πρὸς τὸ ἀρχικὸ (δηλαδή, τὸ x, y)
σύστηµα ἀναφορᾶς.

5
Γιὰ κάποιους λόγους, ποὺ δὲν εἶναι σκόπιµο νὰ ἐξηγηθοῦν ἐδῶ, µία ἐξίσωση τῆς µορφῆς (αx +

βy + γ)2 = 0, α2 + β2 6= 0, ϑεωροῦµε ὅτι παριστάνει ὄχι µία εὖθεία, ἀλλὰ δύο ταυτιζόµενες εὐθεῖες.
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(α΄) 3x2+12xy+8y2−2x+4y+1 = 0. [Ἀπάντηση: (x0, y0) = (−5/3, 1), cos θ =
3/
√

13, sin θ = −2/
√

13, −x2+12y2+ 14
3 = 0, ὑπερβολή µὲ ἑστίες, τῶν ὁποίων

οἱ (x, y)-συντεταγµένες εἶναι (−
√

14
2 −

5
3 ,

√
14
3 + 1) καὶ (

√
14
2 −

5
3 ,−

√
14
3 + 1) ]

(ϐ΄) 5x2−4xy+2y2+12x−6y+1 = 0. [Ἀπάντηση: (x0, y0) = (−1, 1/2), cos θ =
2/
√

5, sin θ = −1/
√

5, 6x2 + y2 − 13
2 = 0, ἔλλειψη, µὲ ἑστίες, τῶν ὁποίων οἱ

(x, y)-συντεταγµένες εἶναι (−
√

39
6 − 1,−

√
39
3 + 1

2 ) καὶ (
√

39
6 − 1,

√
39
3 + 1

2 ) ]

(γ΄) 5x2−4xy+2y2+12x−6y+15
2 = 0. [Ἀπάντηση: (x0, y0) = (−1, 1/2), cos θ =

2/
√

5, sin θ = −1/
√

5, 6x2 + y2 = 0, ἕνα µόνο σηµεῖο, τὸ (x0, y0).]

(δ΄) 7x2−12xy+2y2−22x+44y−33 = 0. [Ἀπάντηση: (x0, y0) = (5, 4), cos θ =
3/
√

13, sin θ = −2/
√

13, 11x2 − 2y2 = 0, δύο διαφορετικές, τεµνόµενες στὸ

(x0, y0), εὐθεῖες.]

(ε΄) 4x2 + 12xy + 9y2 + 2
√

13x + 2
√

13y − 1 = 0. [Ἀπάντηση: (x0, y0) =
(47
√

13/169,−53
√

13/169), cos θ = 2/
√

13, sin θ = 3/
√

13,
13x2 − 2y = 0, παραβολή µὲ ἑστία, τῆς ὁποίας οἱ (x, y)-συντεταγµένες εἶναι

( 7
√

13
26 ,− 4

√
13

13 ) καὶ διευθετούσα 3x− 2y = 3
√

13/2. ]

(ϝ΄) x2 − 4xy + 4y2 − 2x + 4y + 5 = 0. [Ἀπάντηση: cos θ = 1/
√

5, sin θ =
−2/
√

5, 5x′2 − 2
√

5x′ + 5 = 0, κενὸ σύνολο. ∆ὲν χρειάζεται να γίνει µεταφορὰ

τῶν ἀξόνων.]

(Ϲ΄) 9x2 + 6xy + y2 + 6x + 2y + 1 = 0. [Ἀπάντηση: cos θ = 3/
√

10, sin θ =
1/
√

10, 10x′2 + 2
√

10x′ + 1 = 0, δύο ταυτιζόµενες εὐθεῖες. ∆ὲν χρειάζεται να

γίνει µεταφορὰ τῶν ἀξόνων.]

(η΄) 4x2 − 4xy + y2 + 4x − 2y − 1 = 0. [Ἀπάντηση: cos θ = 2/
√

5, sin θ =
−1/
√

5, 5x′2 + 2
√

10x′ − 1 = 0, δύο παράλληλες εὐθεῖες. ∆ὲν χρειάζεται να

γίνει µεταφορὰ τῶν ἀξόνων.]
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