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῎Εστω ἡ δευτεροβάθµια καµπύλη

f(x, y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (1)

καὶ

J3 =
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∣∣∣∣∣∣
ἡ ὁρίζουσα, τὴν ὁποία συναντήσαµε ἤδη στὸ ϕυλλάδιο «∆ευτεροβάθµιες Καµπύλες».

῾Υποθέτοµε ὅτι J3 6= 0, διότι, διαφορετικά, ἡ (1) παριστάνει δύο τεµνό-

µενες εὐθεῖες, ὁπότε δὲν ἔχει ἐνδιαφέρον τὸ πρόβληµα τῆς ἐφαπτοµέ-

νης.

1 ᾿Εφαπτοµένη τῆς καµπύλης σὲ ἕνα σηµεῖο της

῎Εστω P0 = (x0, y0) σηµεῖο ἐπὶ τῆς καµπύλης. Θέλοµε νὰ ϐροῦµε τὴν ἐξίσωση τῆς

εὐθείας, ποὺ ἐφάπτεται τῆς καµπύλης στὸ P0.

Βοηθητικὰ ϑεωροῦµε ἕνα ὁποιοδήποτε σηµεῖο P1 = (x1, y1) ἐπὶ τῆς καµπύλης,

τὸ ὁποῖο µποροῦµε νὰ ϕαντασθοῦµε ὁσοδήποτε κοντὰ στὸ P0, ἀλλὰ διαφορετικὸ

ἀπὸ αὐτό. Γιὰ ὁποιοδήποτε σηµεῖο P = (x, y) τῆς εὐθείας P0P1, διαφορετικὸ ἀπὸ

τὰ P0, P1, ἔστω λ = (P0PP1) ὁ γνωστὸς ἀπὸ προηγούµενα µαθήµατα ἁπλὸς λόγος

τῶν τριῶν σηµείων. Εἶναι γνωστὸ τότε ὅτι

x1 =
x0 + λx

1 + λ
, y1 =

y0 + λy

1 + λ
. (2)

Ἀντικαθιστώντας στὴν F (x1, y1) = 0, ϐρίσκοµε ὕστερα ἀπὸ πράξεις, τὴ σχέση

f(x, y)λ2 + 2L(x, y)λ+ f(x0, y0) = 0 , (3)

ὅπου

L(x, y) = (Ax0 +By0 +D)x+ (Bx0 + Cy0 + E)y +Dx0 + Ey0 + F . (4)

᾿Επειδὴ τὸ P δὲν ϐρίσκεται ἐπὶ τῆς καµπύλης, f(x, y) 6= 0. Ἀντιθέτως, ἐπειδὴ τὸ P0

εἶναι ἐπὶ τῆς καµπύλης, f(x0, y0) = 0. Ἄρα, λύνοντας τὴν (3) ὡς πρὸς λ, παίρνοµε,
ἐν γένει, δύο λύσεις : (α΄) Τὴν προφανῆ λύση λ = 0, ἡ ὁποία δὲν εἶναι δεκτή, διότι

1



τότε ἡ (2) συνεπάγεται ὅτι P1 = P0, κάτι ποὺ ἔχει ἀποκλεισθεῖ.

(ϐ΄) Τὴ λύση λ = L(x, y)/f(x, y). Γιὰ νὰ ἀντιστοιχεῖ ὅµως αὐτὴ ἡ λύση σὲ σηµεῖο

P1 6= P0, πρέπει νὰ εἶναι λ 6= 0, ἄρα L(x, y) 6= 0. Στὴν περίπτωση αὐτή, ἡ εὐθεία

τέµνει τὴν καµπύλη σὲ δύο διαφορετικὰ σηµεῖα P0, P1, ὁπότε ἡ εὐθεία δὲν εἶναι

ἐφαπτοµένη τῆς καµπύλης.

Ἀναγκαστικά, λοιπόν, προκειµένου νὰ µὴν ὑπάρχει ἐπὶ τῆς εὐθείας σηµεῖο τῆς

καµπύλης ἄλλο ἀπὸ τὸ P0, δηλαδή, προκειµένου ἡ εὐθεία διὰ τοῦ P0 νὰ εἶναι

ἐφαπτοµένη, πρέπει L(x, y) = 0.

Συνεπῶς, λόγῳ τῆς (4), ἡ ἐξίσωση τῆς ἐφαπτοµένης τῆς καµπύλης (1)

στὸ σηµεῖο της P0 = (x0, y0) εἶναι
1

(Ax0 +By0 +D)x+ (Bx0 + Cy0 + E)y +Dx0 + Ey0 + F = 0 (5)

Παρατηρῆστε τὴ σχέση τῶν συντελεστῶν αὐτῆς τῆς ἐξίσωσης µὲ τὶς γραµ-

µὲς τῆς ὁρίζουσας J3.

Οἱ συντελεστὲς τῶν x καὶ y αὐτῆς τῆς ἐξίσωσης ἀποκλείεται νὰ εἶναι συγχρόνως

µηδέν, διότι τότε, λόγῳ καὶ τῆς f(x0, y0) = 0, ϑὰ προέκυπτε ὅτι Dx0 +Ey0 +F = 0
2
. Ἀλλὰ τότε, τὸ ὁµογενὲς γραµµικὸ σύστηµα τριῶν ἐξισώσεων µὲ τρεῖς ἀγνώστους,

ποὺ ὁρίζεται ἀπὸ τὶς γραµµὲς τῆς ὁρίζουσας J3, ϑὰ εἶχε µὴ µηδενικὴ λύση καί,

συγκεκριµένα, τὴν (x0, y0, 1), ἄρα ἡ ὁρίζουσα αὐτὴ ϑὰ ἔπρεπε νὰ εἶναι µηδενική,

κάτι ποὺ ἐξ ἀρχῆς ἔχει ἀποκλεισθεῖ.

2 ᾿Εφαπτόµενες ἀπὸ σηµεῖο ἐκτὸς τῆς καµπύλης

῎Εστω τώρα ὅτι τὸ σηµεῖο P0 = (x0, y0) δὲν ϐρίσκεται ἐπὶ τῆς καµπύλης. Θεωροῦµε

τὶς δύο ἐφαπτόµενες τῆς καµπύλης, οἱ ὁποῖες διέρχονται διὰ τοῦ P0. ῎Εστω ὅτι

τὰ σηµεῖα ἐπαφῆς εἶναι τὰ P1 = (x1, y1) καὶ P2 = (x2, y2). Σύµφωνα µὲ τὴν

προηγούµενη παράγραφο, ἡ ἐξίσωση τῆς ἐφαπτοµένης στὸ Pi, (i = 1, 2) εἶναι (ϐλ.

(5), ὅπου τώρα ἔχοµε Pi ἀντὶ γιὰ P0)

(Axi +Byi +D)x+ (Bxi + Cyi + E)y +Dxi + Eyi + F = 0 .

᾿Επειδὴ αὐτὴ ἡ ἐφαπτοµένη διέρχεται διὰ τοῦ P0, ϑὰ πρέπει ἡ ἐξίσωση νὰ ἐπαλη-

ϑεύεται ἀπὸ τὸ (x0, y0), δηλαδή,

(Axi +Byi +D)x0 + (Bxi + Cyi + E)y0 +Dxi + Eyi + F = 0 .

Ἂν κάνοµε τὶς πράξεις καὶ ἀναδιατάξοµε τοὺς ὅρους, ἡ παραπάνω σχέση γράφεται

ἰσοδύναµα ὡς

(Ax0 +By0 +D)xi + (Bx0 + Cy0 + E)yi +Dx0 + Ey0 + F = 0 .

Ἀλλὰ αὐτὸ λέει ὅτι τὰ δύο σηµεῖα Pi = (xi, yi), i = 1, 2 ἀνήκουν στὴν εὐθεία µὲ

ἐξίσωση

(Ax0 +By0 +D)x+ (Bx0 + Cy0 + E)y +Dx0 + Ey0 + F = 0 . (6)

1
῾Ο προηγούµενος συλλογισµὸς δὲν εἶναι ἀπολύτως αὐστηρός, ἀλλὰ ἀρκεῖ γιὰ τὶς ἀνάγκες τοῦ

συγκεκριµένου µαθήµατος.

2
Παρατηρῆστε ὅτι F (x0, y0) = L(x0, y0).
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Ἄρα, ἡ εὐθεία, ἡ συνδέουσα τὰ δύο σηµεῖα ἐπαφῆς P1, P2 τῶν ἐφαπτο-

µένων τῆς καµπύλης, ποὺ ἄγονται ἀπὸ τὸ ἐκτὸς τῆς καµπύλης σηµεῖο

P0 = (x0, y0), ἔχει ἐξίσωση τὴν (6).

Γνωρίζοντας τώρα τὴν ἐξίσωση τῆς εὐθείας P1P2, µποροῦµε νὰ προσδιορίσοµε τὶς

συντεταγµένες τῶν P1, P2, λύνοντας τὸ σύστηµα τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (6). Τέλος,

οἱ ἐξισώσεις τῶν ἐφαπτοµένων P0P1 καὶ P0P2 ϐρίσκονται ἀµέσως, ἀφοῦ ξέροµε τὶς

συντεταγµένες τῶν σηµείων P0, P1, P2.

3 Τελικὸ συµπέρασµα

Τὰ συµπεράσµατα τῶν δύο προηγουµένων παραγράφων ἑνοποιοῦνται ὡς ἑξῆς :

῎Εστω P0 = (x0, y0) τυχὸν σηµεῖο τοῦ ἐπιπέδου.

(α΄) Ἂν τὸ P0 εἶναι σηµεῖο τῆς καµπύλης (1), τότε ἡ

(Ax0 +By0 +D)x+ (Bx0 + Cy0 + E)y +Dx0 + Ey0 + F = 0 (7)

εἶναι ἡ ἐξίσωση τῆς ἐφαπτοµένης στὸ P0.

(ϐ΄) Ἂν τὸ P0 δὲν ἀνήκει στὴν καµπύλη (1), τότε ἡ (7) εἶναι ἡ ἐξίσωση τῆς

εὐθείας, τῆς συνδέουσας τὰ δύο σηµεῖα ἐπαφῆς P1, P2 τῶν ἐφαπτοµένων

ποὺ ἄγονται ἀπὸ τὸ P0 στὴν καµπύλη (1), ὑπὸ τὸν ὅρο ὅτι τὸ σύστηµα

τῶν ἐξισώσεων (7) καὶ (1) ἔχει δύο πραγµατικὲς λύσεις
3 (x1, y1), (x2, y2),

οἱ ὁποῖες καὶ εἶναι οἱ συντεταγµένες τῶν P1, P2. Ἂν τὸ σύστηµα τῶν

ἐξισώσεων (7) καὶ (1) εἶναι ἀδύνατο στοὺς πραγµατικούς, αὐτὸ σηµαίνει

ὅτι ἀπὸ τὸ P0 δὲν εἶναι δυνατὸν νὰ ἀχθεῖ ἐφαπτοµένη στὴν καµπύλη

(π.χ. ἡ καµπύλη µπορεῖ νὰ εἶναι µία ἔλλειψη καὶ τὸ P0 νὰ ϐρίσκεται

στὸ ἐσωτερικό της).

4 ᾿Ασκήσεις

1. ῾Υπολογῖστε τὴν ἐξίσωση τῆς ἐφαπτοµένης στὸ σηµεῖο (x0, y0) τῆς κωνικῆς

τοµῆς µὲ ἐξίσωση f(x, y) = 0 στὶς ἀκόλουθες περιπτώσεις :

(α΄) f(x, y) = 3x2 + 12xy + 8y2 − 2x+ 4y + 1, (x0, y0) = (1,−1 +
√

3
2 ).

(ϐ΄) f(x, y) = 5x2 − 4xy + 2y2 + 12x− 6y + 1, (x0, y0) = (−3
2 ,
√

46
4 ).

(γ΄) f(x, y) = 4x2 + 12xy + 9y2 + 2
√

13x+ 2
√

13y − 1, (x0, y0) = (1,−1).

3
Μπορεῖ ν’ ἀποδειχθεῖ ὅτι, ἂν τὸ σύστηµα ἔχει πραγµατικὲς λύσεις, αὐτὲς εἶναι δύο διαφορετικές,

ἐφ’ ὅσον τὸ P0 δὲν ϐρίσκεται ἐπὶ τῆς καµπύλης.
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2. Χρησιµοποιώντας τὴ γενικὴ ϑεωρία ἀποδεῖξτε ὅτι :

(α΄) ῾Η ἐξίσωση τῆς ἐφαπτοµένης σ’ ἕνα ὁποιοδήποτε σηµεῖο (x0, y0) τοῦ κύ-

κλου (x− xk)2 + (y − yk)2 = R2
µπορεῖ νὰ πάρει τὴ µορφὴ

(x0 − xk)(x− xk) + (y0 − yk)(y − yk) = R2
.

(ϐ΄) ῾Η ἐξίσωση τῆς ἐφαπτοµένης σ’ ἕνα ὁποιοδήποτε σηµεῖο (x0, y0) τῆς ἐλ-

λείψεως
x2

a2
+
y2

b2
= 1 εἶναι

x0x

a2
+
y0y

b2
= 1.

(γ΄) ῾Η ἐξίσωση τῆς ἐφαπτοµένης σ’ ἕνα ὁποιοδήποτε σηµεῖο (x0, y0) τῆς ὑ-

περβολῆς
x2

a2
− y2

b2
= 1 εἶναι

x0x

a2
− y0y

b2
= 1.

(δ΄) ῾Η ἐξίσωση τῆς ἐφαπτοµένης σ’ ἕνα ὁποιοδήποτε σηµεῖο (x0, y0) τῆς πα-

ϱαβολῆς y = cx2
εἶναι 2cx0x = y + y0.

3. Στὶς παρακάτω περιπτώσεις τὸ σηµεῖο (x0, y0) δὲν εἶναι ἐπὶ τῆς καµπύλης

f(x, y) = 0. Σὲ κάθε περίπτωση ἐξετᾶστε ἂν ἄγονται ἐφαπτόµενες ἀπὸ τὸ

σηµεῖο αὐτὸ στὴν καµπύλη καὶ ἂν ναί, ϐρεῖτε τὴν ἐξίσωση τῆς εὐθείας ποὺ

συνδέει τὰ σηµεῖα ἐπαφῆς, καθὼς καὶ τὶς συντεταγµένες τῶν σηµείων ἐπαφῆς.

(α΄) f(x, y) = 11x2 + 6xy + 3y2 + 2x+ 6y − 21, (x0, y0) = (2, 4).

(ϐ΄) f(x, y) = 2x2 − 4xy + 2y2 − 2x+ 6y − 16, (x0, y0) = (2, 1
4).

(γ΄) f(x, y) = 80x2 − 6xy − 2y2 − 2x− 88y + 2, (x0, y0) = (10
33 ,−

17
11).

(δ΄) f(x, y) = 2x2 − 4xy + 2y2 − 2x+ 6y − 16, (x0, y0) = (3
4 ,

9
4).

(ε΄) f(x, y) = 11x2 + 6xy + 3y2 + 2x+ 6y − 21, (x0, y0) = (1,−2).
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