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Άσκηση 1:
α) Λάθος: Για παράδειγμα αν R = K(X1, X2, ...) και S = K[X1, X2, ...], όπουK σώμα και

K(X1, X2, ...) =

{
f(X1, X2, ...)

g(X1, X2, ...)
, όπου f(X1, X2, ...), g(X1, X2, ...) ∈ K[X1, X2, ...], g ̸= 0

}

τότε S είναι υποδακτύλιος του R. Όμως το R είναι σώμα και άρα Noetherian αλλά το S δεν είναι Noetherian.
β) Σωστό: Αν πάρουμε τον φυσικό επιμορφισμό:

π : R ↠ R/I

και R Noetherian τότε από γνωστή Πρόταση έχουμε ότι και R/I Noetherian.
γ)Λάθος: Για παράδειγμα, ανR = Q και S = Z, τότε οR είναιArtinian (αφού είναι σώμα) ενώ ο S δεν είναιArtinian
(όπως δείξαμε στο μάθημα).
δ) Σωστό: Έστω R Artinian. Αρκεί να δείξουμε ότι η τυχούσα φθίνουσα ακολουθία ιδεωδών του R/I έχει minimal
στοιχείο. Θεωρούμε τον φυσικό επιμορφισμό π : R ↠ R/I και την φθίνουσα ακολουθία ιδεωδών του R/I:

I1/I ⊇ I2/I ⊇ ...

Τότε από Correspodence theorem για δακτυλίους έχουμε το εξής διάγραμμα:

R R/I

Ĩ1 I1/I

Ĩ2 I2/I

...
...

kerπ = I 0

Άρα έχουμε μία 1-1 αντιστοιχία μεταξύ των ιδεωδών του R που περιέχουν το I και των ιδεωδών του R/I . Οπότε
οποιαδήποτε φθίνουσα ακολουθία ιδεωδών του R/I θα έχει minimal στοιχείο και τότε R/I Artinian.
ε) Λάθος: Για παράδειγμα, αν R = Q[X] και S = Z[X], έχουμε ότι το Z[X] δεν είναι PID (αφού το ⟨2, X⟩ δεν είναι
κύριο) αλλά το Q[X] είναι PID (αφού Q σώμα).
ζ) Σωστό: Έστω R PID και I ⊴ R. Αρκεί να δείξουμε ότι αν J/I ⊴ R/I , τότε το J/I είναι κύριο. Παίρνουμε το
φυσικό επιμορφισμό π : R ↠ R/I με π(r) = r + I και από correspodence theorem έχουμε ότι το ιδεώδες J/I
αντιστοιχεί σε κάποιο J̃ ⊴ R που περιέχει το I . Αφού R PID έχουμε ότι J̃ = ⟨j⟩ για κάποιο j ∈ R. Θα δείξουμε ότι
J/I = ⟨j+I⟩.Έστω a+I ∈ J/I . Τότε a+I ∈ π(J̃) = J̃+I , άρα ∃b ∈ J̃ τέτοιο ώστε b−a ∈ I και εφ’ όσων I ⊆ J̃ ,
έχουμε b− a ∈ J̃ ⇒ a ∈ J̃ . Συνεπώς a = kj, για κάποιο k ∈ R, οπότε καταλήγουμε ότι a+ I = kj + I ∈ ⟨j + I⟩.
Άρα ⟨j + I⟩ ⊆ J/I . Όμως π(j) ∈ J/I ⇔ j + I ∈ J/I , άρα J/I = ⟨j + I⟩, δηλαδή J/I κύριο ιδεώδες.
η)Λάθος: Για παράδειγμα, αν R = R και S = Z[

√
10], τότε το R είναι UFD (αφού είναι σώμα), ενώ το S, από φυλ-

λάδιο 8, δεν είναι UFD (αφού τα πρώτα ιδεώδη δεν ταυτίζονται με τα ανάγωγα).
θ) Λάθος: Έστω R UFD και I ⊴ R. Αν R/I UFD τότε θα είναι ακέραια περιοχή και άρα I πρώτο ιδεώδες του R, το
οποίο δεν συμβαίνει εν γένει.
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ι) Λάθος: Για παράδειγμα αν R = Q[X] και S = Z[X], έχουμε ότι το Z[X] δεν είναι ευκλείδεια περιοχή (αφού δεν
είναι PID) αλλά το Q[X] είναι ευκλείδεια περιοχή (αφού Q σώμα).

Άσκηση 2:Θεωρούμε τον επιμορφισμό ϕ : Z[X] ↠ Z[
√−n] με ϕ(f(X)) = f(

√−n). Τότε kerϕ = {f(X) ∈ Z[X] :
f(
√−n) = 0} = {όλα τα πολυώνυμα του Z[X] που έχουν ρίζα το

√−n} = ⟨X2 + n⟩. Άρα από correspodence
theorem έχουμε ότι ⟨√−n⟩ αντιστοιχεί στο ⟨X,X2 + n⟩ = ⟨X,n⟩ και μάλιστα

Z[X]⧸⟨X,n⟩ ∼=
Z[
√
−n]⧸⟨

√
−n⟩

Αν πάρουμε τώρα τον επιμορφισμό ψ : Z[X] ↠ Z με ψ(f(X)) = f(0), τότε (όπως έχουμε ξαναδεί σε παλαιότερο
φυλλάδιο) kerψ = ⟨X⟩. Τότε από correspodence theorem έχουμε ότι το ιδεώδες ⟨X,n⟩ αντιστοιχεί στο ⟨n⟩ και
μάλιστα

Z[X]⧸⟨X,n⟩ ∼= Z⧸⟨n⟩
Συνεπώς καταλήγουμε ότι

Z[
√
−n]⧸⟨

√
−n⟩ ∼=

Z⧸⟨n⟩ = Zn

Άσκηση 3: Έστω n ∈ N που δεν είναι τέλειο τετράγωνο και R = Z[
√−n].

α) Θα δείξουμε ότι το 2 δεν είναι πρώτο στοιχείο του Z[
√−n]. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

• Αν n άρτιος, τότε
2|(−n) ⇒ 2|(

√
−n)2 ⇒ 2|(

√
−n)(

√
−n)

Όμως 2 ∤
√−n (διότι αν 2|√−n, τότε

√−n = 2(a + b
√−n), για κάποια a, b ∈ Z και άρα

√−n = 2a +
2b
√−n ⇒ 2a = 0, 2b = 1, άτοπο γιατί b ∈ Z).

• Αν n περιττός, τότε
2|n+ 1 ⇒ 2|(1−

√
−n)(1 +

√
−n)

Αλλά 2 ∤ 1±√−n (διότι αν για παράδειγμα 2|1+√−n, τότε 1+
√−n = 2(a+ b

√−n), για κάποια a, b ∈ Z,
άρα 1 +

√−n = 2a+ 2b
√−n ⇒ 2a = 1, 2b = 1, άτοπο αφού a, b ∈ Z).

Συνεπώς το 2 δεν είναι πρώτο στοιχείο του Z[
√−n].

β) Έστω −n ≤ −3. Έστω ότι το 2 δεν είναι ανάγωγο στο Z[
√−n], τότε ∃a, b, c, d ∈ Z τέτοια ώστε

2 = (a+ b
√
−n)(c+ d

√
−n)

Xρησιμοποιώντας τη νόρμα N του δακτυλίου Z[
√−n], όπου N(a+ b

√−n) = a2 + nb2, έχουμε ότι

N(2) = N((a+ b
√
−n)(c+ d

√
−n)) ⇒ (a2 + nb2)(c2 + nd2) = 4

Άρα είτεN(a+ b
√−n) = N(c+ d

√−n) = 2 ήN(a+ b
√−n) = 1 καιN(c+ d

√−n) = 4. Έστω ότι είμαστε στην
πρώτη περίπτωση, ότι δηλαδή N(a+ b

√−n) = N(c+ d
√−n) = 2. Έχουμε N(a+ b

√−n) = 2 ⇔ a2 + nb2 = 2.
Όμως n ∈ N και n ≥ 3, άρα η μόνη περίπτωση να ισχύει a2 + nb2 = 2 είναι όταν a2 = 2. Τότε όμως a =

√
2, άτοπο

αφού a ∈ Z. Oπότε δεν υπάρχουν στοιχεία a + b
√−n ∈ Z[

√−n] με N(a + b
√−n) = 2. Άρα N(a + b

√−n) = 1
και N(c + d

√−n) = 4. Έχουμε N(a + b
√−n) = 1 ⇔ a2 + nb2 = 1. Όμως n ≥ 3, άρα αναγκαστικά έχουμε ότι

a2 = 1 και b = 0, δηλαδή a+ b
√−n = ±1. Όμως τα 1,−1 είναι αντιστρέψιμα στον Z[

√−n], άρα το
2 =αντιστρέψιμο×(c + d

√−n), οπότε το 2 είναι ανάγωγο στο Z[
√−n]. Επομένως παρατηρούμε ότι τα ανάγωγα

στοιχεία του Z[
√−n] δεν ταυτίζονται με τα πρώτα, άρα ο Z[

√−n] δεν είναι UFD, και άρα ούτε PID, ευκλείδεια πε-
ριοχή.Όμως ο Z[

√−n] είναιNoetherian διότι αν πάρουμε τον επιμορφισμό Z[X] ↠ Z[
√−n], αφού Z[X]Noetherian

έχουμε και ότι Z[
√−n] Noetherian.

Άσκηση 4: Έστω R = Z[
√−n], με n ≥ 3 ελεύθερο τετραγώνων.

Έστω ότι το
√−n δεν είναι ανάγωγο στον R, τότε ∃a, b, c, d ∈ Z τέτοια ώστε

√−n = (a+ b
√−n)(c+ d

√−n).
Άρα, αν πάρουμε τη νόρμα N στον R, όπου N(a + b

√−n) = a2 + nb2, έχουμε ότι n = m(a2 + nb2), όπου
m = N(c+ d

√−n) = c2 + nd2. Oπότεma2 +mb2n− n = 0 ⇔ ma2 + (mb2 − 1)n = 0 (∗). Προφανώςm ̸= 0,
διότι τότε c2 + nd2 = 0 ⇒ c = d = 0 και τότε

√−n = 0, άτοπο. Άραm ≥ 1. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις
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• Aν a = 0, b ̸= 0, τότε από σχέση (∗) παίρνουμε ότι (mb2 − 1)n = 0 και n ̸= 0, άραmb2 = 1. Αφούm, b ∈ Z
για να ισχύει η παραπάνω σχέση πρέπει b = 1 καιm = 1. Τότε όμωςN(c+d

√−n) = 1 και όπως δείξαμε στην
Άσκηση 3 έπεται ότι c+ d

√−n ∈ U(R) και άρα
√−n είναι ανάγωγο.

• Αν a ̸= 0, b = 0, τότε
√−n = a(c + d

√−n) = ac + ad
√−n, οπότε ac = 0 και ad = 1 άρα a = d = ±1.

Συνεπώς
√−n = ±1(c+ d

√−n), όπου ±1 ∈ U(R), άρα
√−n ανάγωγο στον R.

• Aν a, b ̸= 0, τότε ma2 ≥ 0,mb2 − 1 ≥ 0, n ≥ 0, άρα για να ισχύει η (∗) στο Z πρέπει ma2 = 0 και
(mb2 − 1)n = 0. Έχουμε (mb2 − 1)n = 0 και n ̸= 0, άρα mb2 − 1 = 0 ⇒ mb2 = 1 ⇒ m = 1 και b2 = 1.
Tότε όμωςm = 1 ⇔ N(c+ d

√−n) = 1 και όπως δείξαμε στην Άσκηση 3 το c+ d
√−n ∈ U(R). Άρα

√−n
ανάγωγο στον R.

Όμοια, έστω ότι το 1 +
√−n είναι ανάγωγο στο R. Tότε ∃a, b, c, d ∈ Z τέτοια ώστε

1 +
√−n = (a+ b

√−n)(c+ d
√−n) ⇒ N(1 +

√−n) = N(a+ b
√−n)N(c+ d

√−n) ⇒ 1 + n = m(a2 + nb2),
όπου m = N(c + d

√−n) και όπως πριν m ≥ 1. Άρα (ma2 − 1) + (mb2 − 1)n = 0 (∗∗). Διακρίνουμε τις εξής
περιπτώσεις

• Αν a = 0, b ̸= 0, τότε από (∗∗) έχουμε ότι (mb2 − 1)n = 1 ⇒ (mb2 − 1) = 1 και n = 1, άτοπο (αφού n ≥ 3).

• Αν a ̸= 0, b = 0, τότε 1 +
√−n = a(c + d

√−n) = ac + ad
√−n. Άρα ac = 1 ⇒ a = c = ±1 oπότε

1 +
√−n = ±1(c+ d

√−n), όπου ±1 ∈ U(R), άρα 1 +
√−n ανάγωγο στον R.

• Αν a, b ̸= 0, τότε έχουμεma2 − 1 ≥ 0,mb2 − 1 ≥ 0, n ≥ 3, άρα για να ισχύει η (∗∗) πρέπειma2 − 1 = 0 και
mb2 − 1 = 0, το οποίο συνεπάγεται ότιmb2 = 1 ⇒ m = b = 1 και άρα, όπως πριν, c+ d

√−n ∈ U(R). Άρα
1 +

√−n ανάγωγο στον R.

Ένα ιδεώδες τουR που δεν είναι κύριο είναι το ⟨2,√−n⟩ διότι αν ήταν θα υπήρχαν a, b ∈ Z τέτοια ώστε ⟨2,√−n⟩ =
⟨a+b

√−n⟩.Έτσι όμως 2 ∈ ⟨a+b
√−n⟩ ⇒ 2 = (a+b

√−n)(c+d
√−n) και 2 ανάγωγο.Άρα είτε c+d

√−n ∈ U(R)
και a = ±2, b = 0 ή a+b

√−n ∈ U(R) και c = ±2, d = 0. Στην πρώτη όμως περίπτωση έχουμε
√−n /∈ ⟨a+b

√−n⟩
και στην δεύτερη περίπτωση έχουμε ⟨2,√−n⟩ = Z, άτοπο. Άρα ⟨2,√−n⟩ δεν είναι κύριο ιδεώδες.

Άσκηση 5: Έστω R ακέραια περιοχή και F το σώμα πηλίκων της. Τότε F = S−1R, όπου S = R \ 0. Έστω μο-
νομορφισμός h : R ,→ L, όπου L σώμα. Όμως το σώμα πηλίκων F του R είναι το μικρότερο σώμα που μπορεί
να εμφυτευθεί στον R, άρα το L περιέχει ως υπόσωμα το F (ή κάποια ισομορφική εικόνα του). Άρα για s ∈ S
το s είναι αντιστρέψιμο στον L. Oπότε μπορούμε να επεκτείνουμε τον h σε μονομορφισμό h : F ,→ L ως εξής
h
(
r
s

)
= h(r)h(s)−1, όπου r ∈ R, s ∈ S.

Η απεικόνιση h είναι καλά ορισμένη: Έστω rs−1 = brbs−1, τότε rbs = brs ⇒ h(r)h(bs) = h(br)h(s) ⇒ h(r)h(s)−1 =
h(br)h(bs)−1 ⇒ h

(
r
s

)
= h

(�r
�s
)

H h είναι ομομορφισμός αφού και ο h είναι ομομορφισμός.
Ο h είναι 1-1: Έστω r

s ∈ kerh, τότε h
(
r
s

)
= 0 ⇒ h(r)h(s)−1 = 0. Όμως h(s)−1 ̸= 0, άρα h(r) = 0 ⇒ r ∈ kerh

και h μονομορφισμός, οπότε r = 0. Συνεπώς ker h = {0}.
Τέλος ο h είναι μοναδικός εκ κατασκευής εφ’ όσων τα h(r), h(s)−1 είναι μοναδικά (αφού h μονομορφισμός).

Αν τώρα ο h δεν ήταν μονομορφισμός τότε δεν θα ίσχυε το παραπάνω αποτέλεσμα. Για παράδειγμα ανR = Z, F =
Q και L = R, τότε αν h : Z → R με h(r) = r2 η επέκταση h : Q → R με h(r) = r2 δεν είναι 1-1.

Άσκηση 6: Ψάχνουμε τα ιδεώδη του δακτυλίου

Z[X]/⟨2, X3 + 1⟩

Έστω f(X) = X3+1, τότε από Correspodence Theorem (για τον επιμoρφισμό Z[X] ↠ Z[X]/⟨2, f(X)⟩) έχουμε ότι
τα ιδεώδη του Z[X]/⟨2, f(X)⟩ είναι τα ιδεώδη I του Z[X] που περιέχουν το ⟨2, f(X)⟩. Εφ’ όσων f(X) = X3+1 =
(X + 1)(X2 − X + 1), τότε έχουμε ότι I1 = ⟨2, f(X)⟩ ⊴ Z[X]/⟨2, f(X)⟩, I2 = Z[X] ⊴ Z[X]/⟨2, f(X)⟩, I3 =
⟨2, X +1⟩ ⊴ Z[X]/⟨2, f(X)⟩ και I4 = ⟨2, X2 −X +1⟩ ⊴ Z[X]/⟨2, f(X)⟩. Θα δείξουμε ότι αυτά είναι και τα μόνα
ιδεώδη τουZ[X]/⟨2, f(X)⟩.Έστω κάποιο g(X) ∈ Z[X]\⟨2, f(X)⟩ τέτοιο ώστε ⟨2, f(X), g(X)⟩ ⊴ Z[X]/⟨2, f(X)⟩.
Τότε διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

• Αν deg(g(X)) = 0, τότε g(X) = c ∈ Z. Αν c άρτιος τότε ⟨2, c, f(X)⟩ = ⟨2, f(X)⟩. Aν c περιττός τότε
⟨2, c, f(X)⟩ = Z[X], αφού ⟨2, c, f(X)⟩ ⊇ ⟨2, c⟩ ∋ 1.
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• Αν deg(g(X)) > 0 τότε κοιτάμε τον μκδ(f(X), g(X)). Οι διαιρέτες όμως του f(X) είναι οι f(X), 1,
X+1, X2−X+1, άρα και ο μκδ(f(X), g(X)) είναι κάποιος από τους παραπάνω.Ανμκδ(f(X), g(X)) = f(X),
τότε ⟨2, f(X), g(X)⟩ = ⟨2, f(X)⟩ = I1. Αν μκδ(f(X), g(X) = 1, τότε ⟨2, f(X), g(X)⟩ = Z[X] = I2.
Αν μκδ(f(X), g(X)) = X + 1, τότε ⟨2, f(X), g(X)⟩ = I3. Aν μκδ(f(X), g(X)) = X2 − X + 1, τότε
⟨2, f(X), g(X)⟩ = I4.

Άρα σε κάθε περίπτωση τα ιδεώδη του Z[X]/⟨2, f(X)⟩ είναι τα I1, I2, I3, I4.

Άσκηση 7:Ξέρουμε ότι σε περιοχές κυρίων ιδεωδών R τα πρώτα ιδεώδη ταυτίζονται με τα maximal ιδεώδη του δα-
κτυλίου (και τα πρώτα με τα ανάγωγα επίσης). Άρα στην περίπτωση ενός σώματος F , το F [X] είναι PID, άρα από
την παραπάνω παρατήρηση έχουμε ότι

⟨f(X)⟩ είναι maximal⇔ f(X) ανάγωγο στο F [X]

Από το 3ο Θεώρημα Ισομορφισμών Δακτυλίων έχουμε ότι

Z[X]/⟨7, X2 +X + 1⟩ ∼= Z7[X]/⟨X2 +X + 1⟩

όπου Z7 είναι σώμα και άρα Z7[X] είναι PID. Συνεπώς ⟨7, X2 +X + 1⟩ maximal⇔ Z[X]/⟨7, X2 +X + 1⟩ σώμα
⇔ Z7[X]/⟨X2+X+1⟩ σώμα⇔ ⟨X2+X+1⟩maximal⇔ X2+X+1 ανάγωγο στο Z7[X].Όμως ένα πολυώνυμο
βαθμού 2 πάνω από σώμα είναι ανάγωγο αν και μόνο αν δεν έχει ρίζα στο σώμα. Όμως 22 + 2 + 1 = 7 ≡ 0(mod7),
άρα το X2 +X + 1 έχει ρίζα στο Z7[X], συνεπώς δεν είναι ανάγωγο και άρα καταλήξαμε στο ζητούμενο.

Άσκηση 8: Από την άσκηση 7 έχουμε ότι αν F σώμα τότε

⟨f(X)⟩ είναι maximal⇔ f(X) ανάγωγο στο F [X]

Άρα για να ελέγξουμε αν το ⟨X4 + 1⟩ είναι maximal στο Z2[X],Z5[X],Z7[X],Z11[X], αρκεί να ελέγξουμε αν είναι
ανάγωγο στις παραπάνω PID’s.
Στο Z2[X] έχουμε (X2 + 1)(X2 + 1) = X4 + 2X2 + 1 = X4 + 1. Άρα το X4 + 1 δεν είναι ανάγωγο στο Z2[X].
Στο Z5[X] έχουμε (X2 + 3)(X2 + 2) = X4 + 5X2 + 6 = X4 + 1. Άρα το X4 + 1 δεν είναι ανάγωγο στο Z5[X].
Στο Z7[X] έχουμε (X2 + 4X + 1)(X2 + 3x+ 1) = X4 + (3 + 4)X3 + (1 + 5 + 1)X2 + (4 + 3)X + 1 = X4 + 1.
Άρα το X4 + 1 δεν είναι ανάγωγο στο Z7[X].
Στο Z11[X] έχουμε (X2 + 5X + 9)(X2 + 6X + 5) = X4 + (6 + 5)X3 + (5 + 30 + 9)X2 + 45 = X4 + 1. Άρα το
X4 + 1 δεν είναι ανάγωγο στο Z11[X].

Άσκηση 9: Θέλουμε να δείξουμε ότι το πολυώνυμο X2 + Y 2 + 1 είναι ανάγωγο στο C[X,Y ]. Αρκεί να δείξουμε
ότι το h(X) = X2 + (Y 2 + 1) είναι ανάγωγο στο (C[Y ])[X]. Έχουμε ότι το πολυώνυμο Y + i είναι ανάγωγο (και
άρα πρώτο) στο C[Y ], διότι αν όχι θα υπήρχαν f(Y ), g(Y ) ∈ C[Y ], f, g ̸= 0 τέτοια ώστε Y + i = f(Y )g(Y ) και
degf, degg ≤ deg(Y + i) = 1. Άρα από ισότητα βαθμών στα δύο μέλη έχουμε ότι αναγκαστικά το f ή το g είναι
μηδενικού βαθμού, δηλαδή σταθερά και άρα αντιστρέψιμο στο C. Άρα αν εφαρμόσουμε το κριτήριο αναγωγιμότητας
του Eisenstein για το πρώτο Y + i έχουμε

• Y + i|Y 2 + 1 στο C[Y ]

• Y + i ∤ X2

• (Y + i)2 = Y 2 + 2iY − 1 ∤ Y 2 + 1

ΆραX2 +Y 2 +1 ανάγωγο στο σώμα πηλίκων του C[X,Y ] και αφού είναι primitive είναι ανάγωγο και στο C[X,Y ].

Άσκηση 10: 1) Έστω f(X) = anX
n+ · · ·+a0 ∈ R[X] είναι μηδενοδιαιρέτης τουR[X].Θα δείξουμε ότι ∃b ∈ R τέ-

τοιο ώστε ban = ban−1 = ... = ba0 = 0.Έστω ότι δεν υπάρχει, δηλαδή για κάθε b ∈ R, bf(X) ̸= 0.Έστω πολυώνυμο
g(X) = bmXm + · · ·+ b0 ∈ R[X], g(X) ̸= 0, bm ̸= 0 ελαχίστου βαθμού τέτοιο ώστε f(X)g(X) = 0. Θεωρούμε k
το μέγιστο δείκτη ώστε akg(X) ̸= 0 (αν δεν υπάρχει τέτοιο k θα είχαμε ότι για κάθε δείκτη i = 1, . . . , n aig(X) = 0,
άρα b0ai = 0 για κάθε i = 1, ..., n συνεπώς b0f(X) = 0, άτοπο εξ’ υποθέσεως). Τότε για δείκτες i > k έχουμε
aig(X) = 0, άρα 0 = f(X)g(X) = (anX

n+ · · ·+a0)(bmXm+ · · ·+ b0) = (akX
k+ · · ·+a0)(bmXm · · ·+ b0) ⇒
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akbm = 0. Όμως f(X)g(X) = 0 ⇔ akf(X)g(X) = 0 ⇔ f(X)(akg(X)) = 0 και deg(akg(X)) < degg(X) επειδή
akbm = 0, άτοπο λόγω ελαχιστότητας του βαθμού του g.
2) (⇒) Έστω f(X) = anX

n + · · ·+ a0 ∈ U(R[X]). Τότε ∃g(X) = bmXm + · · ·+ b0 ̸= 0 τέτοιο ώστε

f(X)g(X) = 1 ⇔
m+n∑

k=0

(
k∑

i=0

aibk−i

)
Xk = 1

Άρα a0b0 = 1 ⇒ a0, b0 ∈ U(R) και
∑k

i=0 aibk−i = 0, για k = 1, . . . ,m+ n. Συνεπώς έχουμε

anbm = 0
an−1bm + anbm−1 = 0 ⇒ anan−1bm + a2nbm−1 = 0 ⇒ a2nbm−1 = 0

an−2bm + an−1bn−1 + anbm−2 = 0 ⇒ a3nbm−2 = 0
...

an−2b2 + an−1b1 + anb0 = 0 ⇒ am+1
n b0 = 0

Όμως b0 είναι αντιστρέψιμο άρα am+1
n = 0 ⇒ an ∈ N(R). Άρα δείξαμε ότι το an είναι μηδενοδύναμο άρα

και το anX
n μηδενοδύναμο. Συνεπώς (αν μιμηθούμε την απόδειξη του φυλλαδίου 6, άσκηση 7) έχουμε ότι και το

f(X) − anX
n είναι αντιστρέψιμο, αφού f(X)m+1 = f(X)m+1 − (anX

n)m+1 = (f(X) − anX
n)(f(X)m +

f(X)m−1anX
n+· · ·+(anX

n)m) ⇔ (f(X)−anX
n)(f(X)m+f(X)m−1anX

n+· · ·+(anX
n)m)(f(X)−1)m+1 =

1 και άρα f(X)−anX
n ∈ U(R[X]). Οπότε επαγωγικά έχουμε ότι ai μηδενοδύναμα στοιχεία τουR για i = 1, . . . , n

(⇐) Έστω πολυώνυμο f(X) = anX
n + · · · + a0 ∈ R[X] με a0 ∈ U(R) και ai nilpotent στοιχεία του R για

i = 1, . . . , n.Θα δείξουμε ότι το f(X) ∈ U(R[X]). Έχουμε f(X) = a0(1+a−1
0

∑n
k=1 akX

k). Aν s =
∑n

k=1 akX
k,

αρκεί να δείξουμε ότι 1+ a−1
0 s ∈ U(R[X]). Έχουμε ότι ai nilpotent για i = 1, . . . , n, άρα και τα aiXi είναι nilpotent

και επειδήN(R[X]) είναι ιδεώδες, έχουμε και ότι−a−1
0 s επίσης nilpotent. Oπότε, από άσκηση 7-φυλλάδιο 6, έχουμε

ότι το 1− (−a−1
0 s) = 1 + a−1

0 s είναι αντιστρέψιμο, το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Άσκηση 11: Έστω R ακέραια περιοχή όπου κάθε πρώτο ιδεώδες της είναι κύριο. Θα δείξουμε ότι R είναι PID. Έστω
ότι δεν είναι. Θεωρούμε S = {I ⊴ R : I δεν είναι κύριο}. Tότε εξ’ υποθέσεως, S ̸= ∅. Έστω αλυσίδα A ιδεωδών
του S: I1 ⊆ I2 ⊆ . . . , τότε ∪i∈NIi είναι ιδεώδες του S (διότι αλλιώς αν ∪i∈NIi = ⟨a⟩ τότε a ∈ ∪i∈NIi ⇒ ∃Ik ∈ A
τέτοιο ώστε a ∈ Ik και Ik ⊆ ∪i∈NIi = ⟨a⟩ ⇒ Ik = ⟨a⟩, άτοπο διότι Ik ∈ S) και ∪i∈NIi αποτελεί άνω φράγμα της
αλυσίδας A. Συνεπώς ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του λήμματος του Zorn, άρα το S έχειmaximal στοιχείο, έστω
P . Tότε το P δεν γίνεται να είναι πρώτο ιδεώδες, άρα ∃a, b ∈ R τέτοια ώστε ab ∈ P και a, b /∈ P .Κοιτάμε το ιδεώδες
⟨P, a⟩ ⊋ P . Απόmaximal ιδιότητα του P έπεται ότι ⟨P, a⟩ είναι κύριο, δηλαδή ⟨P, a⟩ = ⟨r⟩, για κάποιο r ∈ R. Έστω
K = {br ∈ R : bra ∈ P}. ΤότεK ⊴ R (όπως είδαμε στο μάθημα) και P ⊊ K, διότι προφανώς P ⊆ K και b ∈ K \P .
Άρα τοK είναι κύριο ιδεώδες, δηλαδήK = ⟨k⟩, για κάπoιο k ∈ R. Iσχυρίζομαι ότι P = ⟨rk⟩:
(⊆) Έστω p ∈ P . Τότε p ∈ ⟨P, a⟩ = ⟨r⟩ ⇒ p = rx, για κάποιο x ∈ R. Συνεπώς rx ∈ P ⇒ x⟨r⟩ ⊆ P οπότε
xa ∈ P ⇒ x ∈ K = ⟨k⟩ ⇒ x = bxk, για κάποιο bx ∈ R. Άρα καταλήγουμε στο ότι p = bxrk ⇒ p ∈ ⟨rk⟩.
(⊇) Aντίστροφα τώρα έχουμε ότι k ∈ K ⇒ ka ∈ P άρα το ιδεώδες k⟨P, a⟩ περιέχεται μέσα στο P . Ισοδύναμα
k⟨r⟩ ⊆ P ⇒ kr ∈ P .
Oπότε συμπεραίνουμε ότι P = ⟨rk⟩, δηλαδή P κύριο ιδεώδες, άτοπο. Άρα R είναι PID.
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