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q r.sutcvcswv�x�y z|{~}�����{7�����p�1����� �c�����
8|9k − 1 � ��� k ≥ 1r3���n����vcswv�� �\�|�~�1��{~}j��������{7{a��� �	��� � � �	¡¢ �j�

k = 1 £a¤ ������{ 8|9 − 1
������¥n��¦�§¨�,� © ¤�ª {~�«¡¬ ©�� � �����c� © ¤	ª {~� � ��� k ­ �c�<��{~}���������{\������� © ¤�ª {~� � ��� k + 1

¡ ®¯���1��°�¦@�������c{a©�° £~¤ ������{5�±��� 9k − 1 = 8` ­ ` ∈ N
¡ ¢ ���

k + 1 £a¤ ������{ 9k+1 − 1 = 9k9 − 1 = (8` + 1)9 − 1 = 8(9` + 1)
¡ ¬ ����� £ ¦ � �²� 9k+1

{~} ¦����	���±³�³��±��³���©p� �C�~���C´C�����
��{~}�������{L�~�3µ�°±�~� ª ��{a¦��n¡

q r.sutcvcswv�¶cy z|{~}�����{7{a��� �	��� � � �|�±��� � ��� n ≥ 1
� © ¤�ª {~�

13 + 23 + ... + n3 = (1 + 2 + ...n)2

q rS��·p����v�s¸v�� ¹²�±�»º���� ¤ ��� � ¦ � ��}�µ�������{5�±��� ∑n

i=1 i = n(n+1)
2

¡
¼ ��°�¦Y{>��� �	����½.¾�� ��� n = 1

������¥n��¦�§¨�,� © ¤	ª {~�¿¡wº ¬ ©	� � �����n� © ¤	ª {~� � ��� n
�c�C��{~}���������{7�����n� © ¤	ª {~� � ��� n + 1

¡BÀ7������{
13 + 23 + ... + n3 + (n + 1)3 = (1 + 2 + ... + n + (n + 1))2

(1 + 2 + ... + n)2 + (n + 1)3 =

(

(n + 1)(n + 2)

2

)2

(

n(n + 1)

2

)

+ (n + 1)3 =

(

(n + 1)(n + 2)

2

)2

Á {>���C�±���1�±��³ £ �7��������{»� �7� ���a��³ ½±� ������{L©�{\��³�°±� ½ � ©�����°±�~�	¡¨z|{~}�������{L³�� � ����¦,�±���n� © ¤�ª {~� � ��� n + 1 ­ �����C��{~}�������{L�~�µ�°±�~� ª ��{a¦��n¡

q r.sutcvcswvÃÂ�y ÄL��©p{a�C������¥p����{>��� � £ �@����������{a� � ���������±� � ¦3��������� ª ¦1¦��Å{a��¥n��¦�� ©	�~� ª ¦3©�{|{a³�³�°�¦�� � £ �@��� ¦��±�	}���{a�|�����~����Æ� ¦ ½ � � ¦�ÇKÈÉ����¦��²� � � ¦��L³������ ¦�� � �U� ����{>³�³ ½ ¦������ � ���������±�~��Ê¸®L¦U� ���c{¨� £ �~� ���7�±� �±³����±�n{~} �~�����±��� £ ¦���¦X��{>������Ë ½ ¥c� �²¥p��©p� � ������ �n���ÌÈÍ��{,����§��~�ÎËn°�¥c} �Î������¥n����{>����� �S�����S�~�ÎÏ�ÊU����©��1�~�S���±³ ª ���±�~���	} ¦�°±�~�<��������� ª ¦|¦��1�~����� ¦�����°��c� ª ¦|©	��°�¦ ¬ ³�Æ³������	Ð
q rS��·p����v�s¸v�� ÑU�Å� � � ¦�� � ���������±�~�Å{~} ¦����ÓÒ~Ôp¡ ¬ ����� £ ¦ � �1©���� �<����{»� �C� £ ©p{~� �1��������� ª ¦S¦��9��������¦S�±���TÒ3�±���9�~�ÕÒ~Ô
� ���������±�~�	¡uº ®L���C�±³�� �����p©p��¦�������©p��� }p{~} ¦���� 14 · 14 · 14 = 143 ¡¼ ��°�¦X��³�³�°U��{~��}���� � ©�° £a¤ ������{��~�����K}���� �����B©p��¦�������©p��� ª � � ���L�~� � �����������a�L� ��� � �j�¯�~�����Ó����� �n��� ª � £a¤ ������{¨Ö7{>� � ³�� ��£ �
� ���|��°�¦,���»§���°@� £ ©�°C�������±���ÅÒ»ÏC{>��� ³�� ��£ � � ���|��� �5��³�³�{~�L����{»� �7� £ ©�{~� �±¡ ¼ ��¦��±³������ £a¤ ������{ 143 · 9 · 103 {>����³�� ��£ ��¡

i



q r.sutcvcswv��fy Á {7����©������\�������������\��������� ª ��{\¦��<{>����³ £ ��������{¯�����1�±����© ª ¦���³��@®*���������~��� [n]
§�©���{

A ⊆ B
Ç

q rS��·p����v�s¸v�� ¢ ���3���±�n{Y����� �c��� £a¤ ������{²����{»� �@{>� � ³�� �p£ � ­ ¦��S��¦ ½ � {~��©	�~�Å® ÈÉ�����3� ����©��~���UÊ ­ ¦��S��¦ ½ � {~�c����¦��Å©��a�� ­ ¦��1��°�¦|��¦ ½ � {~�n©�{5� ��¦ £ ¦��<�����3�~�<� ª �p¡ ¼ ��¦��±³�� � �C�±³�� �n���c����� �n��� }n{~} ¦���� n {>����� £ ¦ � �,���c����¦��±� £ �²{a��� ³�� ��£ �²{~} ¦����
3 · 3 · 3 · ... · 3 = 3n

q r.sutcvcswv��cy ®L¦
r, s, k ∈ N

��{
r ≥ s

��{~}�����{\�����
s!
{~} ¦�������������� £ ��°��7�a��� (k + 1)(k + 2)...(k + r)

¡
q rS��·p����v�s¸v�� ®L¥n� ª r ≥ s ­ � © ¤	ª {»������� r + k ≥ s

� ���
(r + k)! ≥ s! (1)

¬ ����� £ ¦ � � ­
(k + 1)(k + 2)...(k + r) =

(k + r)!

k!
(2)

� £ ³�������{L��°�³���� ½ ¦��C��{~}���������{7����� s!| (k+r)!
k!

¡¨®¯���1��� �5© ¤�£ ©�{~� �CÈ Ò�ÊK�����¸È���Ê
	�³ £ ��������{L{ ª � �±³��@����� ­
(k + r)!

k!
=

(k + r)(k + r − 1)...(s + 1)s!

k!®¯���1��°C© ¤	£ ©p°C����� ½ �~�3µ�°±�~� ª ��{a¦��<{»} ¦����	������¥p��¦ £ �±¡

q r.sutcvcswv���y ÄL��©p�����5���j����� £ ��{a� £a¤ {~�p�1����� �n����� 2m
ÇÓÀ������ �n�����

2m3n
Ç

q rS��·p����v�s¸v�� �\�C��{~}���������{7{>��� �	��� �����C�±���p�3����� �n����� 2m £a¤ {~� m + 1
���j����� £ ��{a�±¡BÀ������ �c�����
� £a¤ {~�p�����1��������� £ ��{a�±¡¬ ©�� � �����c� 2m £a¤ {~� m + 1

¡¯À ����� �n�����
2m+1 = 2 · 2m £a¤ {~�p����©p�����²��������� £ ��{a�²��©������²� 2m

©p��¦ £ ¦���¦SÈ �~��¦@{a���±����~����ÊK��°±³���� ½ m + 2
¡ ¬ ����� £ ¦ � �²��{~}�������{L�~�3µ�°±�~� ª ��{a¦��n¡À ����� �c�����

2m £a¤ {~� m + 1
� ��� �

3n £~¤ {~� n + 1
��������� £ ��{a��¡ ¬ ����� £ ¦ � �3�~� � � ¦�����{a¦��R�~����� £a¤ {»� (m + 1)(n + 1)�������j� £ ��{a��¡

q r.sutcvcswv��cy º ¬ ¤ ������{ Ò�ÏR����� �c��°�� £ ¦�{a�.������³�{a�3� ���¨�����j�R� ���±�����R��{ ¤ � ��°±��� � �±��°±��{a��� ­�� � �����R��¦���} ©	�~� � ¤ �	¡ Á {����©p�����7�������������5��������� ª ��{7¦���	��±³�������{¯��� �5������³�{a�\©	�~�C���������j�	ÇXÈ ¤ � ��� �²{a© � ��{a��� � ½ ©�{»�����C� £ ©p�C©	�~�C������������Êq rS��·p����v�s¸v�� ¢ �j�.�~� ����§��a�R� ������}w{>����³ £>�	� �Î�±���9��� �ÎÒ�ÏÎ������³�{a� ¤ � ��} �1©�{»�����Å��{ (

10
5

) �������������±¡3º À\��� ��� � ���Î�~���{ ª ��{a���1��{ (

5
3

) ��������������¡ ¹²��� � ���|�~�<��{>³�{a�±�~��} �C��{ (

2
2

) ��������������¡ ÑU{>³�� ��§¨�\�±³�� ��� �p����¦��±�~� ��©p��¦�������©p��� }p{~} ¦����
(

10

5

)(

5

3

)(

2

2

)

q r.sutcvcswv���y Á �j�C������������ÏC�±����� � ¦,� £ ³�{~��¦��<¥���������{»������{~� � ­ � £ ¦�{a�²��{a�a��� ª �a����� ­ {>��� ������� £ �\��{�� ­ �|� ����Ô<�±�~�����|°� ���c{7�����	¡ Á {7����©p�����7�������������5������� £ �p¦�� � } ¦����p�������nÇXÈÍ{a© � ��{a��� � ½ ©p{~�����C��{a¦Y�±����� ¤ {~� Êq rS��·p����v�s¸v�� º À\�����j�@��{7��°�¦,������° � � ª ��{~¦�°�¡
(

20

6

)(

14

5

)(

11

4

)

q r.sutcvcswv���y �7����³�� � } ©	��{¯�~�1�±�n��� � ©p��� n
∑

k=1

k2
(

n

k

)

q rS��·p����v�s¸v�� ¢ ¦ � ��}�µ�������{\����� (a + b)n =
∑

(

n

k

)

akbn−k
¡ ¢ ���

a = x, b = 1 £a¤ ������{

(1 + x)n =
∑

(

n

k

)

xk (1)

ii



ÄL����� �	��� }jµ�������{7��°�¦²�������±����¦ � © ¤	£ ©p°C�����C¥n�����C�����	�~�3�±���±� £ ³�{a©����Y�����|����}j��¦�������{ � ��� x = 1
{~} ¦����

∑

k

(

n

k

)

= n2n−1 (2)

ÄL����� �	��� }jµ�������{U�����@¥n��� £ �¯��°�¦\© ¤	£ ©�°1ÈHÒ�Ê ­ ��¦���� � �±�c� ©��~� ª ��{ x = 1
� ����������� ¤ ��{~����©	��{~}���¦»��� � ����� ©��~� ª ��{K��°�¦7© ¤	£ ©�°È���Ê>¡

q r.sutcvcswv�x��fy Ä7��©p�C������¥p����{>��� � � � ����¥ ½ �����~�|�±����� ¤ ����¦²��{ n
��������¥ £ ��Ç�ÄL��©��<��{ n

� ������¥ £ �\� ��� k �±� � £ �±Çq rS��·p����v�s¸v�� º ¬ ¦����\����������� � ���C¦��<©	� {a¥p�a� ª ��{\© º����±��°�¦²��°�¦Y��©�� °�©�°C{~} ¦������3{a� ½ � ¾ �����<�~�3© ª ¦��±³�� V ­ �~�3© ª ¦���³��� � ¦,� ������¥ � ¦ ­ � �±�~��©�� {a����µ � �~�1© ª ¦��±³��<� � ¦@�±� ��§¨¦�¡ ¬ } ¦���� £ �±� �±³��<¦��C��� ª ��{7�±���	�~�1� £>� {>�n���5���±�~� ª �~���|©p��¦��±³����{~} ¦���� (
n

2

) ¡ ÈÉ� �±�~��©�� {a����µ�������{B�±³�{a�Ó��� �U����¦��±� £ �K��������{a� ¤ � ��� �U¦��5�����X{a¦�������¥ £ ��{~��°5©�{»������Ê¸º À7³��7�a�²����¦��±���\�±����© ª ¦��±³���~���|©p��¦��±³����@� � ¦@�±� ��§�¦Y{»} ¦���� 2(n

k)
� ������������{>³�� ª ¦5�~�<��³ ½ �n���\�±³ � ¦,� � ¦@����¦��±��§¨¦ � ����¥n°����±� � ¦�¡¢ �j�¯�~�²��{ ª ��{a���5©	� £ ³���� ­ ����� {~}������\�~�²© ª ¦��±³��\� � ¦U������§¨¦U¦��L����� � �±³�{a�B��� �Ó����¦��±��{a�¨��Æ ����{a� ­�¤ � ��} �K¦��7��{B{a¦�������¥ £ ��{~�°C©�{»�����	¡¨z|°±³���� ½	­ ((n

2)
k

)

q r.sutcvcswv�xpxpy ¢ } ¦�{>�~����©p{ £ ¦�� � ����¥p°����C�±³�{~�\� ����������¥ £ �5¦�� £a¤ ����¦,������¥n����{>��������	����n���nÇq rS��·p����v�s¸v�� º À ¤ �«¡|®L¦ � � ¦����~��¦1������� ­ ���±��{@©p{ £ ¦�� � ����¥p°����.��{ n
� ������¥p{a� ­ � �±�n{Y� ������¥p°3�c�.{~} ¤ {@������¥n����{a��� � �	��±�n���n¡uº ¬ ��©n�	�c� £ ����{>��{7�����|� ������¥ ½ ¦��C{~} ¤ { 	����c���1Ï�¡uº ®¯�~����� ­ ���������	�~� � ����¥n°����|���±��{\��{~¦²�n� ½ �~��¦,©p��¦�{>����� � �p¡

q r.sutcvcswv�x ¶�y z|{~}�����{\�±���p©�{5����� � ��� ½ ���±��{ � ����¥n°���� ­ �~�1��³ ½ �c���L� ������¥p§¨¦Y��{7��{a��� ������	����n���1{~} ¦��������»��� �p¡q rS��·p����v�s¸v�� ¢ ¦ � ��}jµ�������{\�±��� 2|E| =
∑

deg(vi) ­ vi ∈ V
¡�� � ��}�µ�������{7��� �7� ������¥ £ �\©p{\����� £ �7��{\������� � 	����c��� ­ ui ­� ����©p{\���±� £ �\��{\��{a��� �»����	��±�n��� ­ vi

¡�� © ¤�ª {~� ­
2|E| =

∑

degui +
∑

degvi

¬ ����� £ ¦ � � ­
∑

degvi = 2|E| +
∑

degui¬ ª ���±³�� � } ¦�{a�~������¦»��� ³�°±�����<�±�����~�1��{ ª ��{a���1� £ ³����\{~} ¦��������»��� ���5����� �n����� ­ �����|� ���	�~�1���»§��~�<�c�C{~} ¦��������»��� ����¡

q r.sutcvcswv�x�Âfy ÄL��©p�C{>��� � §¨��{a¦��|����� � ����¥ ½ �����a� £~¤ {~� £ ¦�� � ����¥n°����|��{ n
� ������¥ £ �±Çq rS��·p����v�s¸v�� ¬ ��� � §¨��{a¦��.{~} ¦����p�~� � ����¥n°����<�a�.����� } �3����� £ � ¤ {>�~���n�����3� �±��� � �3��³�³�� � ����¥p°����1����¦��.��{²����� � ����¥ ½� �±��� � � ¦²� ������¥p§¨¦Y�~���	¡KÀ5�n�±� � £ �5��{a¦@{a����³ £ ����¦��~���	���±�n�±³����	¡ ¬ ����� £ ¦ � �²�a�3��³ ½ �c���7� � ¦|{>��� � ����{~¦ � ¦Y����� � ����¥p°±Æ���±� � ¦ £ ¦���� � ����¥ ½ �����~���|��{ n

� ������¥ £ � ­ {~} ¦����f�a�Å��³ ½ �n���Y� � ¦3�±����©���¦��±³ � ¦|�~���.©p��¦��±³����3� � ¦1� ������¥�§¨¦ ­ ��°±³���� ½
2n

q r.sutcvcswv�x �¸y �X��{~} ��{\�±³��@�~�C��°<� ©p��������¥p� � ����¥ ½ ���±�~�|��{7� £ ©�©p{a��{~� �\� ������¥ £ �±¡q rS��·p����v�s¸v�� À������ �n�����5�~�����5{~} ¦����fÒ�Ò�¡ �X��} ©�����¦��~���p{ ª � �±³�� ­ ��{\�����	��� £ � ­ ����¦��3�����@� £ ³�{~�	³�} � �<������©�� ¤	½ §¨©���{5¦����°�¦,������������{7�����3¥p��� £ �5�a�S}���� � � ����¥n°����	¡

q r.sutcvcswv�x ��y z|{~}�����{²����� £ ¦��1©���¦�{a����� � � � ����¥p°����1��{ n
� ������¥ £ �5� ����³�� � ����{a��{a�²�±��� n

�±� � £ � ­p£a¤ {~�n��¦�� � � ��©���� � ������|��������¥ ½ 	��±�n��� ª|£ ¦���¡q rS��·p����v�s¸v�� �\�,�~�<��{~}���������{¯��{L���~�����n¡wº ¬ ©	� � ����� £~¤ {~� ©p{L�±³�{a�¯��� �L� ������¥n{a� 	����c���|��{a��� ©p©�����{~���<�±��� £ ¦���¡ ÑU����{

iii



�±��� � ¦ � ©���� � ª ��� £a¤ ������{ ­ 2|E| =
∑

deg(vi) ⇒ |E| = n
¡|º ®¯�~����� ­ ��¥p���.�~�Å��³ ½ �c���Y� � ¦3��� ��§¨¦<�n� £ ����{>��{@¦��{~} ¦�������� � ���±��{a���1�±���<�~�1��³ ½ �n���7� � ¦Y��������¥p§¨¦,� ����� ¤ �n} ©p�n¡

q r.sutcvcswv�x �fy z|{~}j�»��{�������°¯��������{>��������{~¦����B©���¦�{a����� � � ªX� ����¥ ½ ���±�~���¨��{ n
� ������¥ £ �¨{~} ¦����»�~�7���±³ ª n−1

¡wÄ7{a��� � ����Ëp��{��{¯��³ ½ ��°Y��������{~����°Y�±³��,�~� � ����¥ ½ ���±�~�@��{ n
� ������¥ £ �L� ���	��������{>����� n− 1

¡ ¬ ��} ©�°��\�±³��Y�~� � ����¥ ½ �����a�@��{L��������{a�����Ò�¡
q rS��·p����v�s¸v��

q r.sutcvcswv�x ��y ®7¦²©�{ £ ¦�� � ����¥n°����Y������� ¤ ����¦7������� 	�§¨�L�����@� ������¥ £ �L��{U��{a��� ����� 	��±�n��� ­ ������{¯���±� £ �¯©p��¦�� £ ��¦��~������{
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