Panepistămio Krăths ` Tmăma Majhmatikÿn JewrÐa OmĹdwn MiqĹlhc KolountzĹkhc ` Earinì exĹmhno 1999-2000

DIAGWNISMA SEPTEMBRIOU

1. ’Estw G mia omĹda. H G dra pĹnw ston eautì thc me suzugÐa. Autì shmaÐnei ìti kĹje stoiqeÐo g ∈ G orÐzei mia metĹjesh ϕ_g twn stoiqeÐwn thc G pou dÐnetai apì ton tÔpo x → ϕ_g(x) = gxg^{−1}. Aută h metĹjesh dhladă, stèlnei to stoiqeÐo x thc omĹdac sto stoiqeÐo g^{−1}xg. (a) DeÐxte ìti h drĹsh aută, ìpwc orÐsthke, eÐnai ìntwc mia drĹsh omĹdac pĹnw se èna sÔnolo. (b) An |Gx| = 1, gia kĹpoio stoiqeÐo x ∈ G, ti sumpèrasma prokÔptei gia to x? (g) An H ≤ G kai GH ⊆ H, ìpou GH = {ϕ_g(h) : h ∈ H, g ∈ G}, ti sumperaÐnete gia thn upoomĹda H?

2. ’Estw H ≤ G. H H lègetai qarakthristikă upoomĹda thc G an gia kĹje automorfismì α thc G èqoume α(H) ⊆ H. An K ≤ H ⊴ G kai h K eÐnai qarakthristikă upoomĹda thc H tìte deÐxte ìti K ⊴ G. 3. (a) Me Aut(G) sumbolÐzetai to sÔnolo ìlwn twn automorfismÿn thc omĹdac G. DeÐxte ìti to Aut(G) apoteleÐ omĹda me prĹxh th sÔnjesh sunartăsewn.

(b) Me Inn(G) sumbolÐzoume to uposÔnolo tou Aut(G) pou apoteleÐtai apì touc eswterikoÔc automorfismoÔc, dhl. touc automorfismoÔc pou proèrqontai apì suzugÐa me èna stoiqeÐo g thc G kai stèlnoun x → gxg^{−1}. DeÐxte ìti to Inn(G) eÐnai upoomĹda thc Aut(G) kai mĹlista kanonikă.

4. Gia mia omĹda G to phlÐko G/Z(G) eÐnai kuklikă omĹda, ìpou Z(G) eÐnai to kèntro thc G. DeÐxte ìti h G eÐnai abeliană.

5. (a) DeÐxte ìti an sqhmatÐsoume, mèsa se mia abeliană omĹda G, to sÔnolo pou apartÐzetai apì to monadiaÐo stoiqeÐo kai ìla ta stoiqeÐa tĹxhc 2, tìte paÐrnoume mia upoomĹda thc G. (b) DeÐxte me èna antiparĹdeigma ìti autì den isqÔei qwrÐc thn upìjesh ìti h G eÐnai abeliană.

H diĹrkeia thc exètashc eÐnai 3 ÿrec. ’Olec oi shmeiÿseic prèpei na eÐnai kleistèc. Kală epituqÐa.

HrĹkleio, 30 AugoÔstou 2000