
Σύγκλιση και φραγμένοι τελεστές
Σύγκλιση SNf → f ή σNf → f είναι προφανής αν f τριγων. πολυώνυμο.

Τριγων. πολυώνυμα είναι πυκνά σε C(T), Lp(T) (1 ≤ p < ∞).

Υπάρχει τρόπος να επεκτείνουμε τη σύγκλιση σε όλο το χώρο μέσω των
τριγων. πολυωνύμων;
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Σύγκλιση και φραγμένοι τελεστές
Θεώρημα
Αν T,TN : X → X, φραγμένοι τελεστές, και TNf → Tf για ένα πυκνό σύνολο
από f ∈ X τότε

∀f ∈ X : TNf → f ⇐⇒ ∥TN∥ ≤ M για κάποιο M.

=⇒
Για f ∈ X έχουμε TNf συγκλίνει άρα ∥TNf∥ φραγμένη ακολουθία.

Banach – Steinhaus =⇒ ∥TN∥ φραγμένη ακολουθία.
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Σύγκλιση και φραγμένοι τελεστές
Θεώρημα
Αν T,TN : X → X, φραγμένοι τελεστές, και TNf → Tf για ένα πυκνό σύνολο
από f ∈ X τότε

∀f ∈ X : TNf → f ⇐⇒ ∥TN∥ ≤ M για κάποιο M.

⇐= Έστω ϵ > 0 και f ∈ X. Παίρνουμε g ∈ X τ.ώ. ∥f− g∥ ≤ ϵ και TNg
N→ g.

∥TNf− f∥ ≤ ∥TNf− TNg∥+ ∥TNg− g∥+ ∥g− f∥
≤ ∥TN(f− g)∥+ ∥TNg− g∥+ ∥g− f∥
≤ ∥TN∥ · ∥f− g∥+ ∥TNg− g∥+ ∥g− f∥
≤ M ∥f− g∥+ ∥TNg− g∥+ ∥g− f∥
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Όχι σύγκλιση στο L1(T)

Πόρισμα
Δεν ισχύει SNf

N→ f για κάθε f ∈ L1(T).

Έχουμε σύγκλιση για τριγων. πολυώνυμα και άρα θα έπρεπε

∥SN∥L1(T)→L1(T)

να είναι φραγμένη ακολουθία.

Όμως: SNKν
ν→ DN (ομοιόμορφα)

∥SN∥L1(T)→L1(T) ≥
∥DN∥1

1
∼ C logN.
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Σύγκλιση στο L2(T)

Πόρισμα
Έχουμε σύγκλιση SNf → f για f ∈ L2(T).

Αρκεί να είναι φραγμένη η ακολουθία

∥SN∥L2(T)→L2(T)

Έχουμε

∥SNf∥22 =
N�

k=−N

����f(k)
���
2
≤ ∥f∥22

Άρα
∥SN∥L2(T)→L2(T) ≤ 1.

Αποδεικνύεται ότι για 1 < p < ∞ επίσης έχουμε ∥SNf− f∥p → 0
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Σύγκλιση και παράγωγος σε ένα σημείο
Θεώρημα
Αν f′(θ0) υπάρχει για κάποιο θ0 ∈ [0, 2π) τότε SNf(θ0)

N→ f(θ0).

SN(f)(θ0)− f(θ0) = f ∗DN(θ0)− f(θ0)

=
�
(f(θ0 − t)− f(θ0))DN(t) dt (αφού

�
DN = 1)

=
�
F(t) · t ·DN(t) dt.

όπου

F(t) =
� f(θ0−t)−f(θ0)

t (0 < |t| < π)

−f′(θ0) (t = 0).
∈ L1(T).
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Σύγκλιση και παράγωγος σε ένα σημείο

SN(f)(θ0)− f(θ0) =
�
F(t) · t ·DN(t) dt

Έχουμε

tDN(t) =
t

sin t
2

sin
�
N+

1

2

�
t = t

sin t
2

�
sinNt cos t

2
+ cosNt sin t

2

�
.

Άρα

SN(f)(θ0)− f(θ0) =
� �

F(t) t
sin(t/2) cos(t/2)

�
sinNt dt+

�
(F(t)t) cosNt dt,

Λήμμα Riemann–Lebesgue =⇒ τα δύο αυτά ολοκληρώματα → 0.
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Σύγκλιση και συνθήκη Lipschitz
Η παραγωγισιμότητα στο θ0 χρησιμοποιήθηκε μόνο στο ότι

F(t) =
� f(θ0−t)−f(θ0)

t (0 < |t| < π)

−f′(θ0) (t = 0).
∈ L1(T).

Γι’ αυτό αρκεί μια συνθήκη Lipschitz: για κάποιο δ > 0

|f(θ)− f(θ0)| ≤ M|θ − θ0| για θ0 − δ < θ < θ0 + δ.

0 2π

f
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Αρχή τοπικότητας για τη σύγκλιση
Θεώρημα
Αν f, g ∈ L1(T) και f ≡ g στο ανοιχτό διάστημα (a, b) ⊆ T τότε

∀θ ∈ (a, b) : SNf(θ)
N→ f(θ) ⇐⇒ SNg(θ)

N→ g(θ)
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Το κριτήριο του Dini
Lipschitz στο θ0: η συνάρτηση 1

t |f(θ0 + t)− f(θ0)| είναι φραγμένη.

Θεώρημα (Dini)

Αν
� 2π

0

����
1

t (f(θ0 + t)− f(θ0))
���� dt < ∞ τότε SNf(θ0)

N→ f(θ0).

f(x) =
�

|x|

−π π
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Το κριτήριο του Dini: απόδειξη
Αν f(0) = 0 και

� π

−π

����
f(t)
t

���� dt < ∞ τότε SNf(0)
N→ 0.

SNf(0) =
� π

−π
f(t)DN(t) dt

=
� π

−π

f(t)
sin t

2

sin
�
N+

1

2

�
t dt

=
� π

−π

f(t)
sin t

2

(sin(t/2) cosNt+ cos(t/2) sinNt) dt

=
� π

−π
f(t) cosNt dt+

� π

−π

�
f(t)
sin t

2

cos(t/2)
�

� �� �
∈L1(T)

sinNt dt,

N→ 0 από το Λήμμα Riemann–Lebesgue.
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Το κριτήριο του Hardy

Θεώρημα (Hardy)
Αν �f(n) = O(1/n) τότε SNf(x) και σNf(x) συγκλίνουν για τα ίδια x.
Αν σNf

N→ f ομοιόμορφα στο E ⊆ [0, 2π] τότε ομοίως και για SNf(x).

Πόρισμα
Αν f ∈ C1(T) τότε σNf

N→ f ομοιόμορφα στο T.

Γιατί σNf
N→ f ομοιόμορφα στο T (θεώρημα Fejér) και για n ̸= 0 ισχύει

����f(n)
��� =

����
1

in
�f′(n)

���� ≤
∥f′∥1
n .
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Το κριτήριο του Hardy: απόδειξη

Λήμμα
Για κάθε ϵ > 0 υπάρχει λ > 1 τ.ώ.

lim sup
n→∞

�

n≤|j|≤λn

����f(j)
��� < ϵ.
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Το κριτήριο του Hardy: απόδειξη

0−n n
−λn λn

1/λ

1

0−n n
−λn λn

1−
1

λ

Διαφορά δύο πυρήνωνν Fejér

Kλn(x)−
1

λ
Kn(x) = (1− 1

λ
)Dn(x) + (1− 1

λ
)Gn(x)

όπου
Gn(x) =

�

n≤k≤λn

�
1− k− n

(λ− 1)n

�
(eikx + e−ikx)
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Το κριτήριο του Hardy: απόδειξη
Dn = λ

λ−1Kλn − 1
λ−1Kn − Gn δίνει

Sn(f)(x) =
λ

λ− 1
σλn(f)(x)−

1

λ− 1
σn(f)(x)

� �� �
n→limn σnf(x)

−f ∗ Gn(x).

και
f ∗ Gn(x) =

�

n≤|j|≤λn

�f(j)�Gn(j)eijx με
����Gn(j)

��� ≤ 1.

Άρα
|f ∗ Gn(x)| ≤

�

n≤|j|≤λn

����f(j)
��� ≤ ϵ, αν n αρκετά μεγάλο,

ομοιόμορφα ως προς x ∈ T.
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