
Μέγεθος συντελεστών Fourier: γενικά για f ∈ L1(T)����f(n)
��� ≤ ∥f∥1

�f(n) → 0 για n → ±∞ (Λήμμα Riemann–Lebesgue)

Μιχάλης Κολουντζάκης, Πανεπ. Κρήτης – Αρμονική Ανάλυση (Άνοιξη 2019-20) 1



Μέγεθος συντελεστών Fourier: περίπτωση L2

Αν f ∈ L2(T) τότε
�

n

����f(n)
���
2
< ∞

Πόρισμα: Ίδιο συμπέρασμα αν f ∈ Lp(T) με p ≥ 2.
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: με ύπαρξη παραγώγων
Αν f ∈ C1(T) τότε

����f(n)
��� ≤ ∥f′∥1

|n| .

Αν f ∈ Ck(T) τότε
����f(n)

��� ≤ ∥f(k)∥
1

|n|k .

Riemman – Lebesgue =⇒
����f(n)

��� = o(1/|n|) αν f ∈ C1(T),
����f(n)

��� = o(1/|n|k) αν f ∈ Ck(T).
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: με ύπαρξη παραγώγων
Δε χρειάζεται C1.

Αρκεί f(x) =
� x
0 ϕ(t) dt σχεδόν για κάθε x ∈ R για κάποια ϕ ∈ L1(T)

�f(n) = 1

2π

� 2π

0

� x

0
ϕ(t) dt dx

=
1

2π

� 2π

0
ϕ(t)

� 2π

t
e−inx dx dt

=
1

2π

� 2π

0
ϕ(t)1− e−int

−in dt

=
1

2πin
� 2π

0
ϕ(t)e−int dt

=
�ϕ(n)
in .
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: με ύπαρξη παραγώγων

ϕ

f

0 2π
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: με ύπαρξη παραγώγων
Αν f ∈ C1(T) τότε

�
n

����f(n)
��� < ∞.

Αν f ∈ Ck(T) τότε
�

n |n|k−1
����f(n)

��� < ∞.
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: γρήγορη μείωση =⇒ ομαλότητα
Θεώρημα
Αν

�
n

����f(n)
���|n|k < ∞ τότε f ∈ Ck(T).

Απόδειξη για k = 1:

ϕ(x) :=
�

n i n�f(n)einx είναι συνεχής (απόλυτη σύγκλιση)

Αν Φ(x) =
� x
0 ϕ(t) dt τότε Φ ∈ C1(T) και εύκολα:

�Φ(n) =
�ϕ(n)
in =�f(n)

Θεώρημα Μοναδικότητας =⇒ Φ = f και άρα f ∈ C1(T).
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: γρήγορη μείωση =⇒ ομαλότητα
Θεώρημα
Αν

�
n

����f(n)
���|n|k < ∞ τότε f ∈ Ck(T).

Παράδειγμα:

�f(n) = O
�

1
|n|2+ϵ

�
=⇒ f ∈ C1(T) =⇒ �f(n) = o

�
1
|n|

�
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: με συνθήκη Lipschitz
|f(x)− f(y)| ≤ M|x− y| για κάθε x, y ∈ R =⇒

����f(n)
��� = O( 1

|n|).

Απόδειξη:
Έχουμε 1

2π

� 2π

0
f(x+ π

n )e
−inx dx = − 1

2π

� 2π

0
f(x)e−inx dx = −�f(n) άρα

����f(n)
��� =

����
1

4π

� 2π

0
(f(x)− f(x+ (π/n)))e−inx dx

����

≤ 1

4π

� 2π

0
M π

|n| dx (από την ιδιότητα Lipschitz)

≤ πM
2|n| .
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: με συνθήκη Lipschitz-α
Συνθήκη Lipschitz-α (με α ∈ (0, 1]):

|f(x)− f(y)| ≤ M|x− y|α για κάθε x, y ∈ R.

Τότε
����f(n)

��� = O( 1
|n|α ).

Απόδειξη:
Έχουμε 1

2π

� 2π

0
f(x+ π

n )e
−inx dx = − 1

2π

� 2π

0
f(x)e−inx dx = −�f(n) άρα

����f(n)
��� =

����
1

4π

� 2π

0
(f(x)− f(x+ (π/n)))e−inx dx

����

≤ 1

4π

� 2π

0
M

�
π

|n|

�α

dx (από την ιδιότητα Lipschitz-α)

≤ παM
2|n|α .
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: μονότονες συναρτήσεις
Αν f μονότονη στο (−π,π) και υπάρχουν τα πλευρικά όρια

A = lim
x→−π+

f(x), B = lim
x→π−

f(x)

τότε ����f(n)
��� ≤ |B− A|

π|n| .

Βασική περίπτωση: f αύξουσα και κλιμακωτή: f(t) =
N−1�

k=0

ckχ[xk,xk+1)(t)

−π π
x0 x1 x2 x3 x4x5 x6 x7 x8x9
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: μονότονες συναρτήσεις
Μπορούμε να γράψουμε

f(x) = c0 +
N−1�

i=1

(ci − ci−1)χ[xi,π](x)

−π π
x0 x1 x2 x3 x4x5 x6 x7 x8x9
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: μονότονες συναρτήσεις
Αφού

�χ[a,b](n) =
i

2πn(e
−ibn − e−ian)

έχουμε
�� �χ[a,b](n)

�� ≤ 1

π|n| .

και ����f(n)
��� ≤ cN−1 − c0

π|n| =
B− A
π|n| .
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: μονότονες συναρτήσεις
Αν f ∈ L1(T) αύξουσα την προσεγγίζουμε από την κλιμακωτή συνάρτηση

g(x) =
N−1�

k=0

�
A+ kB− A

N

�
χ[xk,xk+1)

με
xk = inf

�
x ∈ (−π,π) : f(x) ≥ A+ k(B− A)

N

�
, k = 1, 2, . . . ,N− 1.
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: κυρτές ακολουθίες συντελεστών
Υπάρχει

an ∈ C με |an| → 0

που δεν είναι ακολουθία συντελεστών Fourier.

Ερώτημα: Υπάρχουν f ∈ L1(T) με συντελεστές Fourier που πηγαίνουν
οσοδήποτε γρήγορα στο 0;

Κυρτή ακολουθία:

an = a−n ≥ 0 και an ≤ an−1 + an+1

2
για κάθε n ≥ 1
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: κυρτές ακολουθίες συντελεστών
Θεώρημα
Αν an κυρτή ακολουθία τότε υπάρχει 0 ≤ f ∈ L1(T) τ.ώ.

�f(n) = an, για κάθε n ∈ Z.

a0
d1

d2 a1

a2 a3
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: περιττές ακολουθίες συντελεστών
Θεώρημα
Αν f ∈ L1(T) και −�f(−n) =�f(n) ≥ 0 για n ≥ 0, τότε

∞�

n=1

�f(n)
n < ∞.

Πόρισμα
Αν an ≥ 0 και

�∞
n=1

an
n = +∞ τότε η τριγωνομετρική σειρά

∞�

n=1

an sin(nx)

δεν είναι σειρά Fourier μιας L1 συνάρτησης.
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Μέγεθος συντελεστών Fourier: περιττές ακολουθίες συντελεστών
F(t) =

� t
0 f(x) dx είναι περιοδική και συνεχής συνάρτηση (αφού

� 2π
0 f = 0).

i�F(n) =
�f(n)
n και από θ. Fejér: σN(iF)(0) → iF(0) = 0

σN(iF)(0) = i�F(0) + 2

N�

n=1

�
1− n

N+ 1

��f(n)
n

→ i�F(0) + 2

∞�

n=1

�f(n)
n ,

Άρα
�∞

n=1

�f(n)
n = −i�F(0).
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