
Μετασχηματισμός Fourier: για f P L1(R)

Ορισμός (Μετασχηματισμός Fourier μιας ολοκληρώσιμης συνάρτησης)
Για ξ P R

pf(ξ) =
�

R
f(x)e´2πiξ¨x dx

Ίδιος ορισμός για f P L1(Rd) με ξ ¨ x = xξ, xy =
řd
j=1 ξjxj

Προσοχή: Κανείς χώρος Lp(R) δεν περιέχεται σε κανέναν άλλο τέτοιο χώρο.

Φανερό φράγμα: ˇ̌
p̌f(ξ)

ˇ̌
ˇ ď }f}1.
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Μετασχηματισμός Fourier: για f P L1(R)
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Μετασχηματισμός Fourier: για f P L1(R)

Παράδειγμα: Αν [a, b] διάστημα τότε

zχ[a,b](ξ) =
i

2πξ

(
e´2πibξ ´ e´2πiaξ

)

(συνεχής στο 0 και ίση με b´ a).

Λήμμα Riemann-Lebesgue και πάλι: pf(ξ) Ñ 0 για |ξ| Ñ 8.

Επίσης pf συνεχής συνάρτηση.

Μιχάλης Κολουντζάκης, Πανεπ. Κρήτης – Αρμονική Ανάλυση (Άνοιξη 2019-20) 3



Μετασχηματισμός Fourier: εύκολες ιδιότητες
{f(x´ τ)(ξ) = e´2πiτξpf(ξ)

{e2πτxf(x)(ξ) =pf(ξ ´ τ)

zf(ax)(ξ) = 1
a
pf
(
ξ
a

)
(a ą 0)

zf(´x)(ξ) =pf(´ξ)
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Μετασχηματισμός Fourier: εύκολες ιδιότητες
pf1(ξ) = 2πiξ ¨pf(ξ)

{´2πixf(x) =pf1(ξ) όταν xf(x) P L1(R)
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Μετασχηματισμός Fourier: ο χώρος του Schwartz S
f : R Ñ C ανήκει στο χώρο S αν

όλες οι παράγωγοί της φθίνουν γρηγορότερα από κάθε δύναμη του x.

f P C8(R)

Για κάθε k, ℓ ě 0 ισχύει
sup
xPR

|x|k
ˇ̌
ˇf(ℓ)(x)

ˇ̌
ˇ ă 8.

Παράδειγμα:

f(x) = e´x2
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Μετασχηματισμός Fourier: ο χώρος του Schwartz S
Θεώρημα
Αν f P S τότε pf P S.
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Μετασχηματισμός Fourier: η γκαουσιανή e´x2

Θεώρημα
Αν f(x) = e´πx2 τότε pf(ξ) = e´πξ2.

Πρώτα αποδεικνύουμε ότι
�
R e´πx2 dx = 1.
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Μετασχηματισμός Fourier: η γκαουσιανή e´x2

f1(x) = ´2πxf(x)
f1(x) = ´i(´2πixf(x))
pf1(ξ) = ´i(pf)1(ξ)

2πiξpf = ´i d
pf
dξ

´2πξdξ =
dpf
pf

(´πξ2)1 = (lnpf)1

lnpf = ´πξ2 + C
pf(ξ) = e´πξ2 .
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Μετασχηματισμός Fourier: η γκαουσιανή e´x2

Αν Kδ(x) = 1?
δ
e´π x2

δ τότε Kδ είναι «καλός πυρήνας».
1

�
RKδ(x) dx = 1

2
�
R |Kδ(x)| dx ď M

3 Για κάθε η ą 0 έχουμε
�

|x|ąη
|Kδ(x)| dx Ñ 0 για δ Ñ 0
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Μετασχηματισμός Fourier: συνέλιξη με καλό πυρήνα
Θεώρημα
Αν f P S τότε f ˚Kδ Ñ f ομοιόμορφα ως προς x P R.
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Μετασχηματισμός Fourier: ο τύπος αντιστροφής
Θεώρημα
Αν f P S τότε f(x) =

�
R

pf(ξ)e2πiξx dξ για κάθε x P R.
Δηλ. ppf(x) = f(´x) για f P S.

Από θ. Fubini:
� pfg =

�
fpg για f, h P S.

Άρα ισχύει ο τύπος αντιστροφής για x = 0:

f(0) = lim
δÑ0

�
R
f(x)Kδ(x) dx = lim

δÑ0

�
R

pf(x)e´πδx2 dx =
�

R
pf.

Εφαρμόζουμε αυτό την F(y) = f(y+ x) και παίρνουμε

f(x) = F(0) =
�

R
pF(ξ) dξ =

�
R

pf(ξ)e2πiξx dξ.

Συμβολίζουμε συνήθως: qϕ(x) =
�
R ϕ(t)e2πixt dt για τον αντίστροφο μετ. Fourier.
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Μετασχηματισμός Fourier: ο τύπος του Parseval
Θεώρημα

Για f, g P S έχουμε
�
R fg =

�
R

pfpg. Επίσης }f}22 =
�
R |f|2 = �

R

ˇ̌
p̌f
ˇ̌
ˇ
2
=

›››pf
›››
2

2
.

Έχουμε
� pf ¨ pg =

� ppf ¨ qpg αφού
�
ϕ pψ =

� pϕψ. Επίσης

qpg(x) =
�

pg(y)e2πiyx dy =
�

pg(y)e´2πiyx dy = g(´x).

Άρα
� pf ¨ pg =

�
f(´x)g(´x) = �

fg και, με f = g, παίρνουμε }f}22 =
›››pf

›››
2

2
.

Στο S Ď L2(R) με τη μετρική L2 ο μετασχηματισμός Fourier είναι ισομετρία.
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Μετασχηματισμός Fourier: ορισμός στο L2(R)

Ο χώρος S είναι πυκνός σε κάθε χώρο Lp(R) (με 1 ď p ă 8).

Ο τελεστής F : S Ñ S με F f =pf είναι L2-ισομετρία
άρα επεκτείνεται μοναδικά στο L2(R): αν f P L2 και fn P S με fn L2Ñ f ορίζουμε

F f = lim
n

F fn

Η ταυτότητα Parseval

xf, gy =
�
fg =

�
pf ¨ pg = xpf,pgy και }f}22 =

›››pf
›››
2

2

S Ď F(L2(R)): άρα F : L2(R) Ñ L2(R) είναι 1-1 και επί
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Μετασχηματισμός Fourier: ορισμός στο Lp(R), 1 ď p ď 2

Έχουμε

|f| ą 1 ùñ |f| ă |f|p ă |f|2 ενώ |f| ď 1 ùñ |f|2 ď |f|p ď |f|
Άρα αν f = f ¨ 1 (|f| ą 1)loooooomoooooon

f1

+ f ¨ 1 (|f| ď 1)loooooomoooooon
f2

τότε f1 P L1, f2 P L2.

Ορίζουμε pf = pf1 + pf2.

Καλώς ορισμένο γιατί οι δύο ορισμοί του F συμφωνούν στο L1 X L2.
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Μετασχηματισμός Fourier: ορισμός στο Lp(R), 1 ď p ď 2

Θεώρημα (Ανισότητα Hausdorff - Young)
Αν f P Lp(R), με 1 ď p ď 2, τότε

›››pf
›››
q

ď }f}p ,

με 1
p +

1
q = 1.

Για 2 ă p ď 8 δε μπορούμε να ορίσουμε το μετασχηματισμό Fourier ως
συνάρτηση.
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Μετασχηματισμός Fourier: Το θεώρημα παρεμβολής Riesz-Thorin
Θεώρημα
Αν T : Lp1(R) + Lp2(R) Ñ Lq1(R) + Lq2(R) είναι γραμμικός τελεστής με

}Tf}q1 ď A }f}p1 και }Tf}q2 ď B }f}p2
και

1

p =
θ

p1
+

1 ´ θ

p2
και 1

q =
θ

q1
+

1 ´ θ

q2
με 0 ď θ ď 1

τότε
}Tf}q ď AθB1´θ }f}p , για f P Lp(R).
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Μετασχηματισμός Fourier: Το θεώρημα παρεμβολής Riesz-Thorin

1
p

1
q

0 1

1

( 1
p1
, 1
q1
)

( 1
p2
, 1
q2
)

(1
p
, 1
q
)
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Μετασχηματισμός Fourier: Απόδειξη της Hausdorff-Young
Για το μετασχηματισμό Fourier F έχουμε:

}F f}8 ď }f}1 και }F f}2 ď }f}2 για f P L1(R) + L2(R)

Αν p P [1, 2] τότε 1
p P [12 , 1] και 1

p = θ
2 + 1´θ

1 = 1 ´ θ
2 και από Riesz-Thorin

}F f}q ď }f}p όπου 1

q =
θ

2
+

1 ´ θ

8 =
θ

2

1
p

1
q

0 1

1

(1
2
, 1
2
) (1

p
, 1
q
)

Μιχάλης Κολουντζάκης, Πανεπ. Κρήτης – Αρμονική Ανάλυση (Άνοιξη 2019-20) 19



Μετασχηματισμός Fourier: περιοδικοποίηση μιας συνάρτησης
Αν f P L1(R) ορίζουμε την 1-περιοδικοποίηση της f:

F(x) =
ÿ

nPZ

f(x+ n).

Η σειρά συγκλίνει σχεδόν για κάθε x P R:
� 1

0
|F(x)| dx ď

� 1

0

ÿ

nPZ

|f(x+ n)| dx =
ÿ

n

� 1

0
|f(x+ n)| dx =

�
R

|f| ă 8

και F P L1([0, 1]) με }F}L1([0,1]) ď }f}L1(R).

Η F έχει σειρά Fourier

F(x) „
8ÿ

n=´8
pF(n)e2πinx
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Μετασχηματισμός Fourier: περιοδικοποίηση μιας συνάρτησης

pF(k) =
� 1

0
F(x)e´2πikx dx =

� 1

0

ÿ

nPZ

f(x+ n)e´2πikx dx

=
ÿ

nPZ

� n+1

n
f(x)e´2πikx dx =

�
R
f(x)e´2πikx dx =pf(k)

f P S ùñ pF(n) =pf(n) = O(|n|´10) ùñ F(x) =
ÿ

nPZ

pf(n)e2πinx

Εφαρμόζουμε για x = 0: F(0) =
ř
nPZ

pf(n), άρα

Τύπος άθροισης του Poisson
Για f P S:

ÿ

nPZ

f(n) =
ÿ

nPZ

pf(n)
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