
Η ισοπεριμετρική ανισότητα
Ερώτημα:
Για δεδομένο μήκος περιμέτρου ποιο χωρίο έχει το μέγιστο εμβαδό;

L

A

Ισοπεριμετρική ανισότητα: A ≤ 1

4π
L2
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Η ισοπεριμετρική ανισότητα: παραμέτριση καμπύλης και μήκος
Παραμέτριση καμπύλης:
γ : [0, 2π] → R2, με συνιστώσες γ(t) = (x(t), y(t)), με x(t), y(t) κατά τμήματα C1

Μήκος καμπύλης: L =
� 2π
0

√
|x′(t)|2 + |y′(t)|2 dt
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Η ισοπεριμετρική ανισότητα: ο τύπος του Green και το εμβαδό
Ο τύπος του Green:
Αν η καμπύλη γ περικλείει το χωρίο Ω και P(x, y),Q(x, y) είναι C1 συναρτήσεις
τότε �

Ω

P(x, y)− Q(x, y) dxdy =
�

γ

Pdx+ Qdy.

γ

Ω
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Εμβαδό πολυγώνου με τον τύπο του Green
Ο τύπος του Green:

�
ΩQx(x, y)− Py(x, y) dxdy =

�
γ Pdx+ Qdy.

Εμβαδό πολυγώνου με κορυφές τα σημεία (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn−1, yn−1);
γ

(x0, y0)

(x1, y1)
(xn−1, yn−1)

Ω
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Η ισοπεριμετρική ανισότητα: το εμβαδό

A =
�

1 dxdy = −
�
y dx = −

2π�

0

x(t)y′(t) dt

Από την ισομετρία Parseval
 

f(t)g(t) dt =
∑

n∈Z

bf(n)bg(n)

A = −2π
∑

n∈Z
bx(n) · by′(n) = −2π

∑

n∈Z
bx(n) · i · n · by(n) = 2πi

∑

n∈Z
n · bx(n) · by(n)

=
∑

n∈Z
|n| · |bx(n)| · |by(n)|.
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Η ισοπεριμετρική ανισότητα: σταθερή ταχύτητα
Κινούμαστε με σταθερή ταχύτητα: (x′(t))2 + (y′(t))2 = 1 για κάθε t ∈ [0, 2π].
Μήκος καμπύλης L = 2π.

Ισχύει L =

2π�

0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt = 2π.

Parseval: 1 =
∑

n∈Z

���bx′(n)
���
2
+
���by′(n)

���
2

άρα

1 =
∑

n∈Z
n2(|bx(n)|2 + |by(n)|2)
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Η ισοπεριμετρική ανισότητα: τέλος απόδειξης
Μεγιστοποιούμε το

A = 2π
∑

n∈Z
|n||bx(n)||by(n)|

υπό τη συνθήκη ∑

n∈Z
n2(|bx(n)|2 + |by(n)|2) = 1.

Από την ανισότητα 2ab ≤ a2 + b2 για a, b ∈ R έχουμε

A ≤ 2π
∑

n∈Z
n2|bx(n)||by(n)| ≤ π

∑

n∈Z
n2

(
|bx(n)|2 + |by(n)|2

)
= π.
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