
Το εσωτερικό γινόμενο
Για f, g ∈ L2(T) : ⟨f, g⟩ :=

 

f(x)g(x) dx

Ορθογωνιότητα: f ⊥ g σημαίνει ⟨f, g⟩ = 0

Ανισότητα Cauchy-Schwarz:
 

|f||g| ≤
(
 

|f|2
)1/2( 

|g|2
)1/2

.
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Το εσωτερικό γινόμενο: αλγεβρικές ιδιότητες
Διγραμμική μορφή

⟨λf+ µg, h⟩ = λ⟨f, h⟩+ µ⟨g, h⟩, (λ, µ ∈ C, f, g, h ∈ L2(T))

⟨h,λf+ µg⟩ = λ⟨h, f⟩+ µ⟨h, g⟩, (λ, µ ∈ C, f, g, h ∈ L2(T))

⟨f, g⟩ = ⟨g, f⟩ (f, g ∈ L2(T)).
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Το εσωτερικό γινόμενο: η L2 νόρμα
∥f∥22 = ⟨f, f⟩

Τριγωνική ανισότητα:

∥f+ g∥2 ≤ ∥f∥2 + ∥g∥2 ⇐= συνέπεια της Cauchy-Schwarz.
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Το εσωτερικό γινόμενο: συνέχεια
Αν ∥fn − f∥2 → 0 και ∥gn − g∥2 → 0 τότε και

⟨fn, gn⟩ → ⟨f, g⟩.

Πόρισμα: fn → f =⇒ ∥fn∥2 → ∥f∥2
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Το εσωτερικό γινόμενο: Ορθογώνια συστήματα
f1, f2, . . . λέγεται ορθογώνιο σύστημα αν fi ⊥ fj για i ̸= j.

Ορθοκανονικό αν επιπλέον ∥fi∥2 = 1 για κάθε i.

Πυθαγόρειο θεώρημα
Αν f1, . . . , fn ορθογώνιο σύστημα τότε ∥f1 + · · ·+ fn∥22 = ∥f1∥22 + · · ·+ ∥fn∥22.
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Το εσωτερικό γινόμενο: ανάπτυγμα ως προς ορθοκανονικό
σύστημα
Αν ϕn, n = 1, 2, . . . ,N, είναι ορθοκανονικό σύστημα και an, bn ∈ C τότε

⟨ N∑

n=1

anϕn,
N∑

n=1

bnϕn

⟩
=

N∑

n=1

anbn.

Ειδικότερα (ισχύει και για N = ∞ λόγω συνέχειας του εσωτ. γινομένου)







N∑

n=1

anϕn








2

2

=

N∑

n=1

|an|2.

Επίσης αν f ∈ span{ϕ1, . . . ,ϕN} τότε

f =
N∑

k=1

⟨f,ϕk⟩ϕk.
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Το εσωτερικό γινόμενο: πληρότητα του L2(T)
Αν f1, f2, . . . ∈ L2(T) είναι Cauchy

Θα βρούμε f ∈ L2(T) τέτοια ώστε ∥fn − f∥2 → 0.

Αρκεί να βρούμε συγκλίνουσα υπακολουθία της fn.
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Το εσωτερικό γινόμενο: πληρότητα του L2(T) (συνέχεια)
Επιλέγουμε i1, i2, . . . τ.ώ.

∥fi1 − fn∥2 ≤
1

2
, για n ≥ i1,

∥fi2 − fn∥2 ≤
1

4
, για n ≥ i2,

. . .

Ορίζουμε την αύξουσα ακολουθία

Fl(x) = |fi1(x)|+ |fi2(x)− fi1(x)|+ · · ·+
��fil−1

(x)− fil(x)
��.

Ισχύει ∥Fl∥2 ≤ C, άρα Fl(x) ↗ F(x) ∈ L2(T). Άρα

fik(x) = fi1(x) + (fi2(x)− fi1(x)) + (fi3(x)− fi2(x)) + · · ·+ (fik(x)− fik−1
(x))

συγκλίνει αφού συγκλίνει απόλυτα.
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Το εσωτερικό γινόμενο: πληρότητα του L2(T) (συνέχεια)
Ορίζουμε f(x) = lim

k→∞
fik(x) (κατά σημείο όριο).

Αλλά

|fik(x)| ≤ |fi1(x)|+ |fi2(x)− fi1(x)|+ · · ·+
��fik(x)− fik−1

(x)
�� ≤ F(x).

Από Θεώρ. Κυριαρχημένης Σύγκλισης:
 

|f|2 = lim
k→∞

 

|fik |2 ≤
 

F2 άρα f ∈ L2(T).

Επίσης |fik(x)− f(x)| ≤ |fik(x)|+ |f(x)| ≤ 2F(x) άρα από ΘΚΣ και πάλι
 

|fik(x)− f(x)|2 → 0.

Μιχάλης Κολουντζάκης, Πανεπ. Κρήτης – Αρμονική Ανάλυση (Άνοιξη 2019-20) 9



Το εσωτερικό γινόμενο: ορθοκανονικά συστήματα (ΟΚΣ)
Οι συναρτήσεις

en(x) = einx, για n ∈ Z,
αποτελούν ΟΚΣ στον L2(T).
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Το εσωτερικό γινόμενο: προβολή και βέλτιστη προσέγγιση
{ϕk}Nk=1 ΟΚΣ και V = span{ϕ1, . . . ,ϕN} ο γραμμικός χώρος που παράγουν.
Προβολή του f ∈ L2(T) στο V είναι το

Pf =
N∑

k=1

⟨f,ϕk⟩ϕk ∈ V.

Ισχύει: αν v ∈ V τότε ⟨f, v⟩ = ⟨Pf, v⟩. Άρα

∀v ∈ V : f− Pf ⊥ v− Pf

και, από το Πυθαγόρειο Θεώρημα,

∥f− v∥22 = ∥f− Pf∥22 + ∥Pf− v∥22,

άρα ∥f− Pf∥2 < ∥f− v∥2, ∀v ∈ V \ {Pf}.
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Το εσωτερικό γινόμενο: η ανισότητα Bessel
{ϕk}Nk=1 ΟΚΣ και V = span{ϕ1, . . . ,ϕN} ο γραμμικός χώρος που παράγουν.

Pf =
N∑

k=1

⟨f,ϕk⟩ϕk ∈ V.

Δείξαμε ∀v ∈ V : ∥f− v∥22 = ∥f− Pf∥22 + ∥Pf− v∥22.

Για v = 0 παίρνουμε ∥f∥22 = ∥f− Pf∥22 + ∥Pf∥22, άρα ∥Pf∥22 ≤ ∥f∥22.
Ανισότητα Bessel:







N∑

k=1

⟨f,ϕk⟩ϕk








2

2

=

N∑

k=1

|⟨f,ϕk⟩|2 ≤ ∥f∥22.
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Το εσωτερικό γινόμενο: σύγκλιση άπειρης σειράς
ϕn ∈ L2(T) ΟΚΣ και

∑
n |an|2 < ∞ =⇒

υπάρχει f ∈ L2(T) τ.ώ. f =
∑

n
anϕn (σύγκλιση της σειράς στη νόρμα L2).

Επίσης ∀n : an = ⟨f,ϕn⟩.
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Το εσωτερικό γινόμενο: προβολή σε απειροδιάστατο χώρο
{ϕn}∞n=1 ΟΚΣ και f ∈ L2(T).
Ορίζουμε και πάλι την προβολή της f να είναι η

Pf =
∞∑

k=1

⟨f,ϕk⟩ϕk. (συγκλίνει από την αν. Bessel ∥Pf∥22 ≤ ∥f∥22)

Αν v είναι όριο πεπερασμένων γραμμικών συνδυασμών των ϕn τότε

f− Pf ⊥ v− Pf.

Και πάλι προκύπτει ότι

∥f− Pf∥2 ≤ ∥f− v∥2 (ιδιότητα βέλτιστης προσέγγισης).
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Το εσωτερικό γινόμενο: πλήρη ΟΚΣ
ΟΚΣ {ϕn} ⊆ L2(T) πλήρες σημαίνει

(∀n : f ⊥ ϕn) =⇒ f = 0.

Ισοδύναμα: οι γραμμικοί συνδυασμοί
N∑

k=1

ckϕnk πυκνοί στο L2(T).

⇐= Αν οι
N∑

k=1

ckϕnk πυκνοί τότε υπάρχει γρ. συν.
∑N

k=1 ckϕnk με






f−
N∑

k=1

ckϕnk








2

2

< ϵ,

άρα, υποθέτοντας f ⊥ ϕn για κάθε n, έχουμε από το Πυθ. Θεώρημα ∥f∥22 ≤ ϵ.
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Το εσωτερικό γινόμενο: πλήρη ΟΚΣ (συνέχεια)
=⇒
Ας είναι {ϕk} ένα πλήρες ΟΚΣ.

Παρατηρούμε ότι ⟨f− Pf,ϕk⟩ = 0 για κάθε k. Πληρότητα =⇒ f = Pf.

Άρα 




f−
N∑

k=1

⟨f,ϕk⟩ϕk







2

=







∞∑

k=1

⟨f,ϕk⟩ϕk −
N∑

k=1

⟨f,ϕk⟩ϕk







2

→ 0.

και η f προσεγγίζεται από γραμμικούς συνδυασμούς των ϕk.
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Το εσωτερικό γινόμενο: ταυτότητα του Parseval
Αν {ϕn}∞n=1 είναι ΟΚΣ τότε

{ϕn}∞n=1 πλήρες ⇐⇒ ∀f ∈ L2(T) :
∞∑

n=1

|⟨f,ϕn⟩|2 = ∥f∥22

=⇒ Αν {ϕn}∞n=1 πλήρες τότε f = Pf, και ∥Pf∥22 =
∑∞

n=1 |⟨f,ϕn⟩|2

⇐= Η υπόθεσή μας είναι ότι ∥f∥22 = ∥Pf∥22.
Αλλά πάντα ισχύει f− Pf ⊥ ϕn για όλα τα n, άρα f− Pf ⊥ Pf και

∥f∥22 = ∥Pf∥22 + ∥f− Pf∥22
που δίνει

∥f− Pf∥22 = 0,

άρα f = Pf και f ∈ span{ϕ1,ϕ2, . . .}.
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Το εσωτερικό γινόμενο: το πλήρες ΟΚΣ einx, n ∈ Z
Οι συναρτήσεις en(x) = einx, για n ∈ Z, αποτελούν ΟΚΣ.

Αν f ∈ L2(T) και f ⊥ en για όλα τα n τότε

⟨f, en⟩ =
 

f(x)e−inx dx =bf(n) = 0,

και από το θεώρημα μοναδικότητας f ≡ 0.

Άρα en(x) = einx, για n ∈ Z, αποτελούν πλήρες ΟΚΣ.
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Το εσωτερικό γινόμενο: ανάλυση Fourier στον L2

Συνέπειες της πληρότητας των einx:
1 Αν f ∈ L2(T) τότε f =

∑∞
n=−∞

bf(n)einx (σύγκλιση σειρά στον L2)

2 Επίσης ∥f∥22 =
∑∞

n=−∞

���bf(n)
���
2
(ταυτότητα Parseval)

3 Αν an ∈ C ικανοποιεί
∑∞

n=−∞ |an|2 < ∞ τότε η σειρά

∞∑

n=−∞
aneinx

συγκλίνει (στη νόρμα L2) σε μια συνάρτηση f ∈ L2(T) και μάλιστα bf(n) = an.
4 Αν f, g ∈ L2(T) τότε ⟨f, g⟩ = ∑∞

n=−∞
bf(n)bg(n)
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Το εσωτερικό γινόμενο: ο χώρος ℓ2(Z)
Ο χώρος ℓ2(Z) αποτελείται από όλες τις ακολουθίες an ∈ C, n ∈ Z, τ.ώ.

∞∑

n=−∞
|an|2 < ∞.

Σε αυτόν ορίζουμε εσωτερικό γινόμενο ⟨an, bn⟩ =
∑∞

n=−∞ anbn και νόρμα

∥an∥ =
√
⟨an, an⟩ =

vuut
∞∑

n=−∞
|an|2.

Ο χώρος ℓ2(Z) είναι επίσης πλήρης χώρος.
Η αντιστρέψιμη γραμμική απεικόνιση L2(T) → ℓ2(Z): f →

{
bf(n)

}
n∈Z
διατηρεί το

εσωτερικό γινόμενο και τη νόρμα (ισομετρία).
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Το εσωτερικό γινόμενο: εφαρμογή
Να υπολογιστεί το

� 2π
0 (sin x+ cos x)2 dx.
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Το εσωτερικό γινόμενο: εφαρμογή
Αν f ∈ C1(T) και

ffl

f = 0 τότε
 

|f|2 ≤
 ��f′

��2.
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