
Συντελεστές και σειρά Fourier μιας f ∈ L1(T)
Συντελεστές Fourier: bf(n) = 1

2π

� 2π
0 f(x)e−inx dx για n ∈ Z

Σειρά Fourier:
∑∞

n=−∞
bf(n)einx

Μερικά Αθροίσματα της Σ. Fourier: (SNf)(x) =
∑N

k=−N
bf(k)eikx

Μέσοι όροι μερικών αθροισμάτων:
(σNf)(x) = 1

N+1(S0f(x) + S1f(x) + · · ·+ SNf(x)) =
∑N

k=−N

(
1− |k|

N+1

)
bf(k)eikx

Σύγκλιση των SNf =⇒ σύγκλιση των σNf αλλά όχι αντίστροφα.
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Πυρήνες Dirichlet και Fejér
Ως συνελίξεις:

SNf(x) = DN ∗ f(x) και σnf(x) = KN ∗ f(x)
με

DNf(x) =
N∑

k=−N
eikx =

sin(N+ 1
2)x

sin x
2

(πυρήνας Dirichlet τάξης N),

και

KNf(x) =
N∑

k=−N

(
1− |k|

N+ 1

)
eikx = 1

N+ 1

sin2 (N+1)x
2

sin2 x
2

(πυρήνας Fejér τάξης N).
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Αθροισιμότητα σειράς Fourier
Θεώρημα (Fejér)
(α) Αν f ∈ C(T) (συνεχής, 2π-περιοδική) τότε

σN(f) → f,

ομοιόμορφα.
(β) Αν 1 ≤ p < ∞ και f ∈ Lp(T) τότε ∥σN(f)− f∥p → 0.

Πόρισμα (Μοναδικότητα)
Αν f ∈ L1(T) τότε η f καθορίζεται μοναδικά (σχεδόν παντού) από τους
συντελεστές Fourier της.

Πόρισμα
Τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα είναι πυκνά στο C(T) στην ομοιόμορφη (L∞)
μετρική.
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Ομοιόμορφη κατανομή ακολουθίας στο [0, 1].
Η ακολουθία an ∈ [0, 1] είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη αν

∀[a, b] ⊆ [0, 1] : lim
N→∞

1

N |{1 ≤ i ≤ n : ai ∈ [a, b]}| = b− a.

Ομοιόμορφα κατανεμημένη =⇒ πυκνή in [0, 1].
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Ομοιόμορφη κατανομή ακολουθίας στο [0, 1].
Παράδειγμα: Η ακολουθία
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είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη.
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Ομοιόμορφη κατανομή ακολουθίας στο [0, 1].
Παράδειγμα: Η ακολουθία
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ΔΕΝ είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη (αλλά είναι πυκνή στο [0, 1]).
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Ομοιόμορφη κατανομή και ολοκληρώματα
Θεώρημα
Έστω f : [0, 1] → C συνεχής και an ∈ [0, 1] ομοιόμορφα κατανεμημένη. Τότε

1

N

N∑

i=1

f(ai) →
1�

0

f(x) dx as N → ∞.

Αν ισχύει για f και g τότε και για γραμμικούς συνδυασμούς λf+ µg.

Ομοιόμορφη κατανομή =⇒ ισχύει για f = χ[a,b].

Άρα ισχύει για όλες τις κλιμακωτές συναρτήσεις (κατά τμήματα σταθερές).
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Ομοιόμορφη κατανομή και ολοκληρώματα
Αν ισχύει για fn και fn → f ομοιόμορφα στο [0, 1] τότε ισχύει για f.

Οι κλιμακωτές συναρτήσεις προσεγγίζουν ομοιόμορφα κάθε συνεχή συνάρτηση
στο [0, 1].
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Ομοιόμορφη κατανομή και ολοκληρώματα
Συνεχείς συναρτήσεις προσεγγίζουν τη χαρακτηριστική συνάρτηση
διαστήματος (όχι ομοιόμορφα)

Αυτό δίνει την αντίστροφη κατεύθυνση:

Θεώρημα
Η an είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη αν και μόνο αν για κάθε συνεχή
f : [0, 1] → C ισχύει

1

N

N∑

i=1

f(ai) →
1�

0

f(x) dx as N → ∞.
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Ελέγχοντας την ομοιόμορφη κατανομή
Θεώρημα του Fejér =⇒ Τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα p(x) =

∑N
k=−N pke2πikx

προσεγγίζουν ομοιόμορφα κάθε συνεχή f.

Γραμμικότητα: Αρκεί να το ελέγξουμε για κάθε εκθετικό e2πikx, για όλα τα
k ∈ Z.
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Ελέγχοντας την ομοιόμορφη κατανομή: θεώρημα του Weyl

Θεώρημα (Weyl)
Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

1 an ∈ [0, 1] είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη
2 1

N
∑N

i=1 f(ai) →
� 1
0 f(x) dx για κάθε f ∈ C([0, 1]).

3 1
N
∑N

i=1 e2πikai → 0 για κάθε k ∈ Z \ {0}.
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Ομοιόμορφη κατανομή της {na}
Σταθεροποιούμε a ∈ R \ {0}. Ας είναι an = {na} (όπου {x} είναι το κλασματικό
μέρος του x ∈ R).

a ∈ Q =⇒ an δεν είναι ομοιόμορφη κατανεμημένη (εύκολο).

Θεώρημα Weyl =⇒ όταν a ∈ Qc η an είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη.
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