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DeÔtero Diag¸nisma

1. (a) Diatup¸ste to J. Banach-Steinhaus.
(b) Perigr�yte p¸c autì qrhsimopoieÐtai gia na deÐxoume ìti up�rqoun f ∈ C(T) tètoiec ¸ste h seir�
Fourier touc sto 0 de sugklÐnei. MporeÐte na upojèsete wc gnwstì ìti h L1 nìrma tou pur na tou Dirichlet
t�xhc n p�ei sto ∞ me to n.

2. (a) DeÐxte ìti o q¸roc c0 (pragmatikèc akoloujÐec an, n = 1, 2, . . . pou suklÐnoun sto 0 ìtan n → ∞,
efodiasmènec me thn ‖·‖∞ nìrma) eÐnai diaqwrÐsimoc.
(b) DeÐxte ìti o q¸roc L∞([0, 1]) me to mètro Lebesgue den eÐnai diaqwrÐsimoc.
(Upìdeixh: 'Iswc sac eÐnai eukolìtero na to deÐxete gia ton `∞ pr¸ta. MporeÐte na upojèsete wc gnwstì
ìti to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou N den eÐnai arijm simo.)

3. 'Estw S grammikìc upìqwroc tou L2([0, 1]) (me to mètro Lebesgue) me thn idiìthta ìti up�rqei pepera-
smènh jetik  stajer� K tètoia ¸ste gia k�je f ∈ S na isqÔei ‖f‖∞ ≤ K‖f‖2. DeÐxte ìti h di�stash tou
S eÐnai to polÔ K2.
(Upìdeixh: An h di�stash eÐnai ≥ n tìte up�rqoun f1, . . . , fn ∈ S pou apoteloÔn orjokanonikì sÔsthma.
DeÐxte kat' arq n ìti gia k�je x ∈ [0, 1] èqoume

∑n
i=1 |fi(x)|2 ≤ K2.)

4. 'Estw µ Borel mètro ston T. OrÐzoume touc suntelestèc Fourier tou

µ̂(n) =

∫
T
e−intdµ(t), (n ∈ Z).

An limn→+∞ µ̂(n) = 0 deÐxte ìti limn→+∞ µ̂(−n) = 0, akolouj¸ntac ta ex c b mata.
(a) DeÐxte to pr¸ta gia pragmatik� mètra µ.
(b) An f trigwnometrikì polu¸numo kai isqÔei h upìjesh tìte isqÔei kai gia to mètro f dµ.
(g) An f ∈ C(T) kai isqÔei h upìjesh tìte isqÔei kai gia to mètro f dµ.
(d) An f fragmènh kai Borel metr simh kai isqÔei h upìjesh tìte isqÔei kai gia to mètro f dµ.
(Upìdeixh: J. Lusin.)
(e) QrhsimopoieÐste to J. Radon-Nikodym gia na deÐxete ìti an h upìjesh isqÔei gia èna mètro tìte isqÔei
kai gia opoiod pote �llo mètro pou eÐnai apolÔtwc suneqèc wc proc autì. Efarmìste autì gia ta mètra µ
kai ‖µ‖ pou eÐnai amoibaÐa apolÔtwc suneq  kai epikalesteÐte to (a) gia na telei¸sete thn apìdeixh.


