
Prìblhma 2.3

Kat' arq�c parathroÔme ìti eÐnai isodÔnamo na deÐxoume to zhtoÔmeno
gia to di�sthma (0, 1), kaj¸c up�rqei suneq c kai 1-1 sun�rthsh apì
to di�sthma autì epÐ tou R. Ja deÐxoume pr¸ta to parak�tw l mma pou
afor� se sÔnola tÔpou Cantor.

L mma 0.1. 'Estw {Kn}∞n=1 mÐa fjÐnousa akoloujÐa kleist¸n upo-
sunìlwn tou [0, 1] tètoia ¸ste:
(a) Kn =

⋃kn

i=1 In,i, ∀n ∈ N, ìpou ta In,i eÐnai kleist� diast mata,
xèna an� dÔo gia stajerì n.
(b) k1 = 2. EpÐshc, gia k�je n kai gia k�je i{1, 2, ..., kn}, akrib¸c dÔo
stoiqeÐa tou sunìlou {In+1,j : j = 1, 2, ..., kn+1} eÐnai uposÔnola tou In,i.
Tìte h tom 

⋂∞
n=1 Ko

n, ìpou Ko
n to eswterikì tou Kn, eÐnai mh ken .

Apìdeixh. Upojètoume ìti gia k�je fjÐnousa akoloujÐa diasthm�twn
{In,in}∞n=1 èqoume ìti

(0.1) lim
n

diam(In,in) = 0,

giatÐ sthn antÐjeth perÐptwsh to sumpèrasma eÐnai tetrimmèno. Jètoume

K =
∞⋂

n=1

Kn, L =
∞⋂

n=1

Ko
n.

OrÐzoume t¸ra thn sun�rthsh f : [0, 1] → K wc ex c: 'Estw x ∈ [0, 1].
An x = 0, jètoume f(x) = inf K. Ac eÐnai t¸ra x > 0. Up�rqei tìte mÐa
monadik� kajorismènh akoloujÐa {aj} ⊂ {0, 1} tètoia ¸ste �peiroi ìroi
thc na eÐnai di�foroi tou mhdenìc kai x = 0.2a1a2.... Kataskeu�zoume
tìte akoloujÐa diasthm�twn {Jn} wc ex c: An a1 = 0, tìte jètoume
to J1 na eÐnai to aristerì di�sthma apì ta dÔo pou apoteloÔn to K1.
Diaforetik� to jètoume na eÐnai to dexiì. An a2 = 0, tìte jètoume to
J2 na eÐnai to aristerì di�sthma apì ta dÔo stoiqeÐa tou {I2,j : j =
1, 2, ..., kn+1} pou eÐnai uposÔnola tou J1. Diaforetik� to jètoume na
eÐnai to dexiì. SuneqÐzoume th diadikasÐa wc �nw. Ac eÐnai t¸ra y to
monadikì stoiqeÐo thc tom c

⋂∞
n=1 Jn (monadikì lìgw thc sqèshc 0.1).

Jètoume tìte f(x) = y. H sun�rthsh f eÐnai eÔkolo na doÔme ìti eÐnai
1-1. 'Ara to sÔnolo K eÐnai uperarijm simo. Epiplèon eÐnai eÔkolo na
doÔme ìti to sÔnolo K \ L eÐnai arijm simo. 'Ara to sÔnolo L eÐnai
uperarijm simo kai èqoume telei¸sei. �

Upojètoume t¸ra ìti up�rqoun xèna an� dÔo kleist� diast mata
In, n ∈ N, tètoia ¸ste

(0, 1) =
∞⋃

n=1

In.
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Ja katal xoume se k�ti pou antikroÔei to l mma pou mìlic apodeÐxam-
e. Kataskeu�zoume loipìn mÐa fjÐnousa akoloujÐa kleist¸n sunìlwn
{Kn} wc ex c: Jètoume

L1 = (0, 1) \ I1 kai K1 = L̄1.

Tìte to K1 eÐnai ènwsh dÔo xènwn kleist¸n diasthm�twn, dhlad  K1 =
J1,1 ∪ J1,2. PaÐrnoume t¸ra touc dÔo mikrìterouc deÐktec j1, j2 ¸ste
Ij1 ⊂ J1,1 kai Ij2 ⊂ J1,2. Jètoume

L2 = L1 \ (Ij1 ∪ Ij2) kai K2 = L̄2.

Tìte to K2 eÐnai ènwsh tess�rwn xènwn an� dÔo kleist¸n diasthm�twn,
akrib¸c dÔo ek twn opoÐwn eÐnai uposÔnola tou J1,1 kai akrib¸c dÔo ek
twn opoÐwn eÐnai uposÔnola tou J1,2. SuneqÐzoume th diadikasÐa wc �nw
kai kataskeu�zoume akoloujÐec sunìlwn {Ln} kai {Kn}. MporoÔme na
deÐxoume sqetik� eÔkola ìti

∞⋂
n=1

Ln = (0, 1) \
∞⋃

n=1

In = ∅,

dhlad  ìti kata thn parap�nw diadikasÐa eklègontai ìla ta In. 'Omwc h
akoloujÐa {Kn} ikanopoieÐ tic sunj kec tou l mmatoc pou apodeÐxame
parap�nw. Epomènwc

∞⋂
n=1

Ko
n =

∞⋂
n=1

Ln 6= ∅,

pr�gma �topo. 'Ara to (0, 1) (kai epomènwc kai h pragmatik  eujeÐa) den
mporeÐ na grafteÐ wc xènh ènwsh kleist¸n kai fragmènwn diathm�twn.
EpÐshc, to R den mporeÐ na grafteÐ wc xènh ènwsh kleist¸n diath-

m�twn me exaÐresh thn tetrimmènh perÐptwsh R = (−∞, +∞). Gia na
to deÐxoume upojètoume antÐjeta ìti

R =
∞⋃

n=1

In, me In 6= R, ∀n ∈ N.

Tìte toul�qiston èna apì ta In, n = 1, 2, ..., ja eÐnai mh fragmèno. Up-
ojètoume qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìti I1 = (−∞, a]. Ta upìloipa
ja prèpei na eÐnai ìla fragmèna, giatÐ an k�poio apì aut�  tan to
[b, +∞) gia k�poio b ∈ (a, +∞), tìte to di�sthma (a, b) ja kaluptìtan
apì xèna an� dÔo, kleist� kai fragmèna diast mata, k�ti to opoÐo de
gÐnetai, ìpwc deÐxame parap�nw. Epomènwc to (a, +∞) kalÔptetai apì
xèna an� dÔo, kleist� kai fragmèna diast mata. 'Ara kai to R, mèsw
thc sun�rthshc f(x) = ln(x− a), pr�gma �topo.
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Parat rhsh 0.1. Sthn pragmatikìthta h parap�nw epiqeirhmatologÐa
apodeiknÔei k�ti pio isqurì. An I1, I2, ... eÐnai xèna an� dÔo, kleist�
diast mata, tìte to sÔnolo R \

⋃∞
n=1 In eÐnai uperarijm simo.


