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Oi pijanìthtec mac dhmiourgoÔn probl mata

• Se di�forouc upologismoÔc ta dedomèna upìkeintai se tuqaÐo

<<jìrubo>>.

• Sthn Ðdia th fÔsh oi pijanìthtec eÐnai anapìspasto mèroc thc

pragmatikìthtac (kbantik  fusik , statistik  mhqanik )

• MontelopoioÔme me pijanìthtec thn �gnoi� mac.

• MontelopoioÔme me pijanìthtec thn adunamÐa mac na

problèyoume mia apolÔtwc gnwst  exèlixh (q�oc).
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Oi pijanìthtec mac lÔnoun probl mata

• Den p�me ìloi mazÐ gia faghtì sto estiatìrio.

• Poioc ja paÐxei pr¸toc sto paiqnÐdi? RÐqnoume kl ro.

• 'Otan ènac upologist c p�ei na <<mil sei>> sto dÐktuo kai to brei

kateilhmmèno tìte perimènei mia tuqaÐa perÐodo kai met�

xanaprospajeÐ.

• Ta qarakthristik� twn apogìnwn mac den eÐnai prokajorismèna.

• P¸c na dianeÐmoume agaj� me <<dÐkaio>> trìpo. (P.q. spÐtia tou

Org. Ergatik c KatoikÐac)

• P¸c na broÔme poio kìmma ja kerdÐsei tic eklogèc.
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Gia zèstama: TrÐa kleist� kouti� me èna d¸ro

• 'Eqete mprost� sac trÐa kleist� kouti�. 'Ena apì aut� èqei èna

d¸ro.

Eg¸ xèrw se poio koutÐ eÐnai.

• Epilègete èna koutÐ. EÐmai upoqrewmènoc na sac anoÐxw èna

�llo �deio. (P�nta up�rqei.)

• Sac dÐnw mia teleutaÐa eukairÐa: m pwc jèlete na all�xete to

koutÐ pou epilèxate sthn arq ?

• Ti ja k�nete?
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TrÐa kleist� kouti� me èna d¸ro. LÔsh.

• 3 strathgikèc na paÐxete:

(a) Mènete sto Ðdio koutÐ

(b) Xanadialègete sthn tÔqh an�mesa sta dÔo kleist� kouti�

(g) All�zete koutÐ.

• (a) P [EpituqÐa] = 1/3

• (b) P [EpituqÐa] = 1/2.

• (g) P [EpituqÐa] = P [Thn 1h for� deÐqnete �deio] = 2/3

• 'Ara paÐzete me th (g) strathgik  kai all�zete p�nta.
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Par�deigma: h mèjodoc Monte-Carlo gia eÔresh embadoÔ

Ω

P¸c ja broÔme to embadì enìc sq matoc Ω ⊆ [0, 1]2?
MporoÔme na apofasÐzoume pìte èna shmeÐo eÐnai mèsa   ìqi.

RÐqnoume poll� tuqaÐa shmeÐa omoiìmorfa sto [0, 1]2.

Nìmoc Meg�lwn Arijm¸n: |Ω| ∼ Pìsa shmeÐa èpesan mèsa sto Ω
Pìsa shmeÐa rÐxame

All� pìsa shmeÐa prèpei na rÐxoume?
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Monte-Carlo: mia apl  an�lush

Y1, . . . ,YN tuqaÐa shmeÐa sto [0, 1]2, omoiìmorfa, anex�rthta.

Xj = 1(Yj ∈ Ω) = 1 an Yj ∈ Ω alli¸c 0

S = 1
N (X1 + · · ·+ XN) = posostì shmeÐwn pou èpesan mèsa

• Mèsh tim : ES = 1
N (EX1 + · · ·+ EXN) = EX1 = P [X1 = 1] = |Ω|

• Diaspor�: σ2(S) = 1
N2 (σ2(X1) + · · ·+ σ2(XN)) =

1
Nσ

2(X1) = 1
N |Ω|(1− |Ω|) ≤ 1

N

'Ara σ(S) ≤ 1√
N

(tupik  apìklish thc S)

Mèsh tim  thc S eÐnai autì pou prèpei kai tupik  apìklish → 0
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Pijanìthta apìklishc apì th mèsh tim 

Je¸rhma (Anisìthta Chebyshev)

B = {|S − ES | > λ} (kakì endeqìmeno). Tìte P [B] ≤ σ2(S)
λ2 .

'Estw ìti epijumoÔme apìklish èwc λ me pijanìthta toul�qiston 1− ε.

ArkeÐ tìte 1
Nλ2 ≤ ε   N ≥ 1

ελ2 .

P.q. an jèsoume λ = 10−3, ε = 1% tìte arkeÐ N ≥ 108.

Ja doÔme argìtera ìti aut  h ektÐmhsh gia to N eÐnai polÔ meg�lh

kai arkeÐ polÔ mikrìtero N.

Ja qrhsimopoi soume gi' autì diaforetik  anisìthta apì thn

Chebyshev.
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Par�deigma: P¸c na elègxete ginìmeno pin�kwn AB = C

A,B,C eÐnai N × N pÐnakec (me N = 105 gia par�deigma).

Jèloume na elègxoume an AB = C .

Elègqontac an Cij =
∑N

k=1 AikBkj gia k�je i , j paÐrnei qrìno
∼ N3 = 1015.

Enallaktikìc èlegqoc: Par�goume tuqaÐo di�nusma r me N
anex�rthta stoiqeÐa t.¸. P [ri = 0] = P [ri = 1] = 1/2.

An ABr = Cr tìte jewroÔme ìti AB = C alli¸c ìti AB 6= C .

To ABr upologÐzetai wc A(Br) kai paÐrnei qrìno O(N2).

Poia h pijanìthta na k�noume l�joc?
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Ginìmeno pin�kwn: pijanìthta sf�lmatoc

An AB 6= C tìte endèqetai na k�noume l�joc.

'Estw D = AB − C 6= 0 kai r ∈ {0, 1}N tuqaÐo di�nusma.

K�poio Dab 6= 0. Poia h pijanìthta (Dr)a = 0?

To polÔ 1/2: an r tètoio ¸ste (Dr)a =
∑N

k=1 Dak rk = 0 tìte to:

r ′ : r ′i = ri an i 6= b alli¸c r ′i = 1− ri ,

dÐnei (Dr ′)a 6= 0.

Kìstoc tou elègqou ABr = Cr eÐnai ∼ N2 = 1010.

Gia pijanìthta sf�lmatoc ≤ 2−k epanalamb�noume k anex�rthtec

forèc.

Sunolikì kìstoc ∼ kN2 ∼ k1010.

k = 10 (pijanìthta sf�lmatoc ≤ 2−10 = 1
1024 ≤

1
1000) kostÐzei ∼ 1011
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Mèjodoc metr matoc: di�forec morfèc

m > n antikeÐmena an koun se n kl�seic =⇒ k�poia dÔo antikeÐmena

eÐnai thc Ðdiac kl�shc.

Par�deigma Se èna dwm�tio up�rqoun N �toma. Tìte an�mes� touc

up�rqoun dÔo me ton Ðdio arijmì gnwrimi¸n mèsa sto dwm�tio.

Parat rhsh: de mporeÐ na up�rqei k�poioc me N − 1 gnwrimÐec kai

k�poioc me 0 gnwrimÐec.

Epeid  o arijmìc twn gnwrimi¸n k�poiou eÐnai apì 0 èwc N − 1 èpetai

ìti k�poia dÔo �toma èqoun ton Ðdio arijmì.

�
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Mèjodoc metr matoc: di�forec morfèc

Uperarijm sima antikeÐmena an koun se arijm simec kl�seic (eÐdh)

=⇒ k�poia dÔo antikeÐmena eÐnai thc Ðdiac kl�shc.

Par�deigma: Up�rqoun sunart seic f : N→ N pou den eÐnai

upologÐsimec apì k�poio prìgramma.

Pl joc twn sunart sewn uperarijm simo (akìma kai oi f : N→ {0, 1})
(apìdeixh: diag¸nio epiqeÐrhma tou Cantor)

Pl joc programm�twn arijm sima:

prìgramma = keÐmeno = peperasmènh akoloujÐa apì gr�mmata,

arijmoÔc, shmeÐa stÐxhc

�
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Mèjodoc metr matoc: di�forec morfèc

Uperarijm sima antikeÐmena an koun se arijm simec kl�seic (eÐdh)

=⇒ k�poia dÔo antikeÐmena eÐnai thc Ðdiac kl�shc.

Par�deigma:

AlgebrikoÐ arijmoÐ: EÐnai oi rÐzec poluwÔmwn me akeraÐouc suntelestèc.

P.q. oi
√

2, 51/3,
√

2 +
√

3.

Up�rqoun pragmatikoÐ arijmoÐ pou den eÐnai algebrikoÐ?

Oi pragmatikoÐ arijmoÐ eÐnai upararijm simoi

Ta polu¸numa me Z-suntelestèc eÐnai arijm sima. K�je èna èqei

peperasmènec rÐzec.

⇒ Oi rÐzec aut¸n eÐnai arijm simec.

'Ara up�rqoun mh algebrikoÐ (uperbatikoÐ) arijmoÐ.
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Mèjodoc metr matoc: di�forec morfèc (mèsoi ìroi)

An aj ∈ R kai 1
N (a1 + · · ·+ aN) ≥ λ tìte up�rqei j ¸ste aj ≥ λ.

Se oloklhrwtik  morf :
An f : [a, b]→ R kai

1

b − a

∫ b

a
f (x) dx ≥ λ

tìte up�rqei x ∈ [a, b] ¸ste f (x) ≥ λ.
Par�deigma:

DeÐxte ìti up�rqei x ∈ R t.¸. |sin x |+ |sin(x + 1)| ≥ 4
π = 1.27 · · · .

'Eqoume
∫ 2π
0 |sin(x + 1) dx | =

∫ 2π
0 |sin x | dx = 2

∫ π
0 sin x = 4.

f (x) = |sin x |+ |sin(x + 1)| èqei olokl rwma 8 sto [0, 2π]

'Ara up�rqei x ∈ [0, 2π] me f (x) ≥ 8
2π = 4

π .
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