ITpoanauwtobpeves YVOOELS.

A. To clvoho twv mparypatixody aptdudv R xou ol ahyeBpuixéc biotnteg twv teo-
cbpwv npdéewy oto R.

To oUvoho twv puowdy opuey N = {1,2,3, ... }. IlpocéEte: uepnd BiBAia
(o BBMa Tou Auxelov, yio Tapdderypa) Yewpoly guod xou tov 0, ondte pe N

oupfoiiCouv to glivoro twv 0,1,2, ... xou pe N* 10 obvoro twv 1,2, ... .
To cvoho twv axcpaiwv Z = {0,1,—-1,2,-2,3, -3, ...} xou T0 chvolo Twv p1-
v Q.

B. Baowég ahyeBpuée 1B16Ttnteg twv avicothtwy. o mapdderyua:
1LAvz<yxamy<z tt€zx<z
Ave <y, trert+z<yt+zxuzr—z<y-—-=z

CAve<yxwz<w, ezt z<y+w.
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4. Av z <y xou z > 0, 16t 22 < yz nou
5. Avz <yxu z <0, 16T 2 > Yz ®oU
6

CAVO<z<yxu 0< z<w, téte 0 < 22 < yw.

Baowxéc 1816tnteg Twv andhutwy Ty, o napddetypar:

—_

eyl = Jzlly
2. H tpryov avisétre: [|z| — [yl| < |z £y| < |z| + [yl

e | 2] = 12l
3. Avy #0, t6te ‘y| =9l
4. x| < aav xo pévo av —a <z < a.
5. |z] < a av xu yévo av —a < x < a.
I'. H yewpetpinh] avanopdotaon Tey aptduoy og onueiwy tne tpaypatixic sudei-

ac. H andhvtn tud |z —y| eivon {on pe v andotaon avdpesa ota onpeio to onola
AVOTAPLOTOVY Toug aptdpole T, y.

A. To dwothpata: (a,bd), (a,b], [a,b), [a,b], (a, +00), (—o0,b), [a, +00), (—o0, b]
xau (—o0, +00).

Ta cOuBola 400, —00 dev elvon Tinote dANo Tapd oréta ovupora: o 00 dev elvon
aprduol. Exeptéuacte 10 +00 (—00) we éva «ornueioy mov elvon delid (aplotepd)
u&de onuelov tne mpayuotixnc evdelac 1§ we Yo «<TocdTNTAY oL elvol UEYOADTERN
(wxpotepn) and wdde aprdud. T nopddetypa, yedpouue

—oo < x, T < 100, —00 < 400
v xdde opriud x.

E. Opiopol twv Suvduewy pe axépooug exdéTec.



Av o n elvan Yetinde axéponog, totE

Av o n elvan dptiog axépatog, téte @™ > 0 yio xde a # 0. Av o n elvon nepittoc
axépanog, t6te (1) a™ > 0 v xdde a > 0 xon (i4) a™ < 0 yia xéde a < 0.

O1 Booixéc 1BLOTNTES TV BUVAUEWY UE axépotous exdéTec:
1. a®b® = (ab)*, a*a¥ = a® "y (a®)¥ = (a¥)* = a™.

2. Av0 <a<b, tote (i) a® <b®,avz >0, (i) a® =b° = 1 xau (iii) a® > b*,
av x < 0.

3. Ava <y, t6te (i) a® <a¥,ava > 1, (i) 17 = 1Y =1 xou (4i7) a® > a¥, av
O0<a<l.

H ohyeBpuer Toutdtnta
n n o__ n—1 n—2 n—2 n—1
" =y =(r—y) @+ Ty ey T YT,
av o n elvon guoxds > 2.

3T. O pllec tv aplduddy.

Av o n ebvau dpTiog puowde, téte 1 edlowon 2™ = a éxel (i) axpBde duo Aioelg,
ot VeTnr) xou Ty avtidetn apvnuiad, av a > 0, (44) axpBoe pa Ao, tov 0, av
a =0, xou (#i1) xogud Moo, av a < 0.

Av o n elvon mepittée Quode, TtE N & = a €xer (1) oxpBde yo Moom, Yetxd,
av a > 0, (i) axpPode wa Aoon, tov 0, av a = 0, xou (#7) oxpBde o Ao,
apvnTixn, av a < 0.

Av o n elvon mepittog puoixde, toHTE Yio xdde a TN wovadixy) Abon tng e&lowong
" = a v ovoudlouye n-ooth plla Tou a xa N cuyPorilouvye

Ya.

Av o n evon dptiog, téte Yoo xdde a > 0 T povadxn un apvnuikn Ao g
" = a v ovoudlouye xou TdAL n-00TN pila Tou a xan N cupfolilovue xan TAAL
Va.

Apa elvon /0 = 0 vy x4 n xon a > 0y xdde a > 0 xou xdde n. Eniong,
oty neplntwon a < 0 ebvar {a < 0 yioo xdde neptttd n eved dev opileton o {/a
YioL XOVEVOLY GETIO 7.

IMpocé&te: oe ToANS BBAior (oo ByBhio Tou huxelou, yio Ttopdderypa) dev opilovtan
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oL n-ootéc plleg apvnuixody aptdudy olte dtav o n elvol TepLTTdC PuoLXdC.

Z. Oplopol twv duvdpewy ue pntolg exdétec.

Oewpolpe pNTo T xou YPdpoLYE T = T, bTou 0 m elvon axéparog, o n ebvan Yetinde
oxéponog xou (Petd amd amhonoinom) ot m,n elvon oyeTind TEMTOL, dNAadY éxouv
péyloto xowo diougétn tov 1. H cuyxexpiuévn ypupn tou 1 ovopdletar avdywym

pop®t Tou xau ebvon povadxr. Tdpo, opilouye
o = (Yay"

pe Tic e€hc devxpwvhoeis: (1) av a > 0, dev undpyel xovéva TedBANu 6Tl 0
Ya opileton, (1) av a = 0, téte eivor /0 = 0, ondte mpémet va ebvow m > 0 1,
1wodvapa, 7 > 0 xou tote 07 = (/0)™ = 0™ = 0 xou (i44) av a < 0, 6T mMPémeL
o n va elvon mepLTToC Yo v opileton o Ya. Me ddha Aoyion

O a” opiletan (i) av a > 0, (44) av a = 0 xou 7 > 0 xou (i43) av a < 0 xou o
TUEOVOUICTAS OTNY oVAYWYT Lop®T Tou T elvol TEPLTTOC.

O a” Bev oplletan (1) av a = 0 xou 7 < 0 xou (4¢) ov @ < 0 xot 0 TUPOVOUACTAS
TNV AVEYWYT LOPPT| TOU T €lvor dETLOC.

, , , , ;1 , ,
Ac¢ Yewpricoupe omolovdfToTE YUOIXS N xou ToV avTioTol o PNTo - . Elven gavepd

6T N avdrywyn popgn Tou + etvon axeBne N = . Apa o an Tawtieton €€ oplopoy

e tov (/a)t = Ya:
av = a.
ITpocéZte: oe morhd BB (ota BBAia Tou huxelou, yio napdderypa) dev opllovron
oL BUVEPELS opYNTIXGY apliU®Y Ue pnTolg exdéted.
Ot Baowée WBLOTNTEC TV BUVAPEROY UE ax€potous eXVETES Lo 0oLV ol YLo TiC
duvduelc Ye pntolg exdéteg.
H. Ou Suvdyelc pe dppnroug exdétec.
Tvopllovue (xwplc auttohdynon) 6t opileton 1 SOvoun

aZL’

otav a > 0 xou o x elvon dppntog. Enlone opiletan
0"=0

av o z elvar Yetinde dppntoc.

Apa, av 0 x givan dppntoc, N Sovoun a” opileton (i) av a > 0 xou (i4) av a = 0 xou
z > 0. H 30vaun a” dev opileton (i) av a < 0 xow o z eivan dppnrog xou (i7) av
a =0 xo o z elvon dppnrog < 0.

Yuvohixd cuurépaouar

O a® opiletan (i) av a > 0 xou 0 x elvon onoocdhnote aprdude, (i) av a = 0 xou
x> 0 xou (449) av a < 0 xou 0 x elvon pNTOC PE TEPITTS TUPOVOUACTH OTNY AVAYWYT
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Hop®t Tou.

O a” dev opileton (i) av a =0 xow & < 0 xon (i) av a < 0 o 0 x elvon dppntoc 7
ENTOC UE JOTIO TUPOVOUGTY GTNY AVAYWYT| LOEPY| TOU.

Ot Baowxée 1BLoTNTES TwV SUVAPENY Lo 0oLV VLol OTIOLOUGHHTIOTE TEAYUATIXOVS EX-
Vérec.
©. Opiouol twv Aoyapliuwy.

Dvopiloupe (ywpic anddeiln) 6t vy xdde a > 0, a # 1, xou xéde y > 0 vndp-
YEL povadixde x ote va ebvon a® = y. H povadixr Ao tne e€lowone a® =y
ovopdletar hoydprduoc Tou y ue Bdon a o cupBorileton

log, y.

Me dhha Aoya, Loy bel 1) looduvopio:

x =log,y oV ol hOVo av a® =y.

O Baowéc Widtntee v hoyopiduwy (e Bdoec a,b > 0, a,b # 1):
1. log,(yz) = log, y + log, z v x&de y, z > 0.

2. log, ¢ =log, y —log, z vl xdde y,z > 0.

3. log,(y*) = zlog, y yia x&de y > 0 xou xdde 2.

4. log, 1 =0 »ou log, a = 1.

5. Eotww 0 < y < z. Téte (4) log, y < log, z, av a > 1, xou (i) log, y > log, z,
av0<a<l.

6. log, y = @ log, y vt xdde y > 0.

I. Terywvopetpixol apriuof.
OewpolVTaL YVWoTol 0L YewpeTpiikol 0p1ojL0l TV TELY WVOUETEXOY dpttucy Bdoet
ToL TELYWVOUETEXOU xUxhou. Ilpocé€te: Ju yenoonoiolue to cluBoha

sinx, cosx, tanx, cotx

avtl TV avtioTolwy MU T, CUVET, EQT, OPxT TOU yenolponololvton ot Bi3hla
Tou Auxelou. Ou apWiuol sinz, cosz, tanx xou cot x ovoudlovtat, aviioTolywe,
nuitovo, cuvnuitovo, eQanTOUEVT Xou GLUVEPATTOUEVT Tou z. Kot ol técoepic autol
apripol ovopdlovtar Tprywvouetpixol apriuol Tou .

O aprdude tan z dev oplletan av & = 5 +km (k€ Z). O apiudc cot z dev opileto
avz =kn (k€ Z).

Mepuéc Boaoinég WOOTNTES TWVY TELYWVOUETEIXWY dptduv:

1. Ebvaw cosz > 0, av 0 & avixel 010 didotnua (—%5 + k27, § + k27) (k € Z), xou
cosz < 0, av 0 x avixer oto didotnua (§ + k27, 3T 4+ k27) (k € Z). Eniong, ebvau
sinz > 0, av o = avixel oto ddotnua (k2m, 7 + k27) (k € Z), xou sinz < 0, av
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x avixel oto ddotnua (m + k2w, 2w + k2m) (k € Z).
=1 <coszr <1, -1 <sinx < 1.

. (sinw)? + (cosz)? = 1.

sin &

o)
2
3
4. tanx =
5
6
7

coszx ’ cotx = (;?I?;EE :
. cos(—x) = cosx, sin(—x) = —sinz, tan(—x) = — tanz, cot(—z) = — cot .
cos(§ —x) = sinx, sin(§ —x) = cosz, tan(§ —x) = cot z, cot(§ —x) = tanz.
. cos(x + ) = —cosx, sin(z + ) = —sinz, tan(x + 7) = tanx, cot(z + ) =
cotx

8. cos(z 4+ y) = coszcosy —sinxsiny, sin(x 4+ y) =sinzcosy + cosxsiny.

- _ . T—Y Z+y . o . . T—Yy a:—i—y
9. cosx —cosy = —2sin —5* sin —5Z , sinx — siny = 2sin =5~ cos 5~ .

10. 'Eoto k axéponoc. Téte (i) cosx > cosa’, av k27 <z < 2’ < 7w+ k27, o
(#) cosz < cosa’, av ™+ k27 < x < o’ < 27 + k2.

11. 'Eotw k axéponoc. Téte (i) sine < sina’, av —F +k2r <z <2’ < T 4 k2,
xou (i4) sina > sina’, av § + k27 <z <2’ < 37” + k2.

K. H yevixq évvola tou 6uvOhou xou 1) évvola Tou avikeLv: ypdgpouue = € A xou
e 6Tl «to x avixel oo abvolo Ay av o z elvau ototyelo Tou cuvéhou A. H
dovnom tou x € A ypdpeton = ¢ A.

To 0 ovopdleton xevd chvoho xau dev Tepiéyel xavéva oTolyelo.

To oivoho A elvaw unocivolo tou cuvohou B av yia xdde x € A woylel & € B:
yedpoupe A C B. To () elvon vnoctvoro xdde cuvorou.

Amhéc mpdleic avdpeoa oe duo clvora A, B: névwon AUB ={zx:x € Acle z €
B}, nwoph ANB ={z: 2z € Axawx € B} xou n dogopd A\ B = {z:x €
A xou x ¢ B}.

A. H yevixy évvowa tng ouvdptnong
f:A— B

e nedlo oployol o A xou cOVolo T®Y utoclvoho tou B. Aéue «n cuvdptnon
[ pe tono y = f(x)», 6mou 1 aveEdptnn yeTtoBinth & todpver tipéc omd 1o A xou
n e€optnuévn yetaBAnTy| ¥y malpvel Tiwée amd to B. Ye xdde Tn tng = omd 1o A
avtiototyel (Héow tne f) wo oxptBide (dnhady Wi xon povo i) T e y and
10 B: exelvn mou mpoodiopileton and tov timo y = f(z). ITohkéc gopés, ydpw
ouvtopiog, avtl «n ouvdptnon f ue tono y = f(x)» Mue «n ouvdptnon y = f(x)».
To cOvoho twv Twov e f ebvan 1o {f(z) : . € A} = {y € B : undpyeL = €
A dote y = f(x)}.

Y10 oUvoho TV e f avixouv axpiBng exelveg ol TéC TG UETOBANTAS ¥ Yo
i onoleg 1 e&iowon f(x) = y ye dyvwoto & éyel wa TouAdytoTov Aon oTo TEedio
opLoUoL.



Fevixdtepa, av A’ C A, t6te f(A) ={f(z) :x € A} ={y € B : vndpyeL z €
A" dote y = f(x)}. T napdderypo: to obvoro oy e f elvon to f(A).

Yuvdptnon éva - Tpog - éva xou GLUVEETNCT ETtl. AUPLLOVOGTHAVTY CLUVEETNOT.

Avn f: A — B elvaw auguuovooruavty, tote opiletoan n avtioTeopn cuvdptnon
f1:B— Axu

r=f"(y) oV %ol LOVO OV flz)=y.

M. TN mparypatinée cLVaPTAHOELS Wi Tparyortixc LetaBAnTtic, dnhady f : A — R,
6mouv A C R.

Tpagpuxt; topdiotaon (§ yedenuo) cuvdptnone. To nedio opopol e y = f(z) el
Vol 1) xataxdpuen TeoBoAY| ToU YRapRRATOS TNG T8VL GTOV Z-8E0Va Xt TO GUVONO
TV T elvan 1 0pllvTiar TPOBOAY TOU YRUPHUTOS Tve GTOV Y-GEoval.

Suvdptnon abdZouca (@divouoa, povétovn) oe ddotnua Tou TEdOU 0pLoUoy TNC.
Yuvdptnon yvnoiwe adZouca (yvnoine gdivouvsa, yvnoiwe povétovn) oe didotnua
Tou medlov oplopol TNg.

Av g suvdptnon ebvan Yvnolwg adZouvoa (yvnoing gdivouoa), téte 1 avtiotpopt
¢ ouvdptno elvan yvnoing avgovoa (Yvnolng pdivousa).

Tuvdptnom dve @poypévn (xdtw @eaypévr, eeayuévn) ot vooGvolo Tou Tediou
opLopoL TNg.

(1) To ypdynuo e y = —f(x) elvon T0 CUUUETEIXG KOS TPOC TOV T-GEOVO TOU
yeopruatoc e y = f(x). (1) To ypdonua e y = f(—z) eivon 10 cuupeTEd
¢ PO Tov Y-dZova tou ypaphuatoc e y = f(xz). (i) To ypdenua e y =
f(x)+ K elvan 1 xotodpuen peTapopd xatd Kk (Tpog ta Tévw, av Kk > 0, xou Tpog To
xdtw, av £ < 0) tou ypaphuatoc e y = f(z). (iv) To ypdynuo tney = f(z—k)
elvon n opldvtia petapopd xatd k (npog ta 8elid, av K > 0, xou Tpog ToL apLoTERE,
av k < 0) tou ypagphuatoc e y = f(z).

To YpapAuaTo fLog cLVEETNONG %o TNG AVTICTEOPNE TNS Efvol GUUUETELXA WS TEOC
v xOpta Slayodwvio (tny evdeio pe e&iowon y = ).

ITeproduxn cuvdptnon,.

N. Yuyxexpuévee cuVapTAHOELS.

IoAvwvuuxée ouvapthoelc. Movotovia xan YeapAUaTa TV § = aT + b xoL Twv
y = ax? + bz + c. Movotovia xau ypagphuata Twv y = 2" (n € N).

Pntéc ouvaptioeic. Movotovia xou ypophuota tov y = — (n € N).

I’Vl
Movotovia xa ypogphuata twy cuvaptioewy: ¥y = /z (n € N), y =z (a € R),
y=2a* (a>0),y=log,z (¢ >0,a#1),y=sinz, y=cosz, y=tanx,
y = cotx.

E. Aev ypewdletan va yvwpeilete Tinota yia 6plat CLUVAETACEWYV,
OUVEYELXL CUVIPTACE®Y, TAEAYWYOUE X0l ONOXANPWOUALTAL.



