
Ασκήσεις 6.

Λύστε τις ασκήσεις 3, 5 και 7 της ενότητας 7.5 και τις 3, 5, 6, 9 και 10 της ενότητας 7.6 του
Διανυσματικού Λογισμού των Marsden - Tromba.

Λύστε και τις παρακάτω ασκήσεις από το Calculus του Apostol.

(1) Έστω S το ημισφαίριο x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0, και f(x, y, z) = (x, y, 0). Έστω
η τα μοναδιαία κάθετα διανύσματα στην S προς την εξωτερική μεριά της σφαίρας.
Υπολογίστε το ∫∫

S

f · η dA

χρησιμοποιώντας:

(α) την παραμετρική αναπαράσταση r(θ, φ) = (cos θ sinφ, sin θ sinφ, cosφ), 0 ≤ θ ≤
2π, 0 ≤ φ ≤ π

2
.

(β) την παραμετρική αναπαράσταση (x, y,
√
1− x2 − y2), x2 + y2 ≤ 1.

(2) ΈστωS η επίπεδη επιφάνεια της οποίας το σύνορο είναι το τρίγωνο με κορυφές (1, 0, 0),
(0, 1, 0) και (0, 0, 1) και έστω f(x, y, z) = (x, y, z). Έστω η τα μοναδιαία κάθετα δια-
νύσματα στην S που έχουν μη αρνητική z-συντεταγμένη. Υπολογίστε το∫∫

S

f · η dA

χρησιμοποιώντας:

(α) την παραμετρική αναπαράσταση r(u, v) = (u+ v, u− v, 1− 2u).

(β) μια παραμετρική αναπαράσταση (x, y, f(x, y)).
(3) Έστω S μια επιφάνεια παραμετρικοποιημένη με την εξίσωση z = f(x, y), όπου το

(x, y) διατρέχει ένα χωρίο T ⊆ R2, την προβολή της S στο xy-επίπεδο. Έστω f =
(P,Q,R) και η τα μοναδιαία κάθετα διανύσματα στην S που έχουν μη αρνητική z-
συντεταγμένη. Αποδείξτε ότι∫∫

S

f · η dA =

∫∫
T

(
− P

∂f

∂x
−Q

∂f

∂y
+R

)
dxdy,

όπου οι P , Q και R υπολογίζονται στο (x, y, f(x, y)).
(4) Έστω S η επιφάνεια της προηγούμενης άσκησης και έστω φ ένα αριθμητικό πεδίο.

Αποδείξτε ότι:∫∫
S

φ(x, y, z) dA =

∫∫
T

φ(x, y, f(x, y))

√
1 +

(∂f
∂x

)2

+
(∂f
∂y

)2

dxdy,

∫∫
S

φ(x, y, z) dy ∧ dz = −
∫∫
T

φ(x, y, f(x, y))
∂f

∂x
dxdy,

∫∫
S

φ(x, y, z) dz ∧ dx = −
∫∫
T

φ(x, y, f(x, y))
∂f

∂y
dxdy.
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(5) Έστω S η επιφάνεια της σφαίρας x2 + y2 + z2 = r2. Υπολογίστε το∫∫
S

xz dy ∧ dz + yz dz ∧ dx+ x2 dx ∧ dy.

Επιλέξτε παραμετρικοποίηση έτσι ώστε τα μοναδιαία κάθετα διανύσματα η στην S να
είναι προς την εξωτερική μεριά της S.

(6) Έστω S η επιφάνεια πάνω στον κώνο x2 + y2 = z2, z ≥ 0, η οποία αποκόπτεται από
τον κύλινδρο x2 + y2 = 2x. Υπολογίστε το∫∫

S

(x4 − y4 + y2z2 − z2x2 + 1) dA.
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