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Ένατο φυλλάδιο ασκήσεων.

1. Υπολογίστε όλες τις μερικές παραγώγους μέχρι και τρίτης τάξης των παρακάτω συναρτή-
σεων. Ελαχιστοποιήστε την εργασία σας λαμβάνοντας υπ’ όψη τις αναμενόμενες ισότητες
ανάμεσα στις διάφορες μεικτές παραγώγους.

i. f(x, y) = sin(xy2).
ii. f(x, y) = x2y.
iii. f(x, y, z) = x cos(yz).
iv. f(x, y, z) = yex+z .
v. f(x1, . . . , xn) = (x21 + · · ·+ x2n)

p.

2. Υπολογίστε συναρτήσει των μερικών παραγώγων της πραγματικής συνάρτησης f (δύο ή
τριών μεταβλητών) την παράγωγο δεύτερης τάξης της πραγματικής συνάρτησης g (μίας
μεταβλητής).

i. g(t) = f(t sin t, et).
ii. g(t) = f(t2, tet, sin(t2)).

3. Υπολογίστε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης της πραγματικής συνάρτησης f συ-
ναρτήσει των μερικών παραγώγων των εμπλεκομένων στον τύπο της συναρτήσεων.

i. f(x, y) = g(u(x, y), v(x, y)).
ii. f(x, y) = g(u(x, y), v(x, y), w(x, y)).
iii. f(x, y, z) = g(u(x, y, z), v(x, y, z)).

4. Γράψτε το ανάπτυγμα Taylor δεύτερης τάξης των παρακάτω συναρτήσεων.

i. f(x, y) = sin(3x+ 2y) στο σημείο (0, 0).
ii. f(x, y) = ex sin y στο σημείο (0, 0).
iii. f(x, y) = cos(xy) στο σημείο (1, π).
iv. f(x, y) = x+y

x+y+1 στο σημείο (0, 0).
v. f(x, y, z) = (1 + x)(1 + y)(1 + z) στο σημείο (0, 0, 0).
vi. f(x, y, z) = xey+z στο σημείο (0, 0, 0).

5. Γράψτε τις παρακάτω παραστάσεις στη μορφή (Ax) · x καθώς και στη μορφή x⊤Ax με
κατάλληλο συμμετρικό πίνακα A και διάνυσμα x.

i. 3x2 + 6xy − y2.
ii. x2 − 2xy + 2y2.
iii. x2 + 2y2 − z2 + 4xy − 2xz + yz.
iv. x2 + y2 − z2 + xy − xz + 2yz.
v. x2 + 4y2.
vi. x2 − y2 + 2z2.
vii. x2 + 2y2 − z2 + w2 + 2xy + 4xz − xw + 2yz + 6yw + zw.
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6. [α] Αποδείξτε το κριτήριο παραγωγισιμότητας για πραγματικές συναρτήσεις τριών μετα-
βλητών. Δηλαδή το ότι, αν όλες οι μερικές παράγωγοι πρώτης τάξης της πραγματικής συ-
νάρτησης f(x, y, z) υπάρχουν σε κάθε σημείο (x, y, z) το οποίο βρίσκεται αρκούντως κοντά
στο σημείο (x0, y0, z0) και είναι συνεχείς στο (x0, y0, z0), τότε η συνάρτηση είναι παραγω-
γίσιμη στο (x0, y0, z0).
Υπόδειξη: Γράψτε

f(x, y, z)− f(x0, y0, z0) = (f(x, y, z)− f(x0, y, z)) + (f(x0, y, z)− f(x0, y0, z))

+ (f(x0, y0, z)− f(x0, y0, z0))

και μιμηθείτε την απόδειξη που κάναμε στην περίπτωση συνάρτησης δύο μεταβλητών.
[β] Γενικεύοντας την απόδειξη του [α], αποδείξτε το γενικό κριτήριο παραγωγισιμότητας.
Δηλαδή το ότι, αν όλες οι μερικές παράγωγοι πρώτης τάξης της πραγματικής συνάρτησης
f(x) = f(x1, . . . , xn) υπάρχουν σε κάθε σημείο x το οποίο βρίσκεται αρκούντως κοντά
στο σημείο x0 και είναι συνεχείς στο x0, τότε η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο x0.

7. Στο μάθημα αποδείξαμε ότι αν όλες οι μερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης της πραγματικής
συνάρτησης δύο μεταβλητών f(x, y) είναι συνεχείς σε κάθε σημείο (x, y) το οποίο βρίσκε-
ται αρκούντως κοντά στο (x0, y0) τότε ∂2f

∂x∂y (x0, y0) =
∂2f
∂y∂x(x0, y0).

[α] Χρησιμοποιώντας αυτό το αποτέλεσμα, αποδείξτε (πολύ εύκολα) ότι το ίδιο ισχύει για
πραγματικές συναρτήσεις n μεταβλητών. Δηλαδή, ότι αν όλες οι μερικές παράγωγοι δεύ-
τερης τάξης της πραγματικής συνάρτησης f(x) = f(x1, . . . , xn) είναι συνεχείς σε κάθε
σημείο x το οποίο βρίσκεται αρκούντως κοντά στο x0 τότε

∂2f

∂xi∂xj
(x0) =

∂2f

∂xj∂xi
(x0).

[β] Γενικεύστε (πολύ εύκολα, με επαγωγή) για παραγώγους τάξης k. Δηλαδή, ότι αν όλες
οι μερικές παράγωγοι τάξης k της πραγματικής συνάρτησης f(x) = f(x1, . . . , xn) είναι
συνεχείς σε κάθε σημείο x το οποίο βρίσκεται αρκούντως κοντά στο x0 τότε

∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
(x0) =

∂kf

∂xiσ(1)
· · · ∂xiσ(k)

(x0),

όπου (σ(1), . . . , σ(k)) είναι οποιαδήποτε αναδιάταξη των (1, . . . , k).

8. Αποδείξτε το ανάπτυγμα Taylor τρίτης τάξης πραγματικής συνάρτησης n μεταβλητών. Δη-
λαδή, υποθέστε ότι η πραγματική συνάρτηση f(x) = f(x1, . . . , xn) έχει συνεχείς μερι-
κές παραγώγους τρίτης τάξης σε κάθε σημείο x αρκούντως κοντά στο x0 και αποδείξτε ότι
ισχύει:

f(x) = f(x0) +
n∑

j=1

∂f

∂xj
(x0)(xj − x0j) +

1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x0)(xi − x0i)(xj − x0j)

+
1

6

n∑
i,j,k=1

∂3f

∂xi∂xj∂xk
(x0)(xi − x0i)(xj − x0j)(xk − x0k) +R(x)

όπου x = (x1, . . . , xn), x0 = (x01, . . . , x0n) και όπου η συνάρτησηR(x) έχει την ιδιότητα:

lim
x→x0

R(x)
∥x− x0∥3

= 0.
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