To TrpwTo pabnua.
ZuppoAiloupe
X1
r=(T1,...,T,) 1 T =
Tn

Ta oToixeia Tou R" . Oa mrpoTipdue To BeUTepo oUpPoro dTav Bédoupe va TTOAATTAXCIACOUE
didvuopa pe Tivoka.

Mas eivar yvwoTr) n S1TTAf) uon Twv oTotyeiwy Tou R™ . Ké&be x = (x4, ..., x,) Bewpeitan
giTe ws onuelo ite ws didvuoua pe apxh To 0 = (0,...,0).
H (euxAeideio) véppa Tou = = (1, ..., %,) evor o un-apvnTikds apifuds
o] = \fad + o+ ad
To (eukAeidelo) ecwTepikd ywduevo Twv & = (T1,...,Ty,) Kk Y = (Y1, ..., Yn) elvor o opiBuds

() =z + -+ Tl -
O1 Booikés 1810TNTES TNS VOPUAS KAL TOU ECWTEPIKOU YIVOUEVOU gival yvwoTes. O1 o onuavTIKES
elval T TPLYWVIKY avicoTnTa
[z +y| < || + [yl
ka1 1 avicoTnTta Tou Cauchy
[(z, )| < |yl
Av z,y € R", n |z — y| elvor n (eukAeideia) amdoTtoon Twv onueiwy T ko .

Opiopds 1. H avoiktn pmréAa ko 1 kAot pmrdAa orov R ue xévtpo © € R" kou axtiva
r > 0 elvan Ta ouvola

B(a;r)={z e R" ||z —a| <7} Kat B(a;r) ={z e R"||x —a|] <r}.
AvoikTd opf. TrapaAAnAsTriTeSa ko kKAsioT& opf. TapaAAnAsmriTeda oTov R” efvon Tar ouvoda
(a1,01) X -+ X (an,bp) = {(21,...,20) a1 <21 <bpy..oyan < xp < by}

Ka1
[aflabl] XX [anabn]:{<xla-"7xn)|a'l le Sbnw-'aangxngbn}-

Opiopos 2. Eva ouvoro U C R" yopoxtnpiletar avoiktd av yia kdbe v € U umdpye
r=r(z) >0 oote B(z;r) CU.

TMapadetyuara.

I. Eiven mwpogaves 11 o R™ eivon avoiktd umoouvoro tou R™.

2. To ) eivar avoikTd umooUvodo Tou R™. A6TI Sgv pmopoUus va Ppolus Kavéva x € () To
oTrolo va pnv 1KavoTrolel TNy 1816TNTA TTOU QVOPEPETAL OTOV OPLOMO TOU OVOIKTOU CUVOAOU.
3. Mia avoikt?) pméAa B(a;r) otov R™ eivor avoiktd oUvolo.

Mpdypot, éotw x € B(a;r). Téte | — a| < 1 xou opiloupe 77 =1 — |z — al > 0. TéTe y1x
k&fe y € B(z;r') ebvan [y —a| < |y — x|+ |z —a| <r' + |z —a|] =71, owdte y € B(a;r).
Apa B(z;7") C Bla;r).

3. 'Eva avoiktd opf. TopoMinAeitedo otov R™ elvon avoiktd cUvolo. Agite To pdvol cas.

Opiopéds 3. Eva ouvoro F C R™ yapaktnpileTar ¥Ae1oTé av 1o ouumAnpeud Tou R™ \ F' eivar
QVOIKTO.



Tapadetyuara.
I. O R" eivar KAeioTd uTooUvoho Tou R™ $16T1 To cuuTAfipwud Tou givar To ().

2. To 0 elvan KAe10T6 UrooUvoro Tou R 81671 To cuuTAfpwud Tou elvar o R™ .

3. Mia xkAetoh) pmdda B(a;r) otov R™ eivon kAeioTd oUvolo.

Mpdypar, R™\ B(a;r) = {r € R" ||z —a| > r}. Eotw 2 € R"\ B(a;r). Téte |[v —a| > 7
ko1 opifoupe 7’ =[x —a|—r > 0. TéTe yio k&8s y € B(x;7') eiven [y—a| > |z—a|—|y—x| >
|z —a| —r' =71, omwéte y € R*\ B(a; 7). Apa B(z;r') C R*\ B(a;7r). Apax To R™\ B(a;r)
elvanl avolkTo.

3. 'Eva kAeloTd opf. TopoMAnAeitedo otov R™ elvon kAeioTd ouvolo. Agite To podvol cas.

Opiopods 4. Eotw A CR” ka1 v € R".

To = xapoxTnpifeton towTepikd ompeio Tou A ov umdpyer v > 0 wote B(x;r) C A 7,
ioodwaua, B(z;r) N (R™\ A) = 0.

To x xapaxTnpifeTar e§wTepikd onueio Tou A av umdpyer © > 0 wote B(x;r) N A =0 7,
i0oduvaua, B(z;r) C (R™\ A).

To x yapaktnpifeTar cuvoplakd anueio Tou A av yia k&fs 1 > 0 eivar B(x;7) N A # ) xou

B(z;r) N (R™\ A) # 0.

TMopatnpnote OTL:
(1) K&Be x € R™ evou eite eowTepikd eite efwtepikd eite ouvoplaxd onueio Tou A. Emions, dev
pTTopel gval T va gival eoWTEPIKO Kol £EWTEPIKO 1) ECWTEPIKO KOl OUVOPIOKO 1) EEWTEPIKO Kol
ouvoplakd onueio Tou A.
(17) Ta eowTepikd onueic Tou A elvor Ta {81 pe Ta e€wtepikd onpeia Tou R™ \ A ko1 Ta
efwTepikd onueia Tou A elvon T 181 pe Tox ecwTepikd onueia Tou R™\ A. Téhos, Ta cuvopiakd
onueia Tou A elvon Ta 18100 pe T ouvoplakd onueia Tou R™ \ A.

(171) Ta eowTepik& onpeio Tou A Trepiéxovton SAa oto A Kou Ta efwTepik& onpeiar Tou A
mepiéxovtan 6Aa oto R™ \ A. Emrions, k&mola amd T ouvoplokd onueia Tou A prropel va
avfikouv oto A kat Ta urdAoiTa cuvoplakd onueia Tou A B avfjkouv oTo R™\ A.
IMapaderyua.

Eotw A= B(a;r) 1 A= B(a;r). Av |z —al < r, To x elvon eowTepikd onpeio Tou A. Av
|z —a| > r, To x elvon e€wtepixd ompeio Tou A. Av |z — al =7, To x elvor ouvopiokd onueio
Tou A.

Apa, av A = B(a;r), To A Trepiéyel pévo Ta e0WTEPIKG TOU OMueia Kot Kawéva ouvopiakd Tou
onueio. AvtiBétws, av A = F(a;r), To A Trepiéxel OAa T e0WTEPIKG Kal OAA T CUVOPLAKE
Tou onueia.

Oa propoucape va Bewpnooupe To A = {z € R" | |[z—a| < r}U{z € R"||x—a| = r,z; > 0},
émou x = (x1,...,%y,). AnAadh, oty avoikTh uTdAa B(a;r) emouvdTToude TX ETIQAVEIOKK
Tns onueia pe BeTikh) TPOTN cuvteTaypévn. Twpa, 6Tws Tpw, av |T — al < r, To T evan
gowTeplkd onueio Tou A. Av |z —a| > 7, To T elvon e§wTepikd ompeio Tou A. Av |z —al| =T,
To X elvan ouvoplakd onuelo Tou A. Apa, To A Tepiéxel Ta ecwTepikd Tou onueia kan k&TTOIQ,
oAA& OX1 OAQ, ATTO TO CUVOPIOKA TOU OTuEia.

Mpotaon 1. Eotew U C R™.
I. To U eivar avoikté av kai uoévo av kdfe onueio Tou elvai e0wTEPIKO TOU OTUELO.
2. To U elvou avoiktd av kou udvo av Sev Trepléxel KQVEVa oUVOPIOKO TOU OTUEIO.

Mpétaon 2. Eorw F C R™. To F eivai kAeioTé av kai udvo av Trepiéxel O TO OUVOPIOKK
TOU oTuEla.



