
Δεύτερο φυλλάδιο ασκήσεων.

1. Βρείτε πολύ απλά παραδείγματα (i) συνεκτικώνA,B ώστε τοA∩B να μην είναι συνεκτικό,
(ii) συνεκτικού A του οποίου το ∂A δεν είναι συνεκτικό, (iii) συνεκτικού A του οποίου το
A◦ δεν είναι συνεκτικό.

2. Αν το A είναι χωρίο (δηλαδή, ανοικτό και συνεκτικό) και z1, . . . , zn ∈ A, αποδείξτε ότι και
το A \ {z1, . . . , zn} είναι χωρίο.

3. Έστω ότι το A είναι κλειστό. Αποδείξτε ότι το A είναι συνεκτικό αν και μόνο αν δεν υπάρ-
χουν κλειστά B,C έτσι ώστε B ∪ C = A, B ∩ C = ∅, B ̸= ∅, C ̸= ∅.

4. * Έστω ότι τα z, w ανήκουν σε διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες του συμπαγούς F .
Αποδείξτε ότι υπάρχει διάσπαση B,C του F ώστε z ∈ B και w ∈ C

5. Έστω |an|rn ≤ Mnk για κάθε n (με σταθερά M, r, k > 0). Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 anz
n

συγκλίνει για κάθε z ∈ D0(r).

6. Βρείτε όλα τα z για τα οποία η
∑+∞

n=1
zn

2+zn συγκλίνει.

7. Θεωρήστε το ημιεπίπεδο H = {x + iy |x > −1
2}. Αποδείξτε ότι ισχύει | z

z+1 | < 1 για
κάθε z ∈ H . Βάσει αυτού, αποδείξτε ότι, αν το K ⊆ H είναι συμπαγές, τότε υπάρχει r με
0 < r < 1 ώστε να ισχύει | z

z+1 | ≤ r για κάθε z ∈ K. Βάσει αυτού, αποδείξτε ότι η σειρά
συναρτήσεων

∑+∞
n=0(

z
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n συγκλίνει ομοιόμορφα σε κάθε συμπαγές υποσύνολο του H .

8. Έστω συνεχής f : Dz0(R) → C. Αποδείξτε ότι limr→0

∫
Cz0 (r)

f(z)
z−z0

dz = 2πif(z0). Χρη-
σιμοποιήστε τον τύπο

∫
Cz0 (r)

1
z−z0

dz = 2πi.

9. Έστω f συνεχής στο {z | 1 < |z| < +∞}. Ορίζουμε M(r) = maxz∈C0(r) |f(z)| και υπο-
θέτουμε ότι rM(r) → 0 όταν r → +∞. Αποδείξτε ότι

∫
C0(r)

f(z) dz → 0 όταν r → +∞.

10. Ελέγξτε την παραγωγισιμότητα της συνάρτησης Re z στα διάφορα σημεία z.

11. Έστω ανοικτό Ω και f : Ω → C. Ορίζουμε το συμμετρικό του Ω ως προς τον x-άξονα,
δηλαδή το Ω∗ = {z | z ∈ Ω}, και την f∗ : Ω∗ → C με τύπο f∗(z) = f(z) για κάθε z ∈ Ω∗.
Αποδείξτε ότι το Ω∗ είναι ανοικτό και ότι η f∗ είναι παραγωγίσιμη σε κάποιο z0 ∈ Ω∗ αν η
f είναι παραγωγίσιμη στο z0 ∈ Ω.
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