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Κεφάλαιο Ι.

Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις

0. Εισαγωγή

Θα ξεκινήσουµε µε ένα απλό παράδειγµα από την κλασική Φυσική.

Θεωρούµε την ελεύθερη πτώση στην ατµόσφαιρα ενός αντικειµένου µάζας 1

από ένα αρχικό σηµείο που ϐρίσκεται σε ύψος h από την επιφάνεια της Γης. Ας

«µεταφράσουµε» αυτή τη διαδικασία στη µαθηµατική γλώσσα. ΄Εστω s(t) είναι

η απόσταση που κάλυψε το αντικείµενο αφού πέρασε χρόνος t από την έναρξη

της πτώσης. Προφανώς η παράγωγος πρώτης τάξης της s(t) είναι η ταχύτητα

και η παράγωγος δεύτερης τάξης είναι η επιτάχυνση του αντικειµένου η οποία

ισούται µε g:

(0.1)
d2s

dt2
= g

εδώ g είναι η επιτάχυνση ϐαρύτητας (κοντά στην επιφάνεια της Γης). Ολοκλη-

ϱώνοντας µια ϕορά έχουµε

v(t) ≡ ds

dt
= gt+ C1

(εδώ v είναι η ταχύτητα) ολοκληρώνοντας δεύτερη ϕορά παίρνουµε

(0.2) s(t) = gt2/2 + C1t+ C2

όπου C1, C2 αυθαίρετες σταθερές. Για να τις προσδιορίσουµε χρειαζόµαστε

επιπλέον πληροφορίες. Η απόσταση από το αρχικό σηµείο από όπου ξεκίνησε

η πτώση τη χρονική στιγµή που ξεκίνησε (έστω t = 0) είναι µηδέν, το ίδιο και

η ταχύτητα άρα

(0.3) s(0) = 0,
ds

dt

∣∣∣
t=0

= 0.

Χρησιµοποιώντας αυτές τις συνθήκες και την (0.2) έχουµε ότι

s(0) = C2 = 0,
ds

dt

∣∣∣
t=0

= C1 = 0

άρα η λύση του προβλήµατος (0.1), (0.2) είναι

(0.4) s(t) =
gt2

2
.

Το πρόβληµα (0.1), (0.3) ονοµάζεται πρόβληµα αρχικών τιµών ή πρόβληµα

Cauchy, οι συνθήκες (0.3) ονοµάζονται αρχικές συνθήκες.

Παρατηρούµε ότι

lim
t→+∞

v(t) = lim
t→+∞

gt = +∞,

όµως είναι γνωστό ότι ένα αντικείµενο που ϐρίσκεται σε ελεύθερη πτώση στην

ατµόσφαιρα δεν µπορεί να αναπτύξει ταχύτητες πάνω από ένα συγκεκριµένο

όριο. Το «λάθος» µας ήταν το ότι δεν συνυπολογίσαµε την αντίσταση της α-

τµόσφαιρας η οποία, για σχετικά µικρές ταχύτητες, ισούται µε kv2(t), όπου
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k > 0 µία σταθερά. Μετά τη διόρθωση του «λάθους» η εξίσωση παίρνει την

εξής µορφή

(0.5)
d2s

dt2
= g − k

(ds
dt

)2
.

Για να λύσουµε το πρόβληµα (0.5), (0.3) γράφουµε την (0.5) για την ταχύτητα

v(t)

(0.6)
dv

dt
= g − kv2

µε αρχική συνθήκη v(0) = 0.

Την εξίσωση (0.6) την γράφουµε σε µορφή

1 =
1

g − kv2

dv

dt
ή 1 =

1

g − kξ2

dξ

dτ
ή dτ =

1

g − kξ2
dξ

ολοκληρώνοντας ως προς τ από 0 έως t (ξ από 0 έως v) έχουµε

t =

∫ v

0

dξ

g − kξ2
=

1

2
√
gk

∫ v

0
d ln
|√g +

√
kξ|

|√g −
√
kξ|

=
1

2
√
gk

ln
|√g +

√
kξ|

|√g −
√
kξ|

∣∣∣ξ=v
ξ=0

=

1

2
√
gk

ln
|√g +

√
kv|

|√g −
√
kv|

και αφού 0 ≤ v(t) ≤
√
g/k (ϐλ. άσκηση στη σελίδα 8) καταλήγουµε στην

σχέση

e2
√
gkt =

√
g +
√
kv

√
g −
√
kv
.

Συνεπώς

(0.7) v(t) =

√
g
√
k

e2
√
gkt − 1

e2
√
gkt + 1

,

και

(0.8) s(t) =

∫ t

0
v(τ)dτ =

1

2k

[
ln

(e2
√
gkt + 1)2

e2
√
gkt

− ln 4
]
.

Παρατηρούµε ότι

vτ = lim
t→+∞

v(t) = lim
t→+∞

√
g
√
k

e2
√
gkt − 1

e2
√
gkt + 1

=

√
g
√
k
< +∞

που αντιστοιχεί στη πραγµατικότητα. Η vτ µερικές ϕορές ονοµάζεται τερ-

µατική ταχύτητα. ΄Εχει ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε οτι µπορούµε να την

προσδιορίσουµε και µε άλλο τρόπο, χωρίς να λύσουµε το πρόβληµα (0.6). Η

τερµατική ταχύτητα επιτυγχάνεται όταν ισορροπούν η ϐαρύτητα και η αντί-

σταση της ατµόσφαιρας, δηλαδή

g = k v2 ⇔ v =

√
g
√
k
.
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Ας πάµε πίσω στην εξίσωση (0.1). ΄Εστω τώρα ϑέλουµε η πτώση να είναι

τέτοια ώστε στη χρονική στιγµή t0 > 0 το αντικείµενο να ϐρίσκεται σε απόσταση

d > 0 από το αρχικό σηµείο (όπως και πριν στην αρχική στιγµή t = 0 η

απόσταση από το αρχικό σηµείο είναι µηδέν) δηλαδή σε αυτή τη περίπτωση

έχουµε

(0.9) s(0) = 0, s(t0) = d.

Θέλουµε να προσδιορίσουµε τη ϑέση του αντικειµένου σε οποιαδήποτε στιγ-

µή t ∈ [0, t0]. Οι συνθήκες, που προσδιορίζουν τις σταθερές της λύσης (0.2),

δίδονται στα άκρα του διαστήµατος [0, t0], δηλαδή στο σύνορο. Από εδώ προ-

έρχεται η ονοµασία τέτοιου είδους προβληµάτων - προβλήµατα συνοριακών

τιµών. Οι συνθήκες (0.9) ονοµάζονται συνοριακές συνθήκες. Προφανώς η

λύση του προβλήµατος (0.1), (0.9) δίνεται από τον τύπο

(0.10) s(t) = g
t2

2
+
( d
t0
− g t0

2

)
t

αφού

s(0) = C2 = 0

και

s(t0) = g
t20
2

+ C1t0 = d ⇒ C1 =
d

t0
− g t0

2
.

Ενα άλλο απλό παραδειγµα είναι το εξής.

΄Εστω ότι η µάζα ενός διαστηµόπλοιου µαζί µε τα καύσιµα ειναι M και

χωρίς τα καυσιµα είναι m. Ας υποθέσουµε ότι το διαστηµόπλοιο ϐρίσκεται

σε ακινησία (σε κάποιο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς). Γνωρίζουµε ότι αν

ενεργοποιηθεί ο κινητήρας η ταχύτητα εκροής των καυσαερίων ϑα είναι στα-

ϑερή και ϑα ισούται µε κ > 0. Θέλουµε να προσδιορίσουµε την ταχύτητα που

ϑα αναπτύξει το διαστηµόπλοιο (µετά την ενεργοποίηση του κινητήρα) αφού

καταναλωθούν όλα τα καύσιµα. Θεωρούµε οτι η κίνηση γίνεται χωρίς τριβή

και χωρίς επίδραση οποιασδήποτε άλλης δύναµης.

Θα µεταφράσουµε το πρόβληµά µας στη γλώσσα των διαφορικών εξισώσε-

ων. ΄Εστω x η µάζα των καυσίµων που καταναλώθηκαν και η v(x) η ταχύ-

τητα που ανέπτυξε το διαστηµόπλοιο αφου ξοδέψαµε x καύσιµα. Προφανώς

x ∈ [0,M −m] Ας υποθέσουµε ότι ο κινητήρας έχει καταναλώσει ακόµα ενα

απειροελάχιστο ποσό καυσίµων ∆x. Ποια ϑα είναι η µεταβολή της ταχύτητας;
Σύµφωνα µε τον νόµο διατήρησης της ορµής έχουµε(

v(x+ ∆x)− v(x)
)(
M − x−∆x

)
= κ∆x

άρα

v(x+ ∆x)− v(x)

∆x
=

κ

M − x−∆x
ή

v(x+ ∆x)− v(x)

∆x
=

κ

M − x
+

κ∆x

(M − x−∆x)(M − x)
.
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Περνάµε στο όριο καθώς ∆x→ 0 και έχουµε

(0.11)
dv

dx
=

κ

M − x
.

Ολοκληρώνοντας καταλήγουµε στην

(0.12) v(x) = C + κ ln
M

M − x
όπου η C είναι µια αυθαίρετη σταθερά, για να την προσδιορίσουµε ϑα ϑυ-

µηθούµε ότι για x = 0 το διαστηµόπλοιο ϐρισκόταν σε ακινησία, δηλαδή

v(0) = 0 , άρα C = 0 διότι

v(0) = C + κ ln 1 = C = 0.

Συνεπώς

(0.13) v(x) = κ ln
M

M − x
Και η απάντηση στο ερώτηµα είναι

v(M −m) = κ ln
M

m
.

Η διαδικασία της «µετάφρασης» ενός ϕυσικού ϕαινοµένου στη µαθηµατική

γλώσσα ονοµάζεται µοντελοποίηση. Πολλά µοντέλα ϕυσικών (και όχι µόνο)

ϕαινοµένων ανάγονται στις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Στις περισσότερες

περιπτώσεις όµως δεν είναι δυνατόν να ϐρεθεί η λύση σε ¨κλειστή µορφή¨

δηλαδή σε µορφή µιας συγκεκριµένης συνάρτησης (ή σύνθεσης συναρτήσεων)

που λύνει το πρόβληµα. Ακόµα και στο παράδειγµά µας αν ϑα πάρουµε τις

σταθερές k και g να είναι συναρτήσεις του ύψους (που προφανώς είναι), τότε

δεν ϑα µπορέσουµε να ϐρούµε τη λύση σε κλειστή µορφή.

Η επιτάχυνση ϐαρύτητας σε ένα ύψος h1 πάνω απο την επιφάνεια της Γης

ισούται µε

gh1 =
R2

(h1 +R)2
g όπου R− ακτίνα της Γης

στην επιφάνεια της Γης h1 = 0 και η επιτάχυνση ισούται µε g.
΄Οσο πιο χαµηλά ϐρίσκεται το αντικείµενο τόσο η αντίσταση της ατµόσφαι-

ϱας µεγαλώνει λόγω αυξησης της πυκνότητας άρα k ειναι συνάρτηση του h−s
(k = k(h− s)).

Η εξίσωση (0.5) ϑα πάρει την εξής µορφή

(0.14)
d2s

dt2
=

R2

(h− s+R)2
g − k(h− s)

(ds
dt

)2
.

Προφανώς και οι δυο διορθώσεις ϐελτιώνουν την ακρίβεια της περιγραφής

του ϕαινοµένου, όµως δεν µπορούµε να ϐρούµε την λύση της (0.14) σε κλειστή

µορφη.

Ενα εύλογο ερώτηµα είναι αν η λύση του προβλήµατος (0.14), (0.3) υπάρ-

χει ; Την απάντηση σε αυτό το ερώτηµα ϑα την δώσουµε στο µάθηµα Συνήθεις

∆ιαφορικές Εξισώσεις.
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Στο εξής την άγνωστη (προσδιοριστέα) συνάρτηση ϑα συµβολίζουµε µε y και

την µεταβλητή µε x ή t (y = y(x) ή y = y(t)).

Συνήθη διαφορική εξίσωση ονοµάζεται εξίσωση της µορφής

Φ(x, y,
dy

dx
,
d2y

dx2
, ...,

dny

dxn
) = 0, n− ϕυσικός αριθµός

ή (αν χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό y′ αντί για dy
dx , y

′′
αντί για

d2y
dx2

,..., και

y(n)
αντί για

dny
dxn )

Φ(x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0,

όπου Φ είναι συνάρτηση n+ 2 µεταβλητών. Λέµε ότι η εξίσωση είναι σε κανο-

νική (ή λυµένη) µορφή αν µπορεί να γραφτεί ως

y(n) = F (x, y, y′, ..., y(n−1)),

όπου F είναι συνάρτηση n+ 1 µεταβλητών.

Π.χ.

(0.15) y′ = 1− k(x)y2, F (x, y) = 1− k(x)y2,

(0.16) y′′′ + y y′′ = (y′)2 − 1, F (x, y, y′, y′′) = −y y′′ + (y′)2 − 1,

(0.17) (y′′)2 − 2

3
(y′)3 + y′ = C, Φ(x, y, y′, y′′) = (y′′)2 − 2

3
(y′)3 + y′ − 1,

(0.18) y′′ = λ siny, F (x, y, y′, y′) = λsiny,

(0.19) y′ = κ(x)y, F (x, y) = k(x)y,

(0.20) y(1 + (y′)2) = C, Φ(x, y, y′) = y (y′)2 + y − C,

(0.21) y′′ + by′ + a2y = 0, F (x, y, y′) = −by′ − a2y,

(0.22) y′ = c(x)y2 + d(x)y + g(x), F (x, y) = −c(x)y2 − d(x)y − g(x).

Εδω k(x), C, λ, κ(x), a, b, g(x), c(x), d(x), καποιές δοσµένες σταθερές ή

συναρτήσεις. Η (0.15) έχει να κάνει µε την ταχύτητα πτώσης αντικειµένου σε

ατµόσφαιρα, οι εξισώσεις (0.16), (0.17) εµφανίζονται στην άερο- και υδροδυνα-

µική (οριακά στρώµατα), η (0.18) στην κβαντοµηχανική, η (0.19) (ο νόµος του

Malthous) εµφανίζεται στην ϐιολογία, στην εξίσωση (0.20) ανάγεται το πρό-

ϐληµα του ϐραχυστοχρόνου, η (0.21) περιγράφει τις ελαστικές ταλαντώσεις µε

απόσβεση. Η (0.22) ονοµάζεται εξίσωση Riccati έχει εφαρµογές στην κλασική

µηχανική και κβαντοµηχανική. Υπάρχουν και πολλά άλλα ϕαινοµενα που

περιγράφονται µε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις.

Μια n ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση y : R → R, ονοµάζεται

λύση της διαφορικής εξίσωσης

y(n) = F (x, y, y′, ..., y(n−1)), x ∈ I ⊂ R

ή της

Φ(x, y, y′, ..., y(n−1), y(n)) = 0, x ∈ I ⊂ R
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αν η y επαληθεύει την εξίσωση για κάθε x ∈ I. Π.χ. οι (0.2), (0.4) και η

(0.10) είναι λύσεις της (0.1), η (0.7) είναι λύση της (0.6), η (0.8) της (0.5) και

οι (0.12), (0.13) της (0.11).

Τάξη µιας εξίσωσης ονοµάζεται η τάξη της ανώτερης παραγώγου της άγνω-

στης συνάρτησης που εµφανίζεται στην εξίσωση.

Η τάξη της (0.6), (0.11), (0.15), (0.17), (0.20) και της (0.22) είναι 1, η τάξη

της (0.1), (0.5), (0.14), (0.17), (0.18) και (0.21) είναι 2, η τάξη της (0.16) είναι

3.

Μια εξίσωση ονοµάζεται γραµµική αν η συνάρτηση Φ είναι γραµµική ως

προς τις y, y′, ..., y(n)
, δηλαδή έχει τη µορφή

Φ = f(x) + a0(x)y + a1(x)y′ + ...+ an−1(x)y(n−1) + any
(n),

σε αντίθετη περίπτωση η εξίσωση ονοµάζεται µη γραµµική. Γενική µορφή µιας

γραµµικής εξίσωσης n− τάξεως είναι

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + ...+ a1(x)y′ + a0(x)y = f(x),

όπου ai(x), i = 1, ..., n, f(x) δοσµένες συναρτήσεις, οι ai(x), i = 1, ..., n
ονοµάζονται συντελεστές της εξίσωσης και η f(x) το δεξή (ή δευτερο) µέρος

της εξίσωσης.

Εξίσωση σε κανονική µορφή ονοµάζεται γραµµική αν η συνάρτηση F είναι

γραµµική ως προς τις y, y′, ..., y(n−1)
. Γενική µορφή µιας γραµµικής εξίσωσης

n− τάξεως σε κανονική µορφή είναι

(0.23) y(n) + an−1(x)y(n−1) + ...+ a1(x)y′ + a0(x)y = f(x),

Προφανώς οι εξισώσεις (0.1), (0,9), (0.19) και (0.21) είναι γραµµικές, ενω

οι (0.5), (0.6), (0.14) - (0.18) και (0.20), (0.22) είναι µη γραµµικές.

Αν πάµε πίσω στην εξίσωση (0.1), ϐλέπουµε οτι η εξίσωση έχει άπειρες

λύσεις (0.2), για να προσδιορίσουµε µια κα µοναδική χρειαζόµαστε επιπλέον

συνθήκες π.χ. αρχικές (0.3) ή συνοριακές (0.9). Αν πάµε στην εξίσωση (0.11)

επίσης ϐλέπουµε ότι αυτη έχει άπειρες λύσεις (0.12) και η αρχική συνθήκη

µας εξασφαλίζει την µοναδική λύση (0.13). Παρατηρούµε ότι για την εξίσωση

πρώτης τάξης γαι να προσδιορίσουµε την µοναδική λύση χρειαζόµαστε µια

συνθήκη ενω για την εξίσωση δευτερις τάξης 2, στην περίπτωση εξίσωσης n
τάξεις χρειαζόµαστε n συνθήκες. Το γιατί ϑα το µάθουµε στο µάθηµα Συνήθεις

∆ιαφορικές εξισώσεις.

Γενική λύση της εξίσωσης σε κανονική µορφή είναι ένας τύπος που περιέ-

χεις όλες τις λύσεις της εξίσωσης

Μερική (ή ειδική) λύση της εξίσωσης είναι µία συγκεκριµένη λύση της

εξίσωσης

Π.χ. ο τύπος (0.2) είναι γενική λύση της εξίσωσης (0.1) ενώ η συναρτήσεις

(0.4) και (0.9) ειναι µερικές λύσεις της (0.1), ο τύπος (0.12) είναι γενική λυση

της (0.11), η συνάρτηση (0.13) είναι η µερική λύση της (0.11).
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Μερικές ϕορές η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών υπάρχει παντου

(ϐλ. (0.7) ) µερικές ϕορές όχι. Π.χ. η λύση του προβλήµατος

dy

dx
= y2, y(0) = 1,

είναι η συνάρτηση

y(x) =
1

1− x
υπάρχει µόνο για x < 1. ΄Εχουµε εδώ ενα άλλο εύλογο ερώτηµα: πότε συµ-

ϐαίνει το ένα και πότε το άλλο και γιατί ;

Επίσης είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε αν η λύση του προβλήµατος είναι

µοναδική. Π.χ. το πρόβληµα

dy

dx
=
√
y, y(0) = 0,

έχει δύο λύσεις

y(x) =
x2

4
και y(x) = 0

΄Αρα πρέπει να ξέρουµε υπο ποιες προϋποθέσεις η λύση είναι µοναδική.

Τις απαντήσεις σε αυτά τα ερωτήµατα ϑα τις µάθετε στο µάθηµα Συνή-

ϑεις ∆ιαφορικές εξισώσεις. Στο µάθηµα Εισαγωγή στις ∆ιαφορικές Εξισώσεις

ϑα περιοριστούµε µε την επίλυση τον εξισώσεων για τις οποιες µπορούµε να

ϐρούµε τη λύση σε ¨κλειστή µορφή¨.

΄Ασκηση . ΄Αποδείξτε οτι για την λύση του προβλήµατος (0.6) (µε t ≥ 0)
ισχύει 0 ≤ v(t) ≤

√
g/k.

1. Εξισώσεις µε χωρισµένες µεταβλητές

Η διαφορική εξίσωση

(1.1)
dy

dx
= F (x, y) ή y′ = F (x, y)

ονοµάζεται εξίσωση µε χωρισµένες µεταβλητές αν η F µπορεί να γραφεί ως

γινόµενο δυο συναρτήσεων όπου η µια είναι συνάρτηση µονο της µεταβλητής

x και η άλλη µονο της y, δηλαδή

F (x, y) = f(x)φ(y) ή F (x, y) =
f(x)

g(y)
.

Σε αυτήν την περίπτωση η (1.1) παίρνε τη µορφή

(1.2)
dy

dx
=
f(x)

g(y)
ή y′ =

f(x)

g(y)

και µπορεί να γραφτεί ως εξής

(1.3) g(y)
dy

dx
= f(x) ή ισοδύναµα g(y)y′ = f(x) ή g(y)dy = f(x)dx.
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Ολοκληρώνοντας ϑα έχουµε∫
g(y)

dy

dx
dx =

∫
f(x)dx+ C

ή ισοδύναµα (αφου dy = y′dx)

(1.4)

∫
g(y)dy =

∫
f(x)dx+ C

όπου C είναι µια αυθαίρετη σταθερά. Συνεπώς η επίλυση της (1.2) ανάγεται

στον προσδιορισµό των παραγουσών των g και f . ΄Εστω G(y) κάποια πα-

ϱάγουσα της g(y) και F (x) κάποια παράγουσα της f(x)
(
G′(y) = g(y) και

F ′(x) = f(x)
)
τότε τη σχέση (1.4) την γράφουµε ως

(1.5) G(y) = F (x) + C.

Ο τύπος (1.4)

(
ή (1.5)

)
µας δίνει την γενική λύση της (1.2). Για να προσδιο-

ϱίσουµε κάποια συγκεκριµένη (µερική) λύση ϑα πρέπει να προσθέσουµε στην

εξίσωση την αρχική συνθήκη

y(x0) = y0

όπου x0 και y0 είναι δοσµένοι αριθµοί. Σε αυτήν την περίπτωση την σταθερά

την προσδιορίζουµε από τη σχέση

C = G(y0)− F (x0)

αφού αν x = x0 τότε y = y0 ή αλλιώς ολοκληρώνουµε την σχέση (1.3) παίρ-

νοντας ορισµένο ολοκλήρωµα µε x να µεταβάλλεται απο x0 και y από y0,

δηλαδή ∫ y

y0

g(η)dη =

∫ x

x0

f(ξ)dξ.

Παράδειγµα 1.1. Προσδιορίστε τη λύση της εξίσωσης

dy

dx
= y2.

Λύση. ΄Εχουµε

dy

y2
= dx,

(1.6)

∫
dy

y2
=

∫
dx

άρα η γενική λύση είναι

(1.7).
1

y
= C − x ⇒ y =

1

C − x
Για να ϐρούµε τη λύση της εξίσωσης που επαληθεύει την αρχική συνθήκη

y(x0) = y0

(δηλαδή τη λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών) µπορούµε, όπως ήδη έχου-

µε αναφέρει, να ενεργήσουµε µε δυο τρόπους.
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1. Αντικαθιστώντας x = x0, y = y0 στην σχέση (1.7) ϑα προσδιορίσουµε τη

σταθερά C:

y(x0) =
1

C − x0
= y0 ⇒ C =

1

y0
+ x0.

΄Αρα η µερική λύση που ψάχνουµε είναι η

y(x) =
1

1/y0 + x0 − x
.

Για x0 = 0, y0 = 1 έχουµε (ϐλ. σελίδα 7)

y(x) =
1

1− x
.

2. Ολοκληρώνοντας την σχέση (1.6) από x0 εως x και από y0 εως y:∫ y

y0

dη

η2
=

∫ x

x0

dξ

παίρνουµε

1

y
− 1

y0
= x− x0 ⇒ y(x) =

1

1/y0 + x0 − x
.

Παράδειγµα 1.2. Προσδιορίστε τη λύση της εξίσωσης

dy

dx
=
y

x
.

Λύση. ΄Εχουµε

(1.8)
dy

y
=
dx

x

ολοκληρώνοντας παίρνουµε∫
dy

y
=

∫
dx

x
+ C ⇒ ln|y| = ln|x|+ C,

συνεπώς

|y| = eC |x| ⇒ y = ±eCx.
Την σχέση y = ±eCx µπορούµε να τη γράψουµε ως y = C1x όπου C1 αυθαί-

ϱετη σταθερά διάφορη του µηδενός (αφού η εκθετική συνάρτηση δεν µηδενί-

Ϲεται πουθενά. ΄Οµως λαµβάνοντας υπ όψιν το γεγονός ότι το µηδέν (δηλαδή

η συνάρτηση y(x) ≡ 0) είναι λύση της εξίσωσης µας καταλήγουµε στο ότι η

(γενική) λύση είναι η

(1.9) y(x) = C1x µε τυχαίο C1 ∈ R.

Τη µηδενική λύση την ¨χάσαµε¨ όταν διαιρέσαµε δια y.
Για να ϐρούµε τη λύση της εξίσωσης που επαληθεύει την αρχική συνθήκη

y(x0) = y0 (x0 6= 0)

µπορούµε, να ενεργήσουµε µε δυο τρόπους.

1. Αντικαθιστώντας x = x0, y = y0 στην σχέση (1.9) ϑα προσδιορίσουµε τη

σταθερά C1:

y(x0) = C1x0 = y0 ⇒ C1 =
y0

x0
.
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΄Αρα η µερική λύση που επαληθεύει την αρχική συνθήκη είναι η

y(x) =
y0

x0
x.

2. Ολοκληρώνοντας την σχέση (1.8) από x0 εως x και από y0 εως y:∫ y

y0

dη

η
=

∫ x

x0

dξ

ξ

παίρνουµε

ln|y| − ln|y0| = ln|x| − ln|x0| ⇒ ln
∣∣∣ y
y0

∣∣∣ = ln
∣∣∣ x
x0

∣∣∣ ⇒ y

x
=
y0

x0
.

Θα δούµε τωρα τρεις περιπτώσεις εξισώσεων που ανάγονται σε εξισώσεις µε

χωρισµένες µεταβλητές.

Ι. Πρώτη περίπτωση είναι οι εξισώσεις της µορφής

(1.8)
dy

dx
= f(ax+ by)

όπου a, b− σταθερές. Για να λύσουµε τετοίου είδους εξισώσεις εισάγουµε

καινούργια συνάρτηση z(x) = ax+ by(x) για την οποία προφανως έχουµε

dz

dx
= a+ b

dy

dx
αρα, λαµβάνοντας υπ όψιν την (1.8),

dz

dx
= a+ bf(z)

συνεπώς

dz

a+ bf(z)
= dx

και

x =

∫
dz

a+ bf(z)
+ C.

Απο εδώ προσδιορίζουµε την z(x) και κατόπιν την y(x).

Παράδειγµα 1.3 Να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης

dy

dx
= 2x+ y.

Λύση. Εισάγουµε την z = 2x+ y για την οποία ισχύει

dz

dx
=
dy

dx
+ 2,

dz

dx
= z + 2.

Συνεπώς

dz

z + 2
= dx, ln|z + 2| = x+ lnC, z = Cex − 2,

2x+ y = Cex − 2,

και τέλος

y(x) = Cex − 2x− 2.
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ΙΙ. ∆ευτερη περίπτωση - εξισώσεις της µορφής

dy

dx
= f

(y
x

)
.

Για να λύσουµε τέτοιου είδους εξισώσεις εισάγουµε καινούργια συνάρτηση

z(x) =
y(x)

x
ή y(x) = xz(x).

Προφανώς

dy

dx
= x

dz

dx
+ z

και

x
dz

dx
+ z = f(z) ⇒ dz

f(z)− z
=
dx

x
.

Συνεπώς ∫
dz

f(z)− z
= ln|x|+ lnC x = Ce

∫
dz

f(z)−z .

Απο δω προσδιορίζουµε την z(x) και µετά την y(x).

Παράδειγµα 1.4. Να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης

dy

dx
=
y

x
+ tan

y

x
.

Λύση. Κάνουµε την αντικατάσταση

y = x z

προφανώς

dy

dx
= x

dz

dx
+ z.

΄Εχουµε

x
dz

dx
+ z = z + tan z ⇒ cos z dz

sin z
=
dx

x
άρα

ln |sin z| = ln |x|+ ln C, sin z = Cz, sin
y

x
= Cx y = x arcsin Cx.

Με τον ίδιο τρόπο λύνεται η εξίσωση

dy

dx
=
M(x, y)

N(x, y)

όταν οι M και N ειναι οµογενείς συναρτήσεις ίδιου ϐαθµού, δηλαδή

M(κx, κy) = κmM(x, y), N(κx, κy) = κmN(x, y) ∀κ
Πράγµατι

M(x, y)

N(x, y)
=
M(x1, x yx)

N(x1, x yx)
=
xmM(1, yx)

xmN(1, yx)
=
M(1, yx)

N(1, yx)
= f

(y
x

)
΄Αρα η εξίσωση παίρνει τη µορφή

dy

dx
= f

(y
x

)
.
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ΙΙΙ. Τρίτη περίπτωση. Θεωρούµε εξισώσεις της µορφής

(1.11)
dy

dx
= f

(a1x+ b1y + c1

a2x+ b2y + c2

)
Υποθέτουµε οτι οι ευθείες

(1.12) a1x+ b1y + c1 = 0, a2x+ b2y + c2 = 0

τέµνονται στο σηµείο (x0, y0) (δηλαδή το αλγεβρικό σύστηµα (1.12) έχει µο-

ναδική λύση (x0, y0)). Κάνουµε την εξής αντικατάσταση

ξ = x− x0, η = y − y0.

Προφανώς ισχύει

dη

dξ
=
dy

dx
και

dη

dξ
= f

(a1ξ + b1η

a2ξ + b2η

)
δηλαδή

dη

dξ
= f

(a1 + b1η/ξ

a2 + b2η/ξ

)
= φ(

η

ξ
).

΄Αρα καταλήξαµε στην προηγούµενη περίπτωση. Αν τώρα οι ευθέιες (1.12)

είναι παράλληλες, τότε ισχύει

a2

a1
=
b2
b1

= k

και η εξήσωση (1.11) παίρνει τη µορφή

dy

dx
= f

( a1x+ b1y + c1

k(a1x+ b1y) + c2

)
= F (a1x+ b1y)

δηλαδή έχουµε την πρώτη περίπτωση.

Παράδειγµα 1.5. Να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης

dy

dx
=
x− y + 1

x+ y − 3

Λύση. Η λύση του αλγεβρικού συστήµατος

x− y + 1 = 0, x+ y − 3 = 0

είναι (x0 = 1, y0 = 2). Η αντικατάσταση ξ = x− 1, η = y− 2 µας οδηγεί στην

dη

dξ
=
ξ − η
ξ + η

.

Για την συνάρτηση z(ξ), όπου η(ξ) = ξ z(ξ), έχουµε

z + ξ
dz

dξ
=

1− z
1 + z

⇒ (1 + z)dz

1− 2z − z2
=
dξ

ξ

ολοκληρώνοντας παίρνουµε

−1

2
ln|1− 2z − z2| = ln|ξ|+ C
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άρα

ln(|1− 2z − z2| ξ2) = −2C ⇒ (1− 2z − z2)ξ2 = C1.

Συνεπώς

(1− 2z − z2)ξ2 = C1 ⇒ ξ2 − 2ξη − η2 = C1

συνεπώς

x2 − 2xy − y2 + 2x+ 6y = C1.

Εδω έχουµε λύση σε πεπλεγµένη µορφή.

Ασκήσεις

Προσδιορίστε τις λύσεις των ακόλουθων εξισώσεων και έπειτα να ϐρείτε τη

λύση του προβλήµατος Cauchy:

1.

dy

dx
= k(x)y, y(x0) = y0,

2.

dy

dx
= y4, y(0) = −1,

3.

y
dy

dx
+ (1 + y2) cos x = 0, y(0) = 2

4.

dy

dx
= y − 2x, y(0) = 0,

5.

dy

dx
=

1

x− y
+ 1, y(1) = 1,

6.

dy

dx
=
x2 − y2

x2 + y2
, y(1) = −1.

7.

dy

dx
=
y + x

y − x
, y(0) = 1,

2. Γραµµικές εξισώσεις πρώτης τάξεως

Γραµµικές εξίσώσεις πρώτης τάξης έχουν την εξής µορφή (ϐλ. (0.23) )

(2.1)
dy

dx
+ p(x)y = f(x)

όπου οι p(x), f(x) είναι δωσµένες συνεχείς συναρτήσεις. Η p(x) ονοµάζεται

συντελεστής και η f(x) το δευτερο µέρος της εξίσωσης. Αν f(x) ≡ 0 τότε η
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(2.1) ονοµάζετε οµογενής εξήσωση. Ας ξεκινήσουµε µε αυτην την περίπτωση.

΄Εχουµε

(2.2)
dy

dx
+ p(x)y = 0

ή

1

y

dy

dx
= −p(x) ή ισοδύναµα

dy

y
= −p(x)dx

(άρα εξίσωση µε χωρισµένες µεταβλητές) ολοκληρόνοντας παίρνουµε

ln|y| = −
∫

p(x)dx+ lnC, C > 0

και

y(x) = ±eCe
∫
p(x)dx, C ∈ R.

Αφου C αυθαίρετη ϑετική σταθερά, τότε η ±eC είναι αυθαίρετη σταθερά διά-

ϕορη του µηδενός. Λαµβάνοντας υπ όψιν ότι το µηδέν είναι λύση της (2.1) την

οποία την ¨χάσαµε¨ όταν διαιρέσαµε δια το y, καταλήγουµε στον τύπο

(2.3) y(x) = Ce
∫
p(x)dx, C ∈ R

εδω C τίναι τυχάια σταθερα (όχι απαραίτητα διάφορη του µηδενός). ΄Αρα ο

τύπος (2.3) µας δίνει την γενική λύση της εξήσωσης (2.2).

Ας ϐρούµε τωρα την γενική λύση της εξίσωσης (2.1). Θα αποδείξουµε τον

εξής ισχυρισµό

Γενική λύση της (2.1)=

(2.4) γενική λύση της (2.2) + µερική λυση της (2.1).

Ο τύπος (2.4) µας λέει οτι αν ϐρίκαµε κάποια λύση της (2.1) έστω yµ(x),
τότε οποιαδήποτε αλλή λύση y1(x) της (2.1) ϑα έχει τη µορφή

y1(x) = yµ + y0(x)

όπου y0(x) κάποια λύση της (2.2). ΄Αρα για να αποδείξουµε την (2.4) αρκεί να

δείξουµε οτι η y0 = y1 − yµ είναι όντως λύση της (2.2). Πράγµατι έχουµε

dy0

dx
+ p(x)y0 =

dy1

dx
+ p(x)y1 −

(dyµ
dx

+ p(x)yµ
)

= f(x)− f(x) = 0

η τελευταία ισότητα προκύπτει απο το γεγονός ότι και η y1 και η yµ είναι

λύσεις της (2.1).

Συνεπώς για να ϐρούµε την γενική λύση της (2.1) (αφού έχουµε ήδη ϐρει

την γενική λυση της (2.2) αρκεί να ϐρούµε µερική (δηλαδή κάποια) λύση της

(2.1).

Θα χρησιµοποίησουµε την µέθοδο των µεταβαλλόµενων σταθερών τουτέστιν

ϑα ψάχνουµε την µερική λύση σε µορφή

(2.5) y(x) = c(x)e−
∫
p(x)dx
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αντι για σταθερά C στον τυπο (2.3) παίρνουµε συνάρτηση c(x), δηλαδή η

¨σταθερά C µεταβάλλεται¨. Για να ϐρούµε την µερική λύση πρέπει να προσ-

διορίσουµε την συνάρτηση c(x). Παραγωγίζουµε την συνάρτηση (2.5) και

έχουµε

(2.6)
dy

dx
=
dc

dx
e−

∫
p(x)dx − c(x)p(x)e−

∫
p(x)dx

Αντικαθιστώντας την (2.6) στην εξίσωση (2.1) παίρνουµε

dc

dx
e−

∫
p(x)dx − c(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + c(x)p(x)e−

∫
p(x)dx = f(x)

άρα

dc

dx
e−

∫
p(x)dx = f(x) ⇔ dc

dx
= f(x)e

∫
p(x)dx

και

c(x) =

∫
f(x)e

∫
p(x)dxdx+ C1.

Ο σκοπός µας είναι να ϐρούµε µια µερική λύση άρα µπορούµε να πάρουµε

C1 = 0. ΄Αρα η µερική λύση της (2.1) που ψάχνουµε είναι η

e−
∫
p(x)dx

∫
f(x)e

∫
p(x)dxdx.

Συνεπώς η γενική λύση της (2.1) δίνετε απο τον τύπο

(2.7) y(x) = Ce−
∫
p(x)dx + e−

∫
p(x)dx

∫
f(x)e

∫
p(x)dxdx

Αν ϑέλουµε τώρα να λύσουµε πρόβληµα αρχικών τιµών (ή πρόβληµα Cauchy),
προσδιορίζουµε την αυθαίρετη σταθερά στον τύπο (2.7) χρησιµοποιώντας την

αρχική συνθήκη.

Παράδειγµα 2.1 Να ϐρεθεί η γενική λύση της

(2.8)
dy

dx
− y

x
= x2

Λύση. Εδώ

p(x) = −y
x
, f(x) = x2.

Θεωρούµε την αντίστοιχει οµογενή εξίσωση

dy

dx
=
y

x
,

η γενική λύση αυτής της εξίσωσης είναι (ϐλ. Παράδειγµα 1.2)

y(x) = Cx.

Ψάχνουµε τη µερική λύση της αρχικής εξίσωσης σε µορφή c(x)x

d(c(x)x)

dx
= x

dc

dx
+ c

άρα

x
dc

dx
= x2 ⇒ c(x) =

x2

2
+ C1.
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Συνεπώς η γενική λύση της (2.8) είναι η

y(x) = Cx+
x3

2
.

Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη λύση της (2.8) που επαληθεύει την αρχική συν-

ϑήκη y(1) = 1 τότε έχουµε απο την γενική λύση

y(1) = C +
1

2
άρα

C =
1

2
Παρατηρούµε ότι αρχικές συνθήκες δοσµένες στο x = 0 ή δεν προσδιο-

ϱίζουν την σταθερα (αν ϑέτουµε y(0) = 0) ή δεν δίνουν λύση (αν ϑέτουµε

y(0) = y0 6= 0). Αυτό συµβαίνει επειδή στο σηµείο 0 ο συντελεστής p(x) δεν

είναι συναχής συνάρτηση.

Πολλές εξισώσεις ανάγουνται στις γραµµικές µε κάποιες µερικές ϕορες αρ-

κετά πολυπλοκές διαδικασίες. Θα περιοριστούµε µε δυο απλές περιπτώσεις.

Ι. Η εξίσωση Bernoulli:

(2.9)
dy

dx
+ p(x)y = f(x)yn, n 6= 1

ανάγεται στην γραµµική εξίσωση µε αντικατάσταση z = y1−n
. Πράγµατι

dz

dx
= (1− n)y−n

dy

dx
= (1− n)y−n

(
f(x)yn − p(x)y

)
=

(1− n)
(
f(x)− p(x)y1−n) = (1− n)

(
f(x)− p(x)z

)
Συνεπώς για την z(x) έχουµε γραµµική εξίσωση

dz

dx
+ (1− n)p(x)z = (1− n)f(x).

ΙΙ. Εξίσωση Riccati

(2.10)
dy

dx
+ p̃(x)y + q(x)y2 = f̃(x).

Στην γενική περίπτωση είναι αδύνατον να ϐρεθεί γενική λύση σε κλειστή µορ-

ϕή, αν όµως γνωρίζουµε κάποια µερική λύση της έστω την y1(x) τότε αντικα-

ϑιστώντας την y = y1 + z στην (2.10) έχουµε ότι η z = y − y1 ικανοποιεί την

εξίσωση Bernoulli

dz

dx
+ [p̃(x) + 2q(x)y1(x)]z + q(x)z2 = 0.

Πράγµατι

dz

dx
+ [p̃+ 2qy1]z + qz2 =

dy

dx
+ p̃y + qy2 −

(dy1

dx
+ p̃y1 + qy2

1

)
= f(x)− f(x) = 0

αφού και η y(x) και η y1(x) ικανοποιούν την (2.10).
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Παράδειγµα 2.2. Να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης

(2.11)
dy

dx
= y2 − 2

x2

Λύση. Προφανώς είναι εξίσωση Riccati µε p̃(x) = 0, q(x) = −1, f(x) =
−2/x2

. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι η y1(x) = 1/x είναι (µερική) λύση της

εξίσωσης (2.11). Θέτουµε

y = z +
1

x
,

και έχουµε

dy

dx
=
dz

dx
− 1

x2
⇒ dz

dx
− 1

x2
=
(
z +

1

x

)2
− 2

x2

ή

dz

dx
= z2 + 2

z

x

(
p̃+ 2qy1 = −2

x
, q = −1

)
που είναι εξίσωση Bernoulli (2.9) µε p(x) = −2/x, f(x) ≡ 1 και n = 2 . Για

να την λύσουµε εισάγουµε την συνάρτηση

u(x) =
1

z(x)

η οποία ικανοποιεί την γραµµική εξίσωση

(2.12)
du

dx
= −2

x
u− 1

αφού

du

dx
= − 1

z2

dz

dx
= − 1

z2

(
z2 + 2

z

x
.

Συµφωνα µε τον τύπο (2.4) για να ϐρούµε την γενική λύση της (2.12) πρώτα

ϐρίσκουµε την γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς εξίσωσης δηλαδή της

(2.13)
du

u
= −2dx

x

που είναι η συνάρτηση

uγo(x) =
C

x2

(αφού απο την (2.13) έχουµε

ln |u| = −2 ln |x|+ C ⇒ ln |u|x2 = C)

Προσδιορίζουµε τώρα την µερική λύση της (2.12) εφαρµόζοντας την µέθοδο

των µεταβαλλόµενων σταθερών, δηλαδή ψάχνουµε τη µερική λύση uµ σε µορ-

ϕή

uµ(x) =
c(x)

x2
.

Αντικαθιστώντας αυτή τη συνάρτηση στην (2.12), παίρνουµε

1

x2

dc

dx
= −1 ⇒ c(x) = −x

3

3
+ C1
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όπου την σταθερά C1 µπορούµε να την πάρουµε να είναι µηδέν. ΄Αρα

uµ(x) = −x
3

και η γενική λύση της (2.12) είναι η εξής

u(x) = uγo(x) + uµ(x) =
C

x2
− x

3
.

Συνεπώς η (γενική) λύση της (2.11) είναι

y(x) =
3x2

C − x3
+

1

x

αφού

y(x) = z(x) +
1

x
=

1

u(x)
+

1

x
=

3x2

3C − x3
+

1

x
.

Ασκήσεις.

Προσδιορίστε τις λύσεις των ακόλουθων γραµµικών εξισώσεων και έπειτα να

ϐρείτε τη λύση του προβλήµατος Cauchy:

1.

dy

dx
− cos x

sin x
y = 2xsinx, y(

π

2
) = 0,

2.

dy

dx
+ (sinx) y = ecosx, y(

π

2
) =

π

2
,

3.

dy

dx
= y + cos x, y(0) = 1,

4.

dy

dx
=

y

2x
+
x2

2y
, y(1) = −1.

3. Πλήρεις εξισώσεις

Θεωρούµε την ακόλουθη εξίσωση

(3.1) M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

ή

dy

dx
= −M(x, y)

N(x, y)

ή

M(x, y) +N(x, y)
dy

dx
= 0
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όπου M(x, y) και N(x, y) είναι συνεχώς παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Λέµε

ότι η εξίσωση (3.1) είναι πλήρης αν υπάρχει µια συνάρτηση u(x, y) τ.ω.

(3.2)
∂u

∂x
= M(x, y) και

∂u

∂y
= N(x, y).

Σε αυτή τη περίπτωση η λύση δίνεται απο τον ακόλουθο τύπο

(3.3) u(x, y(x)) ≡ C.
Πράγµατι, παραγωγίζοντας την (3.3) ως προς x έχουµε

0 =
d

dx
u(x, y(x)) =

∂u

∂x
+
∂u

∂y

dy

dx
= M(x, y) +N(x, y)

dy

dx

άρα όντως ο τύπος (3.3) µας δίνει την λύση της (3.1).

Αν επιπλέον έχουµε αρχικές συνθήκες y(x0) = y0, τότε η σταθερά C προσ-

διορίζεται µονοσήµαντα από την σχέση

u(x0, y(x0)) = u(x0, y0)) = C.

Το ερώτηµα είναι πότε υπάρχει τέτοια u(x, y) και αν υπάρχει πως µπορούµε

να την προσδιορίσουµε ;

΄Οπως γνωρίζουµε ένα διανυσµατικό πεδίο

F = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))

ονοµάζεται συντηρητικό αν υπάρχει µια συνάρτηση v(x, y, z) (το δυναµικό του

F) τέτοια ωστε

∇v ≡
(∂v
∂x
,
∂v

∂x
,
∂v

∂x

)
= (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

Αυτο συµβαίνει αν και µόνο αν το διανισµατικό πεδίο F είναι αστρόβιλο, δη-

λαδή

(3.4) curlF ≡ ∇× F = 0.

Αν πάρουµε F = (M(x, y), N(x, y), 0) τότε

curlF ≡ curl(M(x, y), N(x, y), 0) =
(
0, 0,

∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
και η συνθήκη (3.4) παίρνει τη µορφή

(3.5)
∂M

∂y
=
∂N

∂x
.

Συνεπώς η απάντηση στο ερώτηµα ¨πότε υπάρχει τέτοια u(x, y)¨ ; είναι : αν

και µόνο αν ισχύει η (3.5). Τώρα για να προσδιορίσουµε την u(x, y) χρησιµο-

ποιούµε τις σχέσεις (3.2).

Παράδειγµα 3.1. Προσδιορίστε τη λύση της εξίσωσης

(x+ y + 1)dx+ (x− y2 + 3)dy = 0.

Λύση. Προφανώς

∂(x+ y + 1)

∂y
= 1 =

∂(x− y2 + 3)

∂x
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άρα η εξίσωση είναι πλήρης. Ψάχνουµε τώρα την u. ΄Εχουµε

∂u

∂x
= M(x, y) = x+ y + 1 ⇒ u =

x2

2
+ xy + x+ h(y)

και συνεπώς

∂u

∂y
= x+

dh

dy
.

Απο την άλλη

∂u

∂y
= N(x, y) = x− y2 + 3,

άρα

x+
dh

dy
= x− y2 + 3 ⇒ h(y) = −y

3

3
+ 3y + C̃

και

u(x, y) =
x2

2
6xy + x− y3

3
+ 3y + C̃.

Η Ϲητούµενη λύση (σε πεπλεγµένη µορφή) είναι

3x2 + 6xy + 6x− 2y3 + 18y = C.

Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών µε αρχική

συνθήκη y(x0) = y0, τότε η σταθερά C προσδιορίζεται απο την σχέση

3x2
0 + 6x0y0 + 6x0 − 2y3

0 + 18y0 = C.

Π.χ. αν y(0) = 0, τότε C = 0.

Παρατήρηση. ΄Οπως γνωρίζουµε αν η u(x, y) είναι συνεχώς παραγωγίσηµη

συνάρτηση, τότε το διαφορικό της είναι

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

Αν

∂u

∂x
= M(x, y) και

∂u

∂y
= N(x, y)

τότε η (3.1) παίρνει τη µορφή

du(x, y) = M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

και η παράσταση M(x, y)dx + N(x, y)dy ονοµάζεται πλήρες διαφορικό, εδώ

οφείλεται και το όνοµα πλήρεις εξισώσεις.

΄Εστω τώρα η εξίσωση (3.1) δεν είναι πλήρης. Αν υπάρχει µ(x, y) ≥ 0 τ.ω.

η εξίσωση

(3.6) µ(x, y)M(x, y)dx+ µ(x, y)N(x, y)dy = 0

είναι πλήρης, τότε η µ(x, y) ονοµάζεται ολοκληροτικός παράγοντας.

Το ερώτηµα είναι πότε υπάρχει τέτοια συνάρτηση µ και αν υπάρχει πως

µπορούµε να την προσδιορίσουµε ;

Για να είναι η (3.6) πλήρης πρέπει να ισχύει

∂(µM)

∂y
=
∂(µN)

∂x
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ή

∂µ

∂y
M + µ

∂M

∂y
=
∂µ

∂x
N + µ

∂N

∂x
ή

(3.7)
∂ lnµ

∂y
M − ∂ lnµ

∂x
N =

∂N

∂x
− ∂M

∂y
.

Η εξίσωση (3.7) είναι εξίσωση µε µερικές παραγώγους πρώτης τάξης που εν

γένει είναι πιο πολύπλοκη από την (3.1) (µε τέτοιες εξισώσεις ϑα ασχοληθού-

µε στο επόµενο κεφάλαιο), όµως σε κάποιες περιπτώσεις η (3.7) µπορεί να

απλοποιηθεί ουσιαστικά.

Π.χ. ας δούµε αν υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας της µορφής µ =
µ(x), δηλαδή η µ να εξαρτάται µονο απο την µεταβλητή x. Σε αυτήν την

περίπτωση η (3.7) ϑα πάρει τη µορφή

(3.8)
d lnµ

dx
=

∂M
∂y −

∂N
∂x

N
.

Συνεπώς για να υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας που να εξαρτάται µόνο

απο την µεταβλητή x, πρέπει η συνάρτηση

∂M
∂y −

∂N
∂x

N
να είναι συνάρτηση της µεταβλητής x µόνο. ΄Εστω

(3.9) φ(x) =

∂M
∂y −

∂N
∂x

N
,

τότε, απο την (3.8) έχουµε

µ(x) = Ce
∫
φ(x)dx.

Αφού ϑέλουµε να προσδιορίσουµε µια συνάρτηση µ µπορούµε να πάρουµε

C = 1.

(3.10) µ(x) = e
∫
φ(x)dx.

Παράδειγµα 3.2. Προσδιορίστε τη λύση της εξίσωσης

(3.11) (xy3 + sin x+ 1)dx+ x2y2 dy = 0.

Λύση. Η εξίσωση δεν είναι πλήρης αφού γιαM = xy3+sin x+1 καιN = x2y2

έχουµε

∂(xy3 + sin x+ 1)

∂y
= 3xy2 6= 2xy2 =

∂(x2y2)

∂x
.

Επειδή όµως

∂M
∂y −

∂N
∂x

N
=

xy2

x2y2
=

1

x
= φ(x),

υπάρχει ολοκληρωτικός παράγων (ϐλ. (3.10) ) µ = µ(x) :

µ(x) = e
∫
φ(x)dx = |x|.
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΄Αρα για να ϐρούµε τη λύση πολλαπλασιάζουµε την (3.11) µε x ή (−x):
(3.12) (x2y3 + x sin x+ x)dx+ x3y2 dy = 0.

Η (3.12) είναι πλήρης. Προσδιορίζουµε την u:

∂u

∂y
= x3y2 ⇒ u(x, y) =

1

3
x3y3 + h(x)

όπου h(x) µια τυχαία (παραγωγίσιµη) συνάρτηση, για να την προσδιορίσουµε

έχουµε

∂u

∂x
= x2y2 +

d h

dx
και

∂u

∂x
= x2y3 + x sin x+ x,

άρα

d h

dx
= sin x+ x ⇒ h(x) = −x cos x+ sin x+

x2

2
.

Συνεπώς

u =
1

3
x3y3 − x cos x+ sin x+

x2

2
και η λύση δίνεται απο την σχέση

x3y3 − 3x cos x+ 3 sin x+
3x2

2
= C

ή

y(x) =
1

x

(
C + 3x cos x− 3 sin x− 3x2

2

)1/3
.

Θα δούµε τώρα πιο γενική περίπτωση. Θέλουµε να προσδιορίσουµε την

συνθήκη η οποια ϑα µας εξασφαλίζει την ύπαρξη ολοκληρωτικού παράγοντα

της µορφής

µ = µ(z), z = z(x, y)

z µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση των x, y. Σε αυτή τη περίπτωση η

(3.7) ϑα πάρει τη µορφή

d lnµ(z)

dz
zyM −

d lnµ(z)

dz
zxN =

∂N

∂x
− ∂M

∂y
.

Συνεπώς έχουµε

d lnµ(z)

dz
=

Nx −My

zyM − zxN
εδώ

zx =
∂z

∂x
, zy =

∂z

∂y
Nx =

∂N

∂x
, My =

∂M

∂y
.

΄Αρα για να υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας της µορφής µ = µ(z), πρέπει
η σχέση

Nx −My

zyM − zxN
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να είναι συνάρτηση µόνο της µεταβλητής z και σε αυτήν την περίπτωση ο

ολοκληρωτηκός παράγοντας προσδιορίζεται απο τον τύπο

µ(z) = e
∫
φ(z)dz

όπου

(3.13) φ(z) =
Nx −My

zyM − zxN
.

Αν στην (3.13) ϑα πάρουµε z = x, τότε η (3.13) ϑα γίνει (3.9).

Παράδειγµα 3.3. Ποια συνθήκη πρέπει να επαληθεύουν οι M(x, y) και

N(x, y) για να υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας της µορφής

ι.) µ = µ(x± y),
ιι.) µ = µ(xy ).

Λύση. ι.) Αφού zx = 1, zy = ±1 και ακολουθώντας την διαδικασία κα-

ταλίγουµε στο εξής : για να υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας της µορφής

µ = µ(x± y) πρέπει η συνάρτηση (ϐλ. (3.13) )

My −Nx

N ±M
να είναι συνάρτηση µόνο της µεταβλητής x± y. Π.χ. για

M(x, y) =
y − x

2
+

(y − x)3

6
, N(x, y) =

x− y
2

+
(y − x)3

6
έχουµε

My −Nx

N ±M
= x− y.

ιι.) Αφού zx = 1/y, zy = −x/y2
και ακολουθώντας την διαδικασία κα-

ταλίγουµε στο εξής : για να υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας της µορφής

µ = µ(x/y) πρέπει η συνάρτηση

y2(My −Nx)

xM + yN

να είναι συνάρτηση µόνο της µεταβλητής x/y.

Ασκήσεις.

Προσδιορίστε τις λύσεις των ακόλουθων γραµµικών εξισώσεων και έπειτα να

ϐρείτε τη λύση του προβλήµατος Cauchy:

1.

(3x2 + 4xy)dx+ (2x2 + 2y)dy = 0, y(0) = 1.

2.

cos ydx+ (y2 − x sin y)dy = 0, y(−1) = 1.

3.

(xy + y2 + y)dx+ (x2 + 3xy + 2x)dy = 0.

Υπόδειξη : εξετάστε αν υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας µ = µ(y).
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4. Εξετάστε αν υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας της µορφής µ = µ(x+
y2) για την εξίσωση

(3y2 − x)dx+ (2y3 − 6xy)dy = 0.

5. Ποια συνθήκη πρέπει να επαληθεύουν οιM(x, y), N(x, y) για να υπάρ-

χει ολοκληρωτικός παράγοντας της µορφής

µ = µ(x2 + y2).

4. Γραµµικές εξισώσεις ανώτερης τάξεως

Θα ασχοληθούµε σε αυτήν την παράγραφο µε οµογενείς γραµµικές εξισώ-

σεις n τάξης σε κανονική µορφή, δηλαδή µε εξισώσεις

(4.1) y(n) + p1(x)y(n−1) + ...+ pn−1(x)y′ + pn(x)y = 0

(υπενθυµίζουµε οτι µε y(k)
συµβολίζουµε την παράγωγο k τάξης). Θα υποθέ-

τουµε πάντα ότι οι pi(x) i = 1, ..., n είναι συνεχείς στο διάστηµα που λύνουµε

την εξίσωση. Στο πρόβληµα αρχικών τιµών (πρόβληµα Cauchy) χρειαζόµαστε
n αρχικές συνθήκες :

(4.2) y(x0) = y0, y′(x0) = y01, ..., y(n−1)(x0) = y0n−1

όπου y0, y01, ..., y0n−1 δοσµένοι πραγµατικοί αριθµοί. Συµβολίζοντας µε

L[y] ≡ y(n) + p1(x)y(n−1) + ...+ pn−1(x)y′ + pn(x)y

µπορούµε να γράψουµε την (4.1) ως

L[y] = 0.

Το L ονοµάζεται γραµµικός τελεστής. Ας δουµε δυο ϐασικές ιδιότητες του

γραµµικού τελεστή L:

(Α)

L[Cy] ≡ CL[y], ∀C ∈ C.

Πράγµατι

L[Cy] ≡ (Cy)(n) + p1(x)(Cy)(n−1) + ...+ pn−1(x)(Cy)′ + pn(x)(Cy) ≡

C
[
y(n) + p1(x)y(n−1) + ...+ pn−1(x)y′ + pn(x)y

]
≡ CL[y].

(Β)

L[y1 + y2] ≡ L[y1] + L[y2]

Πράγµατι

L[y1 + y2] ≡
(y1 + y2)(n) + p1(x)(y1 + y2)(n−1) + ...+ pn−1(x)(y1 + y2)′+ pn(x)(y1 + y2) ≡[

y
(n)
1 + p1(x)y

(n−1)
1 + ...+ pn−1(x)y′1 + pn(x)y1

]
+[

y
(n)
2 + p1(x)y

(n−1)
2 + ...+ pn−1(x)y′2 + pn(x)y2

]
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≡ L[y1] + L[y2].

Προφανώς απο τις (Α) και (Β) συνεπάγεται ότι

L
[ n∑
i=1

Ciyi

]
=

n∑
i=1

CiL[yi].

Θεώρηµα 4.1. Αν οι συναρτήσεις y1(x), y2(x), ..., yn(x) είναι λύσεις της εξί-

σωσης (4.1) τότε και ο γραµµικός συνδυασµός αυτών των συναρτήσεων, δηλαδή

η συνάρτηση

n∑
i=1

Ciyi(x)

είναι επίσης λύση της (4.1).

Απόδειξη. Πράγµατι, εφόσον

L[yi] = 0 i = 1, ..., n,

έχουµε

L
[ n∑
i=1

Ciyi

]
=

n∑
i=1

CiL[y] = 0.

�

Θεώρηµα 4.2. Αν µια µιγαδική συνάρτηση, y(x) = u(x) + iv(x) είναι λύση

της εξίσωσης (4.1) τότε και το πραγµατικό µέρος u(x) και το ϕανταστικό µέρος

v(x) είναι λύσεις της (4.1).

(οι p1(x), ..., pn(x) είναι πραγµατικές συναρτήσεις )

Απόδειξη. ΄Εχουµε

0 = L[y] = L[u] + iL[v]

άρα

L[u] = 0 L[v] = 0

αφού µιγαδικός αριθµός ισούται µε µηδέν σηµαίνει ότι και το πραγµατικό και

το ϕανταστικό µέρος του είναι µηδεν.

�
Το επόµενο ϑεώρηµα προκύπτει άµεσα απο το ϑεωρηµα ύπαρξης και µο-

ναδικότητας της λύσης που αποδεικνύεται στο µάθηµα Σ.∆.Ε.

Θεώρηµα 4.3.(ύπαρξής και µοναδικότητας) ΄Εστω οτι οι συναρτήσεις

p1(x), ..., pn(x) είναι συνεχείς σε ένα διάστηµα I ⊂ R που περιέχει το x0,

τότε το πρόβληµα (4.1), (4.2) έχει µοναδική λύση στο I.

Ορισµός 1. Λέµε ότι οι συναρτήσεις y1(x), y2(x), ..., yn(x) είναι γραµµικώς

εξαρτηµένες στο διάστηµα [a, b] αν υπάρχουν σταθερές α1, α2, ..., αn τέτοιες

ώστε

α2
1 + α2

2 + ...+ α2
n 6= 0 (το γράφουµε ως

n∑
i=1

α2
i 6= 0)
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και για όλα τα x ∈ [a, b] ισχύει

α1y1(x) + α2y2(x) + ...+ αnyn(x) = 0 (το γράφουµε ως

n∑
i=1

αiyi(x) ≡ 0).

Ορισµός 2. Λέµε ότι οι συναρτήσεις y1(x), y2(x), ..., yn(x) είναι γραµµικώς

ανεξάρτητες στο διάστηµα [a, b] αν απο την σχέση

n∑
i=1

αiyi(x) ≡ 0 στο [a, b]

προκύπτει ότι

α1 = α2 = ... = αn = 0.

Παράδειγµα 4.1. Οι συναρτήσεις 1, x, x2, ..., xm είναι γραµµικώς ανεξάρ-

τητες σε κάθε [a, b].

Πράγµατι, έστω

(4.3) α1 + α2x+ α3x
2 + ...+ αm+1x

m ≡ 0

σε κάποιο διάστηµα [a, b]. Αν τουλάχιστον κάποιο απο τα αi είναι διάφορο του

µηδενός τότε έχουµε ένα πολυώνυµο ϐαθµού ≤ m το οποίο έχει το πολύ m
διαφορετικές ϱίζες στο [a, b] άρα η σχέση α1 + α2x+ ...+ αm+1x

m
µπορεί να

µηδενίζεται το πολύ σε m διαφορετικά σηµεία. Συνεπώς απο την (4.3) έπεται

ότι α1 = α2 = ... = αm+1 = 0.

Παράδειγµα 4.2. Οι συναρτήσεις ek1x, ek2x, ..., eknx µε ki 6= kj αν i 6= j,
είναι γραµµικώς ανεξάρτητες σε κάθε [a, b].

Πράγµατι, έστω

(4.4) α1e
k1x + α2e

k2x + α3e
k3x + ...+ αne

knx ≡ 0

σε κάποιο διάστηµα [a, b]. Υποθέτουµε οτι υπάρχει τουλάχιστον µια σταθερα,

έστω η αn, που είναι διάφορη του µηδενός. ∆ιαιρούµε την (4.4) δια την ek1x

και παραγωγίζουµε :

(4.5)

α2(k2 − k1)e(k2−k1)x + α3(k3 − k1)e(k3−k1)x + ...+ αn(kn − k1)e(kn−k1)x ≡ 0.

∆ιαιρούµε τώρα την (4.5) µε e(k2−k1)x
και πάλι παραγωγίζουµε :

α3(k3 − k1)(k3 − k2)e(k3−k2)x + ...+ αn(kn − k1)(kn − k2)e(kn−k2)x ≡ 0.

Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία καταλήγουµε στη σχέση

αn(kn − k1)(kn − k2)...(kn − kn−1)e(kn−k2)x ≡ 0.

Αφού

(kn − k1)(kn − k2)...(kn − kn−1)e(kn−k2)x 6= 0

αναγκαστικά αn = 0. ΄Ατοπο.

Παράδειγµα 4.3. Οι συναρτήσεις x,−x, x2
, είναι γραµµικώς εξαρτηµένες

σε κάθε [a, b].
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Πράγµατι,

α1x+ α2(−x) + α3x
2 ≡ 0 ∀x,

µε α1 = α2 6= 0, α3 = 0.

Ορισµός 3. Βρονσκιανή ενός συστήµατος συναρτήσεων y1(x), ..., yn(x) ο-

νοµάζουµε την εξής ορίζουσα

W (x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
y1 y2 . . . . . . . . . yn
y′1 y′2 . . . . . . . . . y′n
y′′1 y′′2 . . . . . . . . . y′′n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 y

(n−1)
n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Θεώρηµα 4.4. Αν οι ( n − 1 ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµες) συναρτήσεις

y1(x), ..., yn(x) είναι γραµµικώς εξαρτηµένες στο διάστηµα [a, b] τότε

W (x) ≡ 0 στο [a, b].

Απόδειξη. ΄Εχουµε

(4.6) α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn ≡ 0, x ∈ [a, b]

΄Οπου τουλάχιστον µια απο τις σταθερές α1, ..., αn Είναι διάφορη του µηδενός.

Αν ϑα παραγωγίσουµε την σχέση (4.6) µια ϕορά, δυο ϕορές, ..., n− 1 ϕορές,

πάλι ϑα έχουµε µηδέν, δηλαδή

α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn ≡ 0

α1y
′
1 + α2y

′
2 + ...+ αny

′
n ≡ 0

(4.7) . . .

α1y
(n−1)
1 + α2y

(n−1)
2 + ...+ αny

(n−1)
n ≡ 0.

Προφανώς για κάθε x0 απο το διάστηµα [a, b] το σύστηµα (4.7) είναι αλγεβρικό

σύστηµα ως προς τα α1, ..., αn µε µη µηδενική λύση (αφού τουλάχιστον µια

απο τις σταθερές α1, ..., αn είναι διάφορη του µηδενός). Συνεπώς η ορίζουσα

του πίνακα ισούται µε µηδέν, δηλαδή

W (x0) = 0

και αφού το x0 είναι τυχαίο συµπεραίνουµε οτι

W (x) = 0, ∀x ∈ [a, b].

�

Θεώρηµα 4.5. Αν οι γραµµικώς ανεξάρτητες στο [a, b] συναρτήσεις y1(x),
..., yn(x) είναι λύσεις της εξίσωσης (4.1) (στο διάστηµα [a, b]), τότε

W (x) 6= 0, ∀x ∈ [a, b].

(Θυµίζουµε οτι οι pi(x) i = 1, ..., n είναι συνεχείς στο [a, b] συναρτήσεις.)
Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι σε κάποιο σηµείο x0 ∈ [a, b] η Βρονσκιανή

µηδενίζεται

W (x0) = 0

επιλέγουµε τέτοιες σταθερές α1, α2,..., αn ώστε
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α1y1(x0) + α2y2(x0) + ...+ αnyn(x0) = 0

α1y
′
1(x0) + α2y

′
2(x0) + ...+ αny

′
n(x0) = 0

(4.8) . . .

α1y
(n−1)
1 (x0) + α2y

(n−1)
2 (x0) + ...+ αny

(n−1)
n (x0) = 0

και τουλάχιστον µια από τις σταθερές να είναι διάφορη του µηδενός.

Τούτο είναι εφικτό εφόσον η ορίζουσα τον πίνακα των συντελεστών είναι

µηδέν (W (x0) = 0). Η συνάρτηση

ỹ(x) =
n∑
i=1

αiyi(x)

είναι λύση της (4.1) (ως γραµµικός συνδυασµός λύσεων της (4.1) ). Απο (4.8)

έχουµε

(4.9) ỹ(x0) = 0, ỹ′(x0) = 0, ..., ỹ(n−1)(x0) = 0.

Προφανώς η ỹ είναι λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών (4.1), (4.9), απο την

άλλη και η συνάρτηση ταυτοτικά ίση µε το µηδέν είναι λύση του προβλήµατος

(4.1), (4.9), λαµβάνοντας υπ όψιν ότι το πρόβληµα (4.1), (4.9) εχει µόνο µια

λύση (ϐλ. Θεώρηµα 4.3) καταλήγουµε στο ότι ỹ(x) ≡ 0 δηλαδή

n∑
i=1

αiyi(x) ≡ 0

και συνεπώς οι y1(x), y2(x), ..., yn(x) είναι γραµµικώς εξαρτηµένες. ΄Ατοπο.

�

Θεώρηµα 4.6. ΄Εστω οτι οι γραµµικώς ανεξάρτητες στο [a, b] συναρτήσεις

y1(x), ..., yn(x) είναι λύσεις της εξίσωσης (4.1), τότε η γενική λύση της (4.1) (στο

ίδιο διάστηµα) είναι ο γραµµικός συνδυασµός αυτών των συναρτήσεων, δηλαδή

(4.10) yγo(x) =

n∑
i=1

Ciyi(x)

όπου Ci i = 1, ..., n αυθαίρετες σταθερές.

Απόδειξη. Για να αποδείξουµε το ϑεώρηµα πρέπει να ϐεβαιωθούµε ότι

ο τύπος (4.10) περιέχει όλες τις λύσεις της εξίσωσης (4.1). ∆ηλαδή αν ϑα

πάρουµε µια τυχαία λύση της (4.1) πρέπει να µπορέσουµε να προσδιορίσουµε

τις σταθερές έτσι ώστε η λύση να γράφεται στη µορφή (4.10).

Οι τυχαίες αρχικές συνθήκες (4.2) δηλαδή τυχαίοι αριθµοί y0, y01, ..., y0n−1

(µονοσήµαντα) προσδιορίζουν µια τυχαία λύση της εξίσωσης (4.1). ΄Αρα για να

αποδείξουµε το ϑεώρηµα πρέπει να ϐρούµε σταθερές Ci i = 1, ..., n έτσι ώστε

C1y1(x0) + C2y2(x0) + ...+ Cnyn(x0) = y0,

C1y
′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + ...+ Cny

′
n(x0) = y01,

(4.11) . . .
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C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + ...+ Cny

(n−1)
n (x0) = y0n−1.

Η ορίζουσα του αλγεβρικού (ως προς Ci) συστήµατος (4.11) ισούτε µε την

Βρονσκιανή W (x0), άρα είναι διάφορη του µηδενος, συνεπώς το σύστηµα

(4.11) έχει µοναδική λύση.

�

Παρατηρούµε ότι το Θεωρηµα 4.6 ανάγει τον προσδιορισµό της γενικής

λύσης της εξίσωσης (4.1) στον προσδιορισµό των n γραµµικώς ανεξάρτητων

λύσεων της (4.1)! Στην γενική περίπτωση η εύρεση αυτών των λύσεων δεν

είναι εφικτή, όµως (όπως ϑα δούµε στην επόµενη παράγραφο) για εξισώσεις

µε σταθερούς συντελεστές αυτο είναι µια εύκολη υπόθεση.

Ορισµός 4. ΄Ενα σύστηµα n γραµµικώς ανεξάρτητων λύσεων της (4.1) ονο-

µάζεται ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων της (4.1).

Ασκήσεις.

1. ΄Εχουµε σύστηµα τριών συναρτήσεων

(x, x2 + 1, h(x)).

Επιλέξτε τρείς συναρτήσεις h(x) ετσι ώστε το σύστηµα να είναι

α.) γραµµικώς ανεξάρτητο στο [−1, 1],
ϐ.) γραµµικώς εξαρτηµένο στο [−1, 1].

2. Αποδείξτε οτι οι ακόλουθες συναρτήσεις είναι γραµµικώς ανεξάρτητες σε

κάθε διάστηµα [a, b]
α.) ekx, xekx, x2ekx, ..., xmekx,
ϐ.) sinβx, cosβx,

3. Μπορεί το ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων µιας εξίσωσης ϐαθµού n να

αποτελείται από

α.) n− 1 συναρτήσεις ;

ϐ.) n+ 1 συναρτήσεις ;

5. Γραµµικές Εξισώσεις Με Σταθερούς Συντελεστές

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα µάθουµε πως προσδιορίζουµε το ϑεµελιώδες

σύστηµα (δηλαδή τις n γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις) µιας οµογενούς γραµ-

µικής εξίσωσης n τάξεως µε σταθερούς συντελεστές, δηλαδή της

(5.1) y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any = 0.

όπου ai i = 1, ..., n σταθερές. Ψάχνουµε τη λύση της (5.1) σε µορφή y(x) =
ekx, αντικαθιστώντας την συνάρτηση αυτή στην (5.1) έχουµε

knekx + a1k
n−1ekx + ...+ an−1ke

kx + ane
kx = 0.

∆ιαιρώντας δια την ekx παίρνουµε

kn + a1k
n−1 + ...+ an−1k + an = 0.
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Το πολυώνυµο

(5.2) kn + a1k
n−1 + ...+ an−1k + an

ονοµάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο. Προφανώς η συνάρτηση ekx είναι

(µερική) λύση της (5.1) αν και µόνο αν ο αριθµός k είναι ϱίζα του χαρακτηρι-

στηκού πολυωνύµου (5.2).

1. Ξεκινάµε µε την απλούστερη περίπτωση όταν το χαρακτηριστικό πο-

λυώνυµο έχει n διαφορετικές πραγµατικές ϱίζες (n απλές πραγµατικές ϱίζες).

∆ηλαδή k1, k2,..., kn ϱίζες του (5.2) τ.ω. ki 6= kj για i 6= j και ki ∈ R
∀i = 1, ..., n. Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε n γραµµικώς ανεξάρτητες λύ-

σεις της εξίσωσης (5.1)

ek1x, ek2x, ... ekn−1x, eknx,

οι οποίες αποτελούν το ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων της (5.1). ΄Αρα η γενική

λύση της (5.1) σε αυτήν την περίπτωση δίνεται από τον τύπο (ϐλ. Θεώρηµα

4.6)

y(x) = C1e
k1x + C2e

k2x + ...+ Cn−1e
kn−1xCne

knx.

όπου Ci, i = 1, ..., n αυθαίρετες σταθερές.

Παράδειγµα 5.1 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

y′′ − 3y′ + 2y = 0.

Λύση. Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

k2 − 3k + 2 = 0

είναι k1 = 1, k2 = 2, συνεπώς η γενική λύση της εξίσωσης είναι

y(x) = C1e
x + C2e

2x.

Παράδειγµα 5.2 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

y′′′ − y′ = 0.

Λύση. Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

k3 − k = 0

είναι k1 = 0, k2 = −1, k3 = 1, συνεπώς η γενική λύση της εξίσωσης είναι

y(x) = C1 + C2e
−x + C3e

x.

2. Θα δούµε τώρα τη κάνουµε εις την περίπτωση που κάποια ϱίζα, έστω

οτι η k1 δεν είναι απλή. ΄Εστω έχει πολλαπλότητα m ≤ n. Πρέπει να προσ-

διορίσουµε m γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις που αντιστοιχούν σε αυτή την

ϱίζα.

Ας υποθέσουµε πρώτα ότι k1 = 0. Η εξίσωση (5.1) ϑα πάρει τη µορφή

(5.3) y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−my

(m) = 0

εφόσον το πολυώνυµο που έχει µηδενική ϱίζα πολλαπλότητας m πρέπει να

έχει τη µορφή

kn + a1k
n−1 + ...+ an−mk

m.
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Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι οι συναρτήσεις

1, x, x2, ..., xm−1

είναι λύσεις της (5.3). Συνεπώς ϐρήκαµε m γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις

που αντιστοιχούν στην µηδενική ϱίζα πολλαπλότητας m.

΄Εστω τώρα έχουµε µια πραγµατική ϱίζα k1 6= 0 πολλαπλότητας m. Κάνου-

µε την εξής αντικατάσταση, εισάγουµε την συνάρτηση

(5.4) z(x) = e−k1xy(x) ή y(x) = ek1xz(x).

Για να καταλάβουµε καλλίτερα την ιδέα ας πάρουµε πρώτα n = 2, δηλαδή
ϑεωρούµε την εξίσωση

(5.5) y′′ + a1y
′ + a2y = 0

και υποθέτουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο k2 + a1k + a2 έχει διπλή

ϱίζα k1 6= 0. Κάνοντας την αντικατάσταση (5.4) έχουµε

y′ = ek1xz′ + k1e
k1xz,

y′′ = ek1xz′′ + 2k1e
k1xz′ + k2

1e
k1xz,

άρα η εξίσωση που επαληθεύει η z είναι η

z′′ + (2k1 + a1)z′ + (k2
1 + a1k1 + a2)z = 0 ⇒ z′′ = 0

εφόσον η k1 είναι διπλή ϱίζα του πολυωνύµου k2 + a1k + a2. Οι δυο γραµ-

µικώς ανεξάρτητες λύσεις της z′′ = 0 είναι οι 1 και x, άρα οι δυο γραµµικώς

ανεξάρτητες λύσεις της (5.5) είναι οι

ek1x, x ek1x.

΄Εστω τώρα n = 3:

(5.6) y′′′ + a1y
′′ + a2y

′ + a3y = 0

και η k1 διπλή ή τριπλή ϱίζα του πολυωνύµου k3 +a1k
2 +a2k+a3. Κάνοντας

την αντικατάσταση (5.4) έχουµε

y′ = ek1xz′ + k1e
k1xz,

y′′ = ek1xz′′ + 2k1e
k1xz′ + k2

1e
k1xz,

y′′′ = ek1xz′′′ + 3k1e
k1xz′′ + 3k2

1e
k1xz′ + k3

1e
k1xz,

άρα η εξίσωση που επαληθεύει η z είναι η

(5.7) z′′′+(3k1 +a1)z′′+(3k2
1 +2a1k1 +a2)z′+(k3

1 +a1k
2
1 +a2k1 +a3)z = 0.

Αν η k1 είναι διπλή ϱίζα τοτε η εξίσωση παίρνε τη µορφή

z′′′ + (3k1 + a1)z′′ = 0,

οι δυο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της (5.7) είναι οι 1, x και συνεπώς οι

δυο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της (5.6) είναι οι

ek1x, x ek1x.

Αν η k1 είναι τριπλή ϱίζα τοτε η εξίσωση παίρνε τη µορφή

z′′′ = 0,
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και οι τρείς γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της (5.7) είναι οι 1, x, x2
και συ-

νεπώς οι τρείς γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της (5.6) είναι οι

ek1x, x ek1x, x2ek1x.

Επιστρέφουµε στην εξίσωση n τάξεως. Τωρα δεν είναι δύσκολο να κατα-

λάβουµε (κάνοντας παρόµοια διαδικασία) ότι οι m γραµµικώς ανεξάρτητες

λύσεις της (5.1) που αντιστοιχούν στην µη µηδενική πραγµατική ϱίζα k1 πολ-

λαπλότητας m είναι οι

ek1x, x ek1x, ... , xm−1ek1x.

Παράδειγµα 5.3 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0.

Λύση. Προφανώς

k3 − 3k2 + 3k − 1 = (k − 1)3

αρα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο έχει τριπλή ϱιζα k1,2,3 = 1, συνεπώς το

ϑεµελιώδες σύστηµα είναι

ex, xex, x2ex

και η γενική λύση της εξίσωσης είναι

y(x) = (C1 + C2x+ C3x
2)ex.

3. Περνάµε τωρα στην περίπτωση που το χαρακτηριστικό πολυώνυµο έχει

µιγαδικές ϱίζες. Θα ξεκινίσουµε µε απλές µιγαδικές ϱίζες. ΄Εστω k1 = α+ iβ
(απλή) ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, τότε και η k̄1 = α − iβ είναι

επίσης (απλή) ϱίζα (εδω α, β ∈ R). Οι λύσεις που αντιστοιχούν σε αυτές τις

δυο ϱίζες είναι e(α+iβ)x
και e(α+iβ)x

, χρησιµοποιώντας τον τύπο Euler

(5.8) eiz = cos z + i sin z,

έχουµε

e(α+iβ)x = eαxeiβx = eαx(cosβx+ i sinβx),

e(α−iβ)x = eαxe−iβx = eαx(cosβx− i sinβx).

΄Οπως είχαµε διαπιστώσει αν έχουµε µια µιγαδική λύση της εξίσωσης (5.1) τότε

και το πραγµατικό και το ϕανταστικό της µέρος είναι επίσης λύσεις, συνεπώς

οι δυο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις που αντιστοιχούν στις ϱίζες α± iβ είναι

οι

eαx cosβx, eαx sinβx.

Παράδειγµα 5.4 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

y′′ + y = 0.

Λύση. Προφανώς οι ϱίζες του

k2 + 1 = 0

είναι i και −i (α = 0, β = 1), συνεπώς το ϑεµελιώδες σύστηµα είναι

cos x, sin x
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και η γενική λύση της εξίσωσης είναι

y(x) = C1 cos x+ C2 sin x.

4. Θα εξετάσουµε την περίπτωση πολλαπλών µιγαδικών ϱιζών. Ας υποθέ-

σουµε ότι έχουµε µια µιγαδική ϱίζα k1 = α + iβ πολλαπλότητας m ≤ n/2.
Πρέπει να ϐρούµε 2m γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις που αντιστοιχούν σε

αυτή την ϱίζα. Ακολουθώντας την διαδικασία της περίπτωσης 2, και λαµβά-

νοντας υπ όψιν τον τύπο Euler καταλήγουµε στο ότι οι Ϲητούµενες λύσεις είναι

οι εξής :

eαx cos βx, xeαx cos βx, ..., xm−1eαx cos βx,

eαx sin βx, xeαx sin βx, ..., xm−1eαx sin βx.

Παράδειγµα 5.5 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

y(4) + 2y′′ + y = 0.

Λύση. Προφανώς οι i και −i είναι δύο διπλές ϱίζες του

k4 + 2k2 + 1 = 0.

Συνεπώς το ϑεµελιώδες σύστηµα είναι

cos x, sin x, x cos x, x sin x

και η γενική λύση της εξίσωσης είναι

y(x) = (C1 + C2x) cos x+ (C3 + C4x) sin x.

Εξίσωση Euler.
Η εξίσωση της µορφής

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + ...+ an−1xy

′ + any = 0, x > 0

ονοµάζεται εξίσωση Euler και εύκολα ανάγεται σε γραµµική µε αλλαγή µε-

ταβλητής

x = et.

Για να απλοποιήσουµε τους υπολογισµούς ϑα περιοριστούµε µε την περίπτω-

ση n = 2, η γενική περίπτωση αντιµετωπίζεται µε τον ίδιο τρόπο. ΄Εχουµε

(5.9) x2y′′(x) + a1xy
′(x) + a2y(x) = 0

Παραγωγίζουµε την ταυτότητα y(t) ≡ y(x) (y(t) ≡ y(x(t))) ως προς t:

y′(t) ≡ y′(x)
dx

dt
≡ y′(x)x,

παραγωγίζουµε άλλη µια ϕορα ως προς t:

y′′(t) ≡ y′′(x)
dx

dt
x+ y′(x)

dx

dt
≡ y′′(x)x2 + y′(x)x.

΄Αρα

a1xy
′(x) ≡ a1y

′(t), x2y′′(x) ≡ y′′(t)− y′(x)x ≡ y′′(t)− y′(t)
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και η (5.9) παίρνει τη µορφή

y′′(t) + (a1 − 1)y′(t) + a2y(t) = 0.

Με τον ίδιο τρόπο, δηλαδη µε αλλαγή µεταβλητής x = et, αντιµετωποιήζεται
και η περίπτωση n > 2

Παράδειγµα 5.6 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

x2y′′(x) +
5

2
xy′(x)− y(x) = 0, x > 0.

Λύση. Κάνουµε την αντικατάσταση x = et και έχουµε

y′′(t) +
3

2
y′(t)− y(t) = 0.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

k2 +
3

2
k − 1 = 0

έχει ϱίζες k1 = 1/2, k2 = −2 άρα η γενική λύση είναι

y(t) = C1e
t/2 + C2e

−2t.

Λαµβάνοντας υπ όψιν ότι t = lnx για x > 0, παίρνουµε ότι

y(x) = C1x
1/2 + C2x

−2.

Ασκήσεις.

Να ϐρεθεί η γενική λύση y(x) της εξίσωσης

1.

y′′ + y′ − 2y = 0.

2.

y′′′ − y′′ − y′ + y = 0.

3.

y′′′ − y′′ + 4y′ − 4y = 0.

4.

y′′ + 4y = 0.

5.

y(4) + 5y′′ + 4y = 0.

6.

x2y′′ − xy′ + y = 0, x > 0.
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6. Μη Οµογενείς Γραµµικές Εξισώσεις

Θεωρούµε την εξίσωση

(6.1) y(n) + p1(x)y(n−1) + ...+ pn−1(x)y′ + pn(x)y = f(x)

την οποία, χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό απο την προηγούµενη παράγρα-

ϕο την γράφουµε ως

L[y] = f(x).

΄Οπως και πριν υποθέτουµε ότι οι συντελεστές pi(x), i = 1, ..., n και το δεύτερο

µέρος f(x) είναι συνεχείς συναρτήσεις σε ένα διάστηµα όπου µελετάµε την

εξίσωση. Από τις ιδιότητες (A) και (B) του τελεστή L αµέσως προκύπτει ότι

(C) Αν η ỹ(x) είναι λύση της (4.1) και η y1(x) - λύση της (6.1), τότε η

y(x) = ỹ(x) + y1(x) είναι λύση της (6.1).

Πράγµατι

L[y] = L[ỹ] + L[y1] = 0 + f(x) = f(x).

�
(D) Αν η yi(x) είναι λύση της L[yi] = fi(x) , i = 1, ...,m, τότε η

y(x) =
m∑
i=1

Ciyi(x)

είναι λύση της

L[y] =
m∑
i=1

Cifi(x),

όπου οι Ci όπως πάντα αυθαίρετες σταθερές.

Πράγµατι

L[y] = L[
m∑
i=1

Ciyi] =
m∑
i=1

L[Ciyi] =
m∑
i=1

CiL[yi] =
m∑
i=1

Cifi.

�
(E) Αν η συνάρτηση y(x) = u(x) + iv(x) είναι λύση της εξίσωσης L[y] =

g(x) + ih(x), τότε

L[u] = g(x), L[v] = h(x)

(οι συντελεστές pi είναι πραγµατικές συναρτήσεις)

Πράγµατι,

L[y] = L[u+ iv] = L[u] + iL[v] = g(x) + ih(x)

άρα

L[u] = g(x), L[v] = h(x).

�

Θεώρηµα 6.1 Η γενική λύση της (6.1) ισούται µε το άθροισµα της γενικής

λύσης της (4.1) και της µερικής λύσης της (6.1).
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Παρατήρηση. Το ϑεώρηµα ανάγει τον προσδιορισµό της γενικής λύσης

της (6.1) στον προσδιορισµό του ϑεµελιώδους συστήµατος της (4.1) και της

µερικής λύσης της (6.1).

Απόδειξη (του Θεωρήµατος 6.1) Παροµοίως µε την απόδειξη του Θεωρή-

µατος 4.6 πρέπει να αποδείξουµε ότι η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

για την (6.1) µε τυχαίες αρχικές συνθήκες

(6.2) y(x0) = y0, y′(x0) = y01, ..., y(n−1) = y0n−1

για τυχαίο x0 ∈ [a, b], µπορεί να γραφτεί σε µορφή

(6.3) y(x) =

n∑
i=1

Ciyi(x) + yµ(x)

όπου y1, ..., yn ϑεµελιώδες σύστηµα της (4.1), και yµ µερική λύση της (6.1).

∆ηλαδή έχοντας το ϑεµελιώδες σύστηµα, τη µερική λύση και τις συνθήκες

(6.2) ϑέλουµε να προσδιορίσουµε (µονοσήµαντα) τις σταθερές ετσι ωστε η (6.3)

να είναι λύση του προβλήµατος (6.1), (6.2).

Οι σταθερές Ci προσδιορίζονται µονοσήµαντα από το εξής αλγεβρικό σύ-

στηµα
n∑
i=1

Ciyi(x0) = y0 − yµ(x0),

n∑
i=1

Ciy
′
i(x0) = y01 − y′µ(x0),

· · ·
n∑
i=1

Ciy
(n−1)
i (x0) = y0n−1 − y(n−1)

µ (x0),

εφόσον η ορίζουσα του πίνακα ισούται µε W (x0) 6= 0.
�
Παράδειγµα 6.1 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

(6.4) y′′ − y = x

Λύση. Για να προσδιορίσουµε το ϑεµελιώδες σύστηµα (ϑ.ς.) λύσεων της y′′ −
y = 0 κατασκευάζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο και ϐρίσκουµε τις ϱίζες :

k2 − 1 = 0 ⇒ k1 = 1, k2 = −1.

Συνεπώς το ϑ.ς. αποτελείται από ex και e−x. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι η λ

y1(x) = −x είναι µερική λύση της (6.4), άρα η γενική λύση της (6.4) είναι η

y(x) = C1e
x + C2e

−x − x.

Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη λύση του προβλήµατος αρχικών συνθηκών µε

(6.5) y(0) = 0, y′(0) = 1,

τότε έχουµε

0 = y(0) = C1 + C2 − 0, 1 = y′(0) = C1 − C2 − 1
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άρα C1 = 1/2, C2 = −1/2 και η λύση του προβλήµατος (6.4), (6.5) είναι

y(x) =
ex + e−x

2
− x.

Προφανώς δεν είναι πάντα τόσο εύκολο να µαντέψουµε την µερική λύση

µιας µη οµογενούς εξίσωσης όπως το κάναµε στο παράδειγµα 6.1, για αυτό

ϑα αναπτύξουµε µια µέθοδο προσδιορισµού µερικής λύσης της µη οµογενούς

εξίσωσης ϐάσει της γενικής λύσης της αντίστοιχης οµογενούς. Στην περίπτωση

εξίσωσης πρώτης τάξης αυτό το έχουµε κάνει στην παράγραφο 2.

Μέθοδος Μεταβαλλόµενων Σταθερών

Ψάχνουµε τη µερική λύση της (6.1) σε µορφή

(6.6) y(x) =

n∑
i=1

ci(x)yi(x)

όπου y1,... yn είναι το ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων της (4.1). Ο σκοπός µας

είναι να προσδιορίσουµε τις συναρτήσεις ci(x) έτσι ώστε η (6.6) να είναι λύση

της (6.1).

Προφανώς

y′(x) =

n∑
i=1

c′i(x)yi(x) +
n∑
i=1

ci(x)y′i(x),

ϑέλουµε οι ci(x) i = 1, ..., n να είναι τέτοιες ώστε

n∑
i=1

c′i(x)yi(x) = 0,

τότε

y′(x) =
n∑
i=1

ci(x)y′i(x)

και

y′′(x) =
n∑
i=1

ci(x)y′′i (x) +
n∑
i=1

c′i(x)y′i(x).

Θα ϐάλουµε έναν ακόµα περιορισµό στις ci(x):

n∑
i=1

c′i(x)y′i(x) = 0,

τότε

y′′(x) =
n∑
i=1

ci(x)y′′i (x)

Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία ϕτάνουµε στην

y(n−1)(x) =

n∑
i=1

ci(x)y
(n−1)
i (x)
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απαιτώντας

(6.7)

n∑
i=1

c′i(x)y
(m)
i (x) = 0,

για m = 0, 1, ..., n− 2 (όχι για m = n− 1). Τέλος

y(n)(x) =
n∑
i=1

ci(x)y
(n)
i (x) +

n∑
i=1

c′i(x)y
(n−1)
i (x)

Αντικαθιστώντας την (6.6) στην (6.1) και λαµβάνοντας υπ όψιν τις (6.7) κατα-

λήγουµε στην

n∑
i=1

ciy
(n)
i +

n∑
i=1

c′iy
(n−1)
i +

p1

n∑
i=1

ciy
(n−1)
i + p2

n∑
i=1

ciy
(n−2)
i + ...+ pn−1

n∑
i=1

ciy
′
i + pn

n∑
i=1

ciyi ≡

n∑
i=1

c′iy
(n−1)
i +

n∑
i=1

ci
[
y

(n)
i + p1y

(n−1)
i + p2y

(n−2)
i + ...+ pn−1y

′
i + pnyi

]
≡

n∑
i=1

c′iy
(n−1)
i .

Συνεπώς για να επαληθεύσουµε την (6.1) πρέπει να ισχύει

(6.8)
n∑
i=1

c′iy
(n−1)
i = f(x).

Συνοψίζοντας συµπεραίνουµε ότι οι ci(x) πρέπει να επαληθεύουν τις (6.7),(6.8).

Ας τις ξαναγράψουµε τις σχέσεις αυτές αναλυτικά:

n∑
i=1

c′i(x)yi(x) = 0,

n∑
i=1

c′i(x)y′i(x) = 0,

n∑
i=1

c′i(x)y′′i (x) = 0,

(6.9) · · ·
n∑
i=1

c′i(x)y
(n−2)
i (x) = 0,

n∑
i=1

c′iy
(n−1)
i = f(x).
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Εφόσον η ορίζουσα του πίνακα συντελεστών του συστήµατος (6.9) είναι η Βρον-

σκιανή του ϑεµελιώδους συστήµατος της αντίστοιχης οµογενούς εξίσωσης κα-

ταλήγουµε στο ότι το σύστηµα (6.9) έχει µοναδική λύση και έτσι προσδιορί-

Ϲουµε τις ci(x), i = 1, ..., n.

Παράδειγµα 6.2 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

(6.10) y′′ + y =
1

cos x
, x ∈ [a, b]

Λύση. Προφανώς απαιτούµε το διάστηµα [a, b] να µην περιέχει σηµεία µηδε-

νισµού της συνάρτησης cos x. Για να προσδιορίσουµε το ϑεµελιώδες σύστηµα

λύσεων της y′′ + y = 0 κατασκευάζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο και

ϐρίσκουµε τις ϱίζες :

k2 + 1 = 0 ⇒ k1 = i, k2 = −i.
Συνεπώς το ϑ.ς. αποτελείται απο cos x και sin x.

Ψάχνουµε τώρα την µερική λύση της (6.10) σε µορφή

y(x) = c1(x) cos x+ c2(x) sin x.

΄Εχουµε (ϐλ. (6.9) )

c′1(x) cos x+ c′2 sin x = 0,

−c′1(x) sin x+ c′2 cos x =
1

cos x
,

άρα

c′1(x) = − sin x

cos x
, c′2(x) = 1,

∆ηλαδή

c1(x) = ln | cos x|+ C̃1, c2(x) = x+ C̃2.

Αφού ο σκοπός µας είναι να προσδιορίσουµε µερική (κάποια) λύση µπορούµε

να πάρουµε C̃1 = C̃2 = 0. Συνεπώς η µερική λύση της (6.10) είναι

yµ(x) = cos x ln | cos x|+ x sin x

και η γενική λύση της (6.10) είναι η

y(x) = C1 cos x+ C2 sin x+ cos x ln | cos x|+ x sin x.

Αν ψάχνουµε τη λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y(0) = 0, y′(0) = 0,

τότε

0 = y(0) = C1, 0 = y′(0) = C2.

Ας πάρουµε γενικό δεύτερο µέρος για την (6.10)

Παράδειγµα 6.3 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

(6.11) y′′ + y = f(x) x ∈ [a, b]

Λύση. Το ϑ.ς. αποτελείται απο cos x και sin x. Ψάχνουµε τώρα την µερική

λύση της (6.11) σε µορφή

y(x) = c1(x) cos x+ c2(x) sin x.
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΄Εχουµε

c′1(x) cos x+ c′2 sin x = 0,

−c′1(x) sin x+ c′2 cos x = f(x),

συνεπώς

c′1(x) = −f(x) sin x ⇒ c1(x) = −
∫ x

0
f(ξ) sin ξ dξ,

c′2(x) = f(x) cos x ⇒ c2(x) =

∫ x

0
f(ξ) cos ξ dξ.

΄Αρα έχούµε ότι η γενική λύση της (6.11) ισούται µε

y(x) =

∫ x

0
f(ξ)

[
cos ξ sin x− sin ξ cos x

]
dξ + C1 cos x+ C2 sin x =∫ x

0
f(ξ) sin (x− ξ)dξ + C1 cos x+ C2 sin x.

Παρατηρούµε ότι ο προσδιορισµός της γενικής λύσης της (6.1) ουσιαστικά

ισοδυναµεί µε τον προσδιορισµό του ϑεµελιώδους συστήµατος της (4.1), εφό-

σον το ϑεµελιώδες σύστηµα µας δίνει και την γενική λύση της (4.1) (γραµµικός

συνδυασµός) αλλά και την µερική λύση της (6.1) (µεταβαλλώµενες σταθερές).

΄Οπως ϑα δούµε στο µάθηµα Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις, το ϑεµελιώδες

σύστηµα µονοσήµαντα προσδιορίζει την εξίσωση.

Ασκήσεις.

Να ϐρεθεί η γενική λύση y(x) της εξίσωσης χρησιµοποιώντας την µέθοδο

των µεταβαλλόµενων σταθερών.

1.

y′′ − y = x.

2.

y′′ + y =
cos x

sin x
.

3.

y′′ − 3y′ + 2y = x2 + 1.

4.

y′′ − 3y′ + 2y =
1

1 + e−x
.

7. Μη Οµογενείς Γραµµικές Εξισώσεις Με Σταθερούς Συντελεστές

Θεωρούµε την εξίσωση

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any = f(x).
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Σε αυτή την παράγραφο ϑα προτείνουµε µια άλλη µέθοδο προσδιορισµού της

µερικής λύσης χωρίς την χρίση του ϑεµελιώδους συστήµατος. Το πλεονέκτηµα

της µεθόδου αυτής είναι ότι εν γένει είναι πιο απλή σε σχέση µε την µέθοδο των

µεταβαλλόµενων σταθερών, το µειονέκτηµα είναι ότι εφαρµόζεται µόνο για ε-

ξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές και για δεύτερο µέρος f(x) συγκεκριµένης

µορφής.

Μέθοδος των προσδιοριζόµενων συντελεστών.

Θα ξεκινήσουµε µε την περίπτωση η f(x) να είναι πολυώνυµο ϐαθµού s.

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any =

(7.1) A0x
s +A1x

s−1 + ...+As−1x+As

όπου A0, A1, ..., As−1, As δοσµένες σταθερές. ΄Εστω an 6= 0, τότε είναι

εύκολο να διαπιστώσουµε ότι υπαρχει µερική λύση της µορφής

(7.2) B0x
s +B1x

s−1 + ...+Bs−1x+Bs.

Για να προσδιορίσουµε τις σταθερές B0, B1, ..., Bs−1, Bs αντικαθιστούµε

την (7.2) στην εξίσωση (7.1). Εφόσον an 6= 0, απο τις σχέσεις

anB0 = A0,
anB1 + san−1B0 = A1,

anB2 + (s− 1)an−1B1 + s(s− 1)an−2B0 = A2,
· · ·,

anBs + ... = As,
εύκολα προσδιορίζουµε τους συντελεστές B0, ..., Bs.

Προσοχή ! Είναι προφανές ότι ακόµα και αν κάποια (ή όλα) απο τα A1, A2, ...

As είναι µηδέν τη µερική λύση την ψάχνουµε σε µορφή (7.2).

Παράδειγµα 7.1 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

y′′ + y = x2 + x.

Λύση. Ψάχνουµε την µερική λύση σε µορφή

yµ = B0x
2 +B1x+B2.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση έχουµε

2B0 +B0x
2 +B1x+B2 = x2 + x,

άρα

B0 = 1, B1 = 1, B2 = −2.

Συνεπώς η γενική λύση είναι

y(x) = C1 cos x+ C2 sin x+ x2 + x− 2.

΄Εστω τώρα

an = an−1 = ... = an−m+1 = 0

για κάποιο m < n και an−m 6= 0. Η (7.1) ϑα πάρει τη µορφή

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−my

(m) =
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(7.3) A0x
s +A1x

s−1 + ...+As−1x+As.

Για την συνάρτηση z = y(m)
έχουµε

z(n−m) + a1y
(n−m−1) + ...+ an−mz =

(7.4) A0x
s +A1x

s−1 + ...+As−1x+As,

άρα υπάρχει µερική λύση της (7.4) της µορφής

B0x
s +B1x

s−1 + ...+Bs−1x+Bs,

και συνεπώς η (7.3) έχει µερική λύση της µορφής

xm
(
B0x

s +B1x
s−1 + ...+Bs−1x+Bs

)
.

Παράδειγµα 7.2 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

y′′ + y′ = x− 2.

Λύση. Ψάχνουµε την µερική λύση σε µορφή

y(x) = x
(
B0x+B1

)
.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση έχουµε

2B0 + 2B0x+B1 = x− 2,

άρα

B0 =
1

2
, B1 = −3.

Συνεπώς η γενική λύση είναι

y(x) = C1 + C2e
−x +

1

2
x2 − 3x.

Θεωρούµε τώρα πιο γενική περίπτωση

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any =

(7.5) epx
(
A0x

s +A1x
s−1 + ...+As−1x+As

)
όπου οι αριθµοί p,A0, ..., As εν γένει µπορούν να είναι και µιγαδικοί. Για να

απλοποιήσουµε τους υπολογισµούς ϑα πάρουµε την περίπτωση n = 2:

y′′ + a1y
′ + a2y =

(7.6) epx
(
A0x

s +A1x
s−1 + ...+As−1x+As

)
.

Η αντικατάσταση y(x) = epxz(x) ανάγει την (7.6) στην (7.1). Πράγµατι

y′ = epxz′ + pepxz, y′′ = epxz′′ + 2pepxz′ + p2epxz,

άρα η (7.6) παίρνει τη µορφη

z′′ + (2p+ a1)z′ + (p2 + a1p+ a2)z = A0x
s +A1x

s−1 + ...+As−1x+As.
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΄Εχουµε την προηγούµενη περίπτωση. Συνεπώς αν p δεν είναι ϱίζα του χαρα-

κτηριστικού πολυωνύµου, δηλαδή p2 +a1p+a2 6= 0, τότε ψάχνουµε τη µερική

λύση σε µορφή

B0x
s +B1x

s−1 + ...+Bs−1x+Bs,

αν είναι απλή ϱίζα (p2 +a1p+a2 = 0, 2p2 +a1 6= 0), τότε ψάχνουµε τη µερική

λύση σε µορφή

x
(
B0x

s +B1x
s−1 + ...+Bs−1x+Bs

)
,

αν είναι διπλή ϱίζα (p2 + a1p + a2 = p2 + a1 = 0), τότε ψάχνουµε τη µερική

λύση σε µορφή

x2
(
B0x

s +B1x
s−1 + ...+Bs−1x+Bs

)
.

Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο, µε αντικατάσταση y(x) = epxz(x), αντιµετοπίζεται
και η περίπτωση n > 2 και ο κανόνας είναι ο εξής :

(Ι) Αν ο αριθµός p δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, τότε

ψάχνουµε την µερική λύση της (7.5) σε µορφή

y(x) = epx
(
B0x

s +B1x
s−1 + ...+Bs−1x+Bs).

(ΙΙ) Αν ο αριθµός p είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου πολλαπλό-

τητας m, τότε ψάχνουµε την µερική λύση της (7.5) σε µορφή

y(x) = xmepx
(
B0x

s +B1x
s−1 + ...+Bs−1x+Bs).

Παράδειγµα 7.3 Να ϐρεθεί η µερική λύση της εξίσωσης

y′′ + 9y = e5x.

Λύση. Το 5 δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, άρα ψάχνουµε

την µερική λύση σε µορφή

y(x) = B0e
5x.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση ϑα πάρουµε

25B0 + 9B0 = 1,

άρα

B0 =
1

34
.

Συνεπώς η µερική λύση είναι

y(x) =
1

34
e5x.

Παράδειγµα 7.4 Να ϐρεθεί η µερική λύση της εξίσωσης

y′′ − y = ex(x2 − 1).

Λύση. Ο αριθµός 1 είναι απλή ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, άρα

ψάχνουµε την µερική λύση σε µορφή

y = xex
(
B0x

2 +B1x+B2

)
.
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Αντικαθιστώντας στην εξίσωση έχουµε

ex
[
6B0x

2 + (4B1 + 6B0)x+ 2B2 + 2B1

]
= ex(x2 − 1)

άρα

B0 = 1/6, B1 = −1/4, B2 = −1/4.

Συνεπώς η µερική λύση είναι

y(x) = xex
(1

6
x2 − 1

4
x− 1

4

)
.

Περνάµε τώρα στην πιο γενική περίπτωση (όπου µπορεί να εφαρµοστεί η

µέθοδος των προσδιοριζόµενων συντελεστών). Θεωρούµε την ακόλουθη εξίσω-

ση:

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any =

(7.7) epx
(
Ps(x) cos qx+Qs(x) sin qx

)
.

Εδώ Ps(x) και Qs(x) πολυώνυµα, όπου το ένα απο αυτά είναι ϐαθµού s και

το άλλο ϐαθµου ≤ s. Απο τον τύπο Euler (ϐλ. (5.8) ) έχουµε

cos qx =
eiqx + e−iqx

2
, sin qx =

eiqx − e−iqx

2i
.

Χρησιµοποιώντας αυτές τις σχέσεις γράφουµε την (7.7) ως εξής

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any =

(7.8) e(p+iq)xRs(x) + e(p−iq)xTs(x),

όπου

Rs(x) =
Ps(x)− iQs(x)

2
, Ts(x) =

Ps(x) + iQs(x)

2
Την (7.8) την ¨σπάµε¨ σε δυο εξισώσεις (ϐλ. (D) σελ. 36):

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any = e(p+iq)xRs(x),

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any = e(p−iq)xTs(x),

και τις λύνουµε όπως την (7.6).

΄Αρα ο γενικός κανόνας είναι ο εξής :

(Ι) Αν ο αριθµός p+ iq (ή p− iq) δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυω-

νύµου, τότε ψάχνουµε την µερική λύση της (7.7) σε µορφή

(7.9) y(x) = epx
[
P̃s(x) cos qx+ Q̃s(x) sin qx

]
.

(ΙΙ) Αν ο αριθµός p+ iq (ή p− iq) είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

πολλαπλότητας m, τότε ψάχνουµε την µερική λύση της (7.7) σε µορφή

(7.10) y(x) = xmepx
[
P̃s(x) cos qx+ Q̃s(x) sin qx

]
.

Εδώ P̃s(x), Q̃s(x) πολυώνυµα ϐαθµού s.

Προσοχή ! Αν κάποιο απο τα πολυώνυµα Ps ή Qs στην (7.7) είναι ϐαθµού < s,
ακόµα και αν είναι ταυτοτικά ίσο µε το µηδέν, τη λύση τη ψάχνουµε σε µορφή

(7.9) ( (7.10) ).
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Παράδειγµα 7.5 Να ϐρεθεί η µερική λύση της εξίσωσης

y′′ + 4y′ + 4y = cos 2x.

Λύση. Προφανώς ο αριθµός ±2i δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πο-

λυωνύµου k2 + 4k + 4, άρα ψάχνουµε την µερική λύση σε µορφή

y = A cos 2x+B sin 2x.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση έχουµε

8B cos 2x− 8A sin 2x = cos 2x,

άρα

B =
1

8
, A = 0.

Συνεπώς η µερική λύση είναι

y(x) =
1

8
sin 2x.

Παράδειγµα 7.6 Υπάρχει µερική λύση της εξίσωσης

y
′′′′

+ 2y′′ + y = sinx

της µορφής

y = x2(A cos 2x+B sin 2x)?

Λύση. Εφόσον ο αριθµός i (−i) είναι διπλή ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυω-

νύµου k4 + 2k2 + 1, συνεπώς ναι, υπάρχει.

Σηµαντική Παρατήρηση. Απο την ιδιότητα (D) στη σελίδα 36 προκύπτει

ότι αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη µερική λύση της εξίσωσης

L[y] =

n∑
i=1

fi(x),

αρκεί να ϐρούµε τις µερικές λύσεις των εξισώσεων

L[y] = f1(x), L[y] = f2(x), ..., L[y] = fn(x)

και µετά να πάρουµε το άθροισµα. Ανάλογα µε την fi εφαρµόζουµε ή την

µέθοδο των προσδιοριζόµενων συντελεστών ή την µέθοδο των µεταβαλλόµενων

σταθερών.

Παράδειγµα 7.8 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

(7.8) y′′ + y =
1

cosx
+ x2 + 1.

Λύση. Η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς είναι

yγo(x) = C1 cos x+ C2 sin x.

Η µερική λύση της

y′′ + y =
1

cosx
είναι (ϐλ. παράδειγµα 6.2)

yµ1(x) = cos x ln | cos x|+ x sin x
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(εδώ χρησιµοποιήσαµε την µέθοδο των µεταβαλλόµενων σταθερών).

Η µερική λύση της

y′′ + y = x2 + 1

είναι

yµ2(x) = x2 − 1

(εδώ χρησιµοποιήσαµε την µέθοδο των προσδιοριζόµενων συντελεστών).

Συνεπώς η γενική λύση της (7.8) είναι

y(x) = C1 cos x+ C2 sin x+ cos x ln | cos x|+ x sin x+ x2 − 1.

Παράδειγµα 7.9 Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

x2y′′ + xy′ + y = ln3 x+ lnx.

Λύση. Υπόδειξη : Κάνουµε την αντικατάσταση x = et. Για y(t) έχουµε

y′′(t) + y(t) = t3 + t.

΄Αρα

y(t) = C1 sin t+ C2 cos t+ t3 − 5t

και η λύση είναι

y(x) = C1 sin lnx+ C2 cos lnx+ ln3 x− 5 lnx.

Ασκήσεις.

Να ϐρεθεί η γενική λύση των εξισώσεων

1.

y′′ + 4y = cos 2x.

2.

y′′ + 4y′ + 4y = sin 2x.

3.

y′′ − 3y′ + 2y = ex

4.

y′′′ − y = x3 − 1.

5.

y′′ + y =
cos x

sin x
+ xex sin x.

6.

x2y′′ − xy′ + y = x ln3 x, x > 0.

7.

x2y′′ + xy′ + 4y = 2 ln3 x− 1, x > 0.
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Κεφάλαιο ΙΙ.

∆ιαφορικές Εξισώσεις µε Μερικές Παραγώγους

0. Εισαγωγή

΄Οπως και στο προηγούµενο κεφάλαιο ϑα ξεκινήσουµε µε µερικά παράδειγ-

µα από την κλασική Φυσική.

Παράδειγµα Ι. Η δύναµη ϐαρύτητας F που προκαλείται από µια σηµειακή

µάζα M στη ϑέση (0, 0, 0) και ασκείται πάνω σε ένα σωµατίδιο µάζας m στη

ϑέση (x, y, z), δίνεται, συµφωνα µε το νόµο του Νεύτωνα, από την σχέση

F = −γM m

r3
r

ή

F =
(
− γM m

r3
x,−γM m

r3
y,−γM m

r3
z
)

εδώ γ > 0 µια σταθερά, r = (x, y, z) και r = |r| =
√
x2 + y2 + z2. Το δια-

νυσµατικο πεδίο F ειναι συντηρητικό δηλαδή υπάρχει συνάρτηση u(x, y, z) :
R3 → R τέτοια ώστε ∇u = F ή

ux = −γM m

r3
x, uy = −γM m

r3
y, uz = −γM m

r3
z.

Προφανώς

u(x, y, z) = γ
M m

r
.

Επίσης έχουµε

uxx = −γM m
( 1

r3
− 3

x2

r5

)
,

uyy = −γM m
( 1

r3
− 3

y2

r5

)
,

uzz = −γM m
( 1

r3
− 3

z2

r5

)
,

συνεπώς

(0.1) uxx + uyy + uzz = 0.

Αυτή η εξίσωση ονοµάζεται εξίσωση Laplace.
Θα χρησιµοποιούµε τον εξής συµβολισµό

∆ ≡
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

∆u =

n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

ή ∆u =

n∑
i=1

uxixi = ux1x1 + ...uxnxn .

Για n = 2 αντί για x1, x2 ϑα γράφουµε x, y (uxx + uyy = 0) και για n = 3 αντί

για x1, x2, x3 ϑα γράφουµε x, y, z (uxx + uyy + uzz = 0). Η εξίσωση Laplace
παίρνει τη µορφή

(0.1′) ∆u = 0.
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΄Εστω τώρα η µάζαM είµαι κατανεµηµένη σε µία µπάλα B(0, R) µε κέντρο

στο σηµείο (0, 0, 0) και ακτίναR τότε µπορούµε να αποδείξουµε ότι η u(x, y, z)
επαληθεύει την εξίσωση

(0.2) uxx + uyy + uzz = −4πρ ή ∆u = −4πρ

όπου η συνάρτηση ρ(x, y, z) είναι η πυκνότητα της µάζας στο σηµείο (x, y, z)
(οι υπολογισµοί εδώ είναι αρκετά ογκώδεις). Η εξίσωση (0.2) ονοµάζεται εξί-

σωση Poisson. Προφανώς εκτός της σφαίρας B(0, R) όπου ρ(x, y, z) ≡ 0 η

(0.2) γίνεται (0.1).

Τις ίδιες εξισώσεις επαληθεύει και το δυναµικό ενός ηλεκτροµαγνητικού

πεδίου.

Παράδειγµα ΙΙ. Ας δώσουµε ένα άλλο παράδειγµα όπου εµφανίζεται η εξί-

σωση Laplace. ΄Εστω u = (u, v, w) διανυσµατικό πεδίο ταχυτήτων ενός ϱευ-

στού, υποθέτουµε ότι η ϱοή είναι αστρόβιλη και το ϱευστό ασυµπίεστο δηλαδή

curlu = 0, div u = 0

όπου

curlu ≡ (wy − vz)i+ (uz − wx)j + (vx − uy)k = 0

και

div u ≡ ux + vy + wz

(σχετικά µε την σχέση div u = 0 ϐλέπε το παράδειγµα IV ). Συνεπώς έχουµε

τις εξισώσεις

wy = vz, uz = wx, vx = uy

και

ux + vy + wz = 0.

Παραγωγίζουµε την τελευταία ως προς x

uxx + vyx + wzx = 0

από την άλλη vyx = uyy, wzx = uzz, συνεπώς

uxx + uyy + uzz = 0.

Παροµοίως

vxx + vyy + vzz = 0, wxx + wyy + wzz = 0.

Βλέπουµε ότι και οι τρεις συνιστώσες του διανυσµατικού πεδίου ταχυτήτων u
επαληθεύουν την εξίσωση Laplace.

Παράδειγµα ΙΙΙ. ΄Εστω u(t, x, y, z)− ϑερµοκρασία στο σηµείο (x, y, z) ∈
Ω ⊂ R3

στη χρονική στιγµή t. Τότε το ολοκλήρωµα∫
Ω
ρ c u dxdydz,

όπου ρ > 0 πυκνότητα και c > 0 ϑερµοχωρητικότητα, µας δίνει την συ-

νολική ϑερµότητα που περιέχεται στο Ω. Σύµφωνα µε τον νόµο Fourier η

ϑερµότητα ϱέει από τα ϑερµά προς τα ψυχρά µε ϐάση το διανυσµατικό πεδίο
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F = −κ∇u όπου κ > 0 είναι ο συντελεστής ϑερµικής αγωγιµότητας. Από τον

νόµο διατήρησης της ενέργειας έχουµε ότι η µεταβολή της συνολικής ϑερµό-

τητας καθορίζεται από την ϱοή της ϑερµότητας διαµέσου του συνόρου ∂Ω και

από της πηγές ϑερµότητας f που ϐρίσκονται στο Ω, δηλαδή

d

dt

∫
Ω
ρ c u dxdydz =

∫
∂Ω
κ∇u · ν ds+

∫
Ω
f dxdydz,

όπου ν είναι το µοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσµα στο σύνορο του Ω.

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα της απόκλισης έχουµε

d

dt

∫
Ω
ρ c u dxdydz =

∫
Ω
div(κ∇u) dxdydz +

∫
Ω
f dxdydz

ή ∫
Ω

(
(ρ c u)t − div(κ∇u)− f

)
dxdydz = 0.

Αφού το χωρίο Ω είναι τυχαίο, καταλήγουµε στην εξίσωση

(ρ c u)t − div(κ∇u) = f.

Αν υποθέσουµε ότι οι ποσότητες ρ, c, κ είναι σταθερές (χωρίς ϐλάβη της γενι-

κότητας µπορούµε να πάρουµε ρ = c = κ = 1) τότε για την ϑερµοκρασία u
ϑα έχουµε

(0.3) ut −∆u = f.

Η (0.3) ονοµάζεται εξίσωση ϑερµότητας. Σε µία διάσταση η εξίσωση ϑα

γράφεται ως εξής

ut − uxx = f.

Παρατηρούµε ότι αν η διαδικασία είναι στατική δηλαδή µε το πέρασµα του

χρόνου η ϑερµοκρασία δεν µεταβάλλεται (ut = 0) τότε η (0.3) γίνεται εξίσωση

Poisson και εξίσωση Laplace αν f ≡ 0. Τρία τελείως διαφορετικής ϕύσεως

ϕαινόµενα περιγράφονται απο την ίδια εξίσωση !

Επίσης το πραγµατικό και ϕανταστικό µερος µιας αναλυτικής συνάρτησης

w(z) = u(x, y)+ iv(x, y) είναι αρµονικές συναρτήσεις, αυτό άµεσα προκύπτει

από τις συνθήκες Cauchy −Riemann :

(0.4) ux = vy, uy = −vx.

Αξίζει να σηµειώσουµε οτί τέτοιες συναρτήσεις εµφανίζονται στην περιγραφή

διαφόρων ϕαινοµένων στην αεροδυναµική και υδροδυναµική.

Παράδειγµα ΙV . ΄Εστω τώρα ρ(t, x, y, z)− πυκνότητα στο σηµείο (x, y, z) ∈
Ω ⊂ R3

στη χρονική στιγµή t. Τότε το ολοκλήρωµα∫
Ω
ρ dxdydz,

µας δίνει την συνολική µάζα του Ω. ΄Εστω u = (u, v, w) διανυσµατικό πεδίο

ταχυτήτων ενός ϱευστού. Από τον νόµο διατήρησης της µάζας έχουµε ότι η
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µεταβολή της συνολικής µάζας καθορίζεται από την ϱοή της µάζας διαµέσου

του συνόρου ∂Ω και από της πηγές της µάζας f που ϐρίσκονται στο Ω, δηλαδή

d

dt

∫
Ω
ρ dxdydz = −

∫
∂Ω
ρu · ν ds+

∫
Ω
f dxdydz.

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα της απόκλισης έχουµε

d

dt

∫
Ω
ρ dxdydz = −

∫
Ω
div(ρu) dxdydz +

∫
Ω
f dxdydz

ή ∫
Ω

(
ρt + div(ρu)− f

)
dxdydz = 0.

Αφού το χωρίο Ω είναι τυχαίο, καταλήγουµε στην εξίσωση

ρt + div(ρu) = f.

Συνήθως παίρνουνε f ≡ 0, δηλαδή

(0.5) ρt + div(ρu) = 0 ⇔ ρt + u · ∇ρ+ ρ divu = 0.

Η καµπύλη σ(t) = (x(t), y(t), z(t)) που ορίζεται από το σύστηµα

dx

dt
= u,

dy

dt
= v,

dz

dt
= w

ονοµάζεται τροχιά. Αν η ύλη είναι ασυµπίεστη τότε η πυκνότητα κατά µήκος

της τροχιάς πρέπει να είναι σταθερή, δηλαδή

d

dt
ρ(t, σ(t)) ≡ d

dt
ρ(t, x(t), y(t), z(t)) = 0.

Προφανώς

d

dt
ρ(t, x(t), y(t), z(t)) = ρt + ρxu+ ρyv + ρzw ≡ ρt + u · ∇ρ,

άρα

(0.6) ρt + u · ∇ρ = 0

Σε µία διάσταση η εξίσωση γράφεται ως εξής

ρt + u ρx = 0.

Από την (0.5) και την (0.6) προκύπτει

div u = 0,

αυτή η συνθήκη ονοµάζεται συνθήκη ασυµπιεστότητας.

Παράδειγµα V . Τέλος ϑα δώσουµε (χωρίς λεπτοµέρειες) τις εξισώσεις που

περιγράφουν τη διάδοση των ακουστικών κυµάτων:

(0.7) ρ0ut + px = 0, pt + ρ0c
2
0ux = 0,

εδώ η u(t, x) είναι η ταχύτητα, η p(t, x) είναι η πίεση και ρ0, c0 δοσµένες

ϑετικές σταθερές, ρ0 είναι η πυκνότητα και η σταθερά c0 έχει να κάνει µε την

συµπιεσιµότητα της ύλης.
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Παρατηρούµε ότι αν παραγωγίσουµε την πρώτη εξίσωση ως προς t, τη δεύ-

τερη ως προς x και µετά αφαιρέσουµε την δεύτερη από την πρώτη ϑα έχουµε

utt − c2
0uxx = 0.

Η εξίσωση αυτή ονοµάζεται κυµατική. Στον Rn
η κυµατική εξίσωση έχει την

µορφή

(0.8) utt − c2
0∆u = 0 ή utt − c2

0∆u = f

η f έχει να κάνει µε τις πηγές ενέργιας. Γενικά η εξίσωση αυτή περιγράφει

µικρές ταλαντώσεις. Η αντίστοιχη εξίσωση µε µια χωρική µεταβλητή (δηλαδή

η utt − c2
0uxx = 0) περιγράφει ταλάντωση µιας χορδής.

Θα µπορούσαµε να αναφέρουµε και πολλά άλλα παραδείγµατα, από την

δυναµική των πληθυσµών έως την χρηµατοοικονοµία, και προφανώς από την

Φυσική.

∆ιαφορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους (ή µερικές διαφορικές εξισώ-

σεις) καλούνται εξισώσεις µε µια άγνωστη συνάρτηση, τουλάχιστον δύο µετα-

ϐλητών, που εκτός ενδεχοµένως από την άγνωστη συνάρτηση και τις ανεξάρ-

τητες µεταβλητές περιέχουν και µερικές παραγώγους της συνάρτησης. Τάξη

µιας εξίσωσης καλείται η υψηλότερη τάξη µερικής παραγώγου που εµφα-

νίζεται στην εξίσωση. Παραδείγµατος χάριν οι (0.1), (0.2), (0.3), (0.8) είναι

δεύτερης τάξης ενώ οι (0.5), (0.6) είναι πρώτης. Το σύστηµα (0.4) και (0.7)

είναι σύστηµα εξισώσεων πρώτης τάξης.

Γραµµική εξίσωση δεύτερης τάξεως σε γενική µορφή είναι η εξίσωση

(0.9)

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj +

n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u = f(x),

γραµµική εξίσωση πρώτης τάξεως σε γενική µορφή είναι η εξίσωση

n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u = f(x).

Εδώ x = (x1, ..., xn), οι ai,j , ai, a και f είναι δοσµένες συναρτήσεις ενώ

η u(x) είναι η συνάρτηση που πρέπει να προσδιορίσουµε. Στις εξισώσεις

που περιγράφουν χρονοεξαρτώµενες διαδικασίες αντί για x1 (ή xn) συνήθως

γράφουµε t.
Στο µάθηµα αυτό ϑα περιοριστούµε µε εξισώσεις µε δυο ανεξάρτητες µετα-

ϐλητές.

1. Εξισώσεις πρώτης τάξης

Θεωρούµε την εξίσωση

(1.1) ut + a(t, x)ux = f(t, x, u) στον R2.
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η οποία επαληθεύει την αρχική συνθήκη

(1.2) u(0, x) = φ(x), |x| < +∞
Εδώ a, f και φ είναι δοσµένες οµαλές συναρτήσεις. ΄Εστω σ̄(s) = (t(s), x(s))
µια καµπύλη στον R2

. Θεωρούµε την συνάρτηση u(t, x) πάνω στην σ, δηλαδή
u(t(s), x(s)) = u(s). Προφανώς

d

ds
u(t(s), x(s)) = ut

dt

ds
+ ux

dx

ds
αν

dt

ds
= 1, και

dx

ds
= a

τότε η εξίσωση (1.1) κατά µήκος της καµπύλης σ παίρνει την µορφή

d u(s)

ds
= f

(
t(s), x(s), u(s)

)
που είναι µια συνήθης διαφορική εξίσωση. Για να ϐρούµε τη λύση αρκεί να

ολοκληρώσουµε ως προς s.
Θεωρούµε τώρα το πρόβληµα Cauchy: να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης (1.1)

η οποία επαληθεύει την αρχική συνθήκη

(1.2) u(0, x) = φ(x), |x| < +∞
Ας υποθέσουµε ότι σ̄(0) =

(
t(0), x(0)

)
= (0, x0). Θεωρούµε το σύστηµα

d t(s)

d s
= 1,

d x(s)

d s
= a(t(s), x(s))

µε αρχικές συνθήκες

t(0) = 0, x(0) = x0.

Προφανώς t = s, άρα έχουµε

d x(t)

d t
= a(t, x(t)), x(0) = x0

και η εξήσωση (1.1) γράφεται ως εξής

d u(t)

ds
= f

(
t, x(t), u(t)

)
(εδω u(t, x) = u(t, x(t)) = u(t)) µε αρχική συνθήκη

u(0) = φ(x(0)) = φ(x0).

Η εξίσωση

d x(t)

d t
= a(t, x(t))

ονοµάζεται χαρακτηριστική εξίσωση και η λύση της ονοµάζεται χαρακτη-

ϱιστική. Για να λύσουµε την εξίσωση (1.1) πρέπει να λύσουµε το σύστηµα

d x(t)

d t
= a(t, x(t))

(1.3)

d u(t)

d t
= f(t, x(t), u(t)).
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Η πρώτη εξίσωση του συστήµατος (1.3) είναι η χαρακτηριστική εξίσωση, η

δεύτερη είναι η (1.1) κατά µήκος της χαρακτηριστικής. Για να λύσουµε την

πρόβληµα (1.1), (1.2) προσθέτουµε στο (1.3) τις αρχικές συνθήκες

(1.4) x(0) = x0, u(0) = φ(x0).

Συνοψίζοντας καταλήγουµε στο εξής : η επίλυση του προβλήµατος (1.1), (1.2)

ανάγεται στην επίλυση του προβλήµατος (1.3), (1.4).

Παράδειγµα 1.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut + aux = b, a, b ∈ R, u(0, x) = φ(x).

Λύση.

dx

dt
= a, x

∣∣∣
t=0

= x0 ⇒ x = at+ x0 χαρακτηριστική

du

dt
= b, u

∣∣∣
t=0

= φ(x0) ⇒ u = bt+ φ(x0),

άρα η λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) = bt+ φ(x− at).

΄Εστω a = b = 1, φ(x) = ex, τότε

u(t, x) = t+ ex−t.

΄Εστω a = −1, b = 2, φ(x) = sin x, τότε

u(t, x) = 2t+ sin(x+ t).

Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη λύση της εξίσωσης ut + a ux = b, παρατηρούµε

ότι κατά µήκος της καµπύλης x−at =σταθερά η u(t) επαληθεύει την εξίσωση

u′(t) = b, δηλαδή u = bt + C όπου η C είναι µια ποσότητα η οποία είναι

σταθερή όταν η διαφορά x− at είναι σταθερή, συνεπώς η γενική λύση δίνεται

από τον τύπο

u(t, x) = bt+ g(x− at)
όπου g µια τυχαία οµαλή συνάρτηση.

Παράδειγµα 1.2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut + xux = 0, u(0, x) = φ(x).

Λύση.

dx

dt
= x, x

∣∣∣
t=0

= x0 ⇒ x = x0e
t

χαρακτηριστική

du

dt
= 0, u

∣∣∣
t=0

= φ(x0) ⇒ u = φ(x0),

άρα η λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) = φ(xe−t).

Αν φ(x) = x, τότε η λύση είναι

u(t, x) = x e−t.
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Αν φ(x) = x2 + 1,τότε

u(t, x) = x2e−2t + 1.

Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη λύση της εξίσωσης ut + xux = 0, παρατηρούµε

ότι κατά µήκος της καµπύλης x e−t =σταθερά η u(t) είναι σταθερή, συνεπώς

η γενική λύση δίνεται από τον τύπο

u(t, x) = g(x e−t)

όπου g µια τυχαία οµαλή συνάρτηση.

Παράδειγµα 1.3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut + t ux = (t+ x)u, u(0, x) = φ(x).

Λύση.

dx

dt
= t, x

∣∣∣
t=0

= x0 ⇒ x =
1

2
t2 + x0 χαρακτηριστική

du

dt
= (t+ x)u, u

∣∣∣
t=0

= φ(x0) ⇒ du

u
=
(
t+

1

2
t2 + x0

)
dt,

άρα

u(t, x) = φ(x0)ex0t+t
3/6+t2/2

ή

u(t, x) = φ(x− t2/2)et
2/2+tx−t3/3

΄Εστω φ(x) = ex, τότε

u(t, x) = ex+tx−t3/3.

Παράδειγµα 1.4. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut + (t− x)ux = (x+ 1− t)et στον R2,

u(0, x) = φ(x) για |x| < +∞.
Ξεχωριστά γράψτε τη λύση για

φ(x) = 2x+ 1 και φ(x) ≡ 1.

Λύση.

dx

dt
= −x+ t, x

∣∣∣
t=0

= x0 ⇒ x(t) = (x0 + 1)e−t + t− 1 χαρακτηριστική

(εδω λύσαµε εξίσωση πρώτης τάξης x′(t)+x(t) = t), συνεπώς η αρχική εξίσωση

κατα µήκος της χαρακτηριστικής µε την αρχική συνθύκη παίρνει τη µορφή

du

dt
= x0 + 1, u

∣∣∣
t=0

= φ(x0) ⇒ u(t) = t(x0 + 1) + φ(x0),

άρα

u(t, x) = tet(x− t+ 1) + φ
(
et(x− t+ 1)− 1

)
αφού x0 = et(x− t+ 1)− 1.

Αν φ(x) = 2x+ 1

u(t, x) = tet(x− t+ 1) + 2et(x− t+ 1)− 1.
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Για φ(x) ≡ 1

u(t, x) = tet(x− t+ 1) + 1.

Παροµοίως αντιµετωπίζεται και η εξίσωση

(1.5) a1(t, x)ut + a2(t, x)ux = f(t, x, u)

όπου

(1.6) a2
1 + a2

2 6= 0.

΄Εστω σ(s) = (t(s), x(s)) µια καµπύλη στον R2
που ορίζεται από τις εξισώσεις

dt

ds
= a1, και

dx

ds
= a2

τότε η εξίσωση (1.5) κατά µήκος της καµπύλης σ παίρνει την µορφή

d u(s)

ds
= f

(
t(s), x(s), u(s)

)
που είναι µια συνήθης διαφορική εξίσωση. Η συνθήκη (1.6) είναι ουσιαστική,

αν παραβιάζεται τότε το πρόβληµα Cauchy µπορεί να µην έχει λύση. Στην

περίπτωση που σε κάποιο σηµείο ισχύει a2
1 + a2

2 = 0 λέµε ότι σε αυτό το

σηµείο η εξίσωση εκφυλίζεται.

Ασκήσεις.

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy µε φ(x) τυχαία οµαλή συνάρ-

τηση.

1.

ut + xux = xu, u
∣∣∣
t=0

= φ(x), |x| < +∞.

2.

ut +
t

x
ux = 0, u

∣∣∣
t=0

= φ(x), |x| < +∞.

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy και να προσδιορισθεί το χωρίο

στον R2
όπου η αρχική συνθήκη ορίζει τη λύση.

3.

ut + ux = 4, u
∣∣∣
t=0

= sin x για |x| < 1.

4.

ut + xux = (x+ t)u, u
∣∣∣
t=0

= φ(x), |x| < 2

(φ(x) τυχαία οµαλή συνάρτηση).

5. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut + ux = x(u+ 1), u(0, x) = cos x.

6. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut − (t+ x)ux = (x− 1 + t)et, u(0, x) = φ(x).
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Ξεχωριστά γράψτε τη λύση για

φ(x) = 2x− 1 και φ(x) ≡ −1.

2. Συστήµατα εξισώσεων πρώτης τάξεως

Θεωρούµε το εξής σύστηµα εξισώσεων πρώτης τάξης :

(2.1) I ut + Cux + Du = f ,

όπου I µοναδιαίος πίνακας n× n,

u =


u1

·
·
·
un

 , f =


f1

·
·
·
fn

 ,

C =

 c11 ... c1n

. . . . . . . .

cn1 ... cnn

 , D =

 d11 ... d1n

. . . . . . . .

dn1 ... dnn

 .

Για n = 2 ϑα παίρνουµε (u1, u2) = (u, v) και για n = 3 (u1, u2, u3) =
(u, v, w). Υποθέτουµε ότι ο πίνακας C έχει n πραγµατικές διαφορετικές ιδιο-

τιµές k1, k2, ..., kn. ΄Εστω

Z =

 z11 ... z1n

. . . . . . . .

zn1 ... znn


όπου το

zi =


z1i

·
·
·
zni


είναι ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή ki δηλαδή

Czi = kizi ή

(
C− kiI

)
zi = 0.

Κάνουµε την αντικατάσταση

u = Zv

και έχουµε (
Zv
)
t
+ C

(
Zv
)
x

+ DZv = f ,

ή

Zvt + CZvx +
(
Zt + CZx + DZ

)
v = f ,

πολλαπλασιάζοντας µε Z−1
από αριστερά καταλήγουµε στο σύστηµα

(2.2) Ivt + Kvx + Mv = g
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όπου

M = Z−1
(
Zt + CZx + DZ

)
, g = Z−1f ,

και

K = Z−1CZ

είναι διαγώνιος πίνακας όπου τα στοιχεία της διαγώνιου είναι οι ιδιοτιµές του

πίνακα C. Το σύστηµα (2.2) ονοµάζεται κανονική µορφή του συστήµατος

(2.1).

Παράδειγµα 2.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy:
ut + 1/ρ0 px = 0
pt + ρ0c

2
0ux = 0,

u(0, x) = φ(x), p(0, x) = ψ(x)

(το σύστηµα αυτό περιγράφει τη διάδοση των ακουστικών κυµάτων, εδώ η u
είναι η ταχύτητα, η p είναι η πίεση και ρ0, c0 δοσµένες ϑετικές σταθερές).

Γράφουµε το σύστηµα αυτό σε µορφή (3.1):(
1 0
0 1

) (
u
p

)
t

+

(
0 1/ρ0

ρ0c
2
0 0

) (
u
p

)
x

=

(
0
0

)
.

Προφανώς οι ιδιοτιµές του πίνακα

C =

(
0 1/ρ0

ρ0c
2
0 0

)
είναι k1 = c0 και k2 = −c0 και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα(

1
c0ρ0

)
,

(
1
−c0ρ0

)
,

δηλαδή

Z =

(
1 1
c0ρ0 −c0ρ0

)
και Z−1 =

(
1/2 1/2c0ρ0

1/2 −1/2c0ρ0

)
.

΄Αρα η κανονική µορφή του συστήµατος είναι(
1 0
0 1

) (
v1

v2

)
t

+

(
c0 0
0 −c0

) (
v1

v2

)
x

=

(
0
0

)
όπου

u = v1 + v2

p = −c0ρ0v1 + c0ρ0v2.

Η γενική λύση είναι

u = g(x+ c0t) + f(x− c0t)

p = c0ρ0(f(x− c0t)− g(x+ c0t))

όπου f και g αυθαίρετες οµαλές συναρτήσεις. Για να λύσουµε το πρόβληµα

Cauchy πρέπει να προσδιορίσουµε τις συναρτήσεις f , g, έχουµε

u(0, x) = g(x) + f(x) = φ(x)

p(0, x) = c0ρ0(f(x)− g(x)) = ψ(x),
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άρα

f =
1

2

(
φ+

ψ

c0ρ0

)
g =

1

2

(
φ− ψ

c0ρ0

)
και συνεπώς η λύση του προβλήµατος Cauchy είναι

u(t, x) =
φ(x+ c0t) + φ(x− c0t)

2
+
ψ(x− c0t)− ψ(x+ c0t)

2c0ρ0

p(t, x) =
c0ρ0

2

(
φ(x− c0t)− φ(x+ c0t)

)
+

1

2

(
ψ(x− c0t) + ψ(x+ c0t)

)
.

Παράδειγµα 2.2. Να ϐρεθεί η γενική λύση του συστήµατος

ut + ux + wx = 0
vt − 3 vx + wx = 0
wt − 6 vx + 4wx = 0.

Ας γράψουµε το σύστηµα αυτό σε µορφή (2.1), έχουµε 1 0 0
0 1 0
0 0 1

  u
v
w


t

+

 1 0 1
0 −3 1
0 −6 4

  u
v
w


x

=

 0
0
0

 .

Ψάχνουµε τις ιδιοτιµές του πίνακα

C =

 1 0 1
0 −3 1
0 −6 4


΄Εχουµε

det

 1− k 0 1
0 −3− k 1
0 −6 4− k

 = (1− k)(k2 − k − 6) = 0,

άρα k1 = 1, k2 = −2, k3 = 3. Συνεπώς η κανονική µορφή είναι 1 0 0
0 1 0
0 0 1

  u1

v1

w1


t

+

 1 0 0
0 −2 0
0 0 3

  u1

v1

w1


x

=

 0
0
0


ή u1

t + u1
x = 0

(2.3) v1
t − 2 v1

x = 0

w1
t + 3w1

x = 0.
΄Οπου

u = Zv

µε u = (u, v, w), v = (u1, v1, w1) και

Z =

 1 −1 3
0 3 1
0 3 6


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άρα

u = u1 − v1 + 3w1, v = 3 v1 + w1, w = 3 v1 + 6w1
x.

Από την (2.3) έχουµε

u1 = f(x− t), v1 = g(x+ 2t), w1 = h(x− 3t)

όπου f , g και h είναι C1
συναρτήσεις, συνεπώς η γενική λύση του συστήµατος

(2.1) είναι

u = f(x− t)− g(x+ 2t) + 3h(x− 3t),
v = 3g(x+ 2t) + h(x− 3t),
w = 3g(x+ 2t) + 6h(x− 3t).

Ασκήσεις.

1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

u1t + 2t u1x + t u2x = x, u1(0, x) = x,

u2t + 2t u1x + 3t u2x = t, u2(0, x) = 0,

όπου |x| < +∞.

3. Ταξινόµηση διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης

Η (0.9) για n = 2 παίρνει τη µορφή

a11uxx + ã12uxy + ã21uyx + a22uyy + a1ux + a2uy + a u = f

ϑεωρούµε ότι u = u(x, y) ∈ C2
(δηλαδή δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη)

και γράφουµε την εξίσωση σε µορφή

(3.1) a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + a1ux + a2uy + a u = f

όπου

a12 =
1

2
(ã12 + ã21).

Οι συναρτήσεις aij = aij(x, y) ονοµάζονται συντελεστές της εξίσωσης και η

συνάρτηση f(x, y) το δεύτερο µέρος της.

Λέµε ότι η (3.1) είναι στο σηµείο (x0, y0) ∈ Ω ⊂ R2

1.) υπερβολική (υπερβολικού τύπου) αν a2
12 − a11a22 > 0,

2.) ελλειπτική (ελλειπτικού τύπου) αν a2
12 − a11a22 < 0,

3.) παραβολική (παραβολικού τύπου) αν a2
12 − a11a22 = 0.

Εάν η εξίσωση είναι υπερβολική ∀(x, y) ∈ Ω λέµε ότι είναι υπερβολική στο

Ω, ανάλογα ορίζεται η ελλειπτικότητα και η παραβολικότητα στο Ω.

Προφανώς η κυµατική εξίσωση

uyy − uxx = 0

είναι υπερβολικού τύπου, (συνήθως αντί για y γράφουµε t επειδή η µεταβλητή

αυτή παίζει τον ϱόλο του χρόνου), η εξίσωση Laplace

uxx + uyy = 0
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είναι ελλειπτικού τύπου, και η εξίσωση ϑερµότητας

uy − uxx = 0

παραβολικού τύπου (και εδώ συνήθως αντί για y γράφουµε t για τον ίδιο λόγο).

΄Οπως είναι γνωστό, η καµπύλη

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + a1x+ a2y + a = 0

είναι έλλειψη, αν a2
12 − a11a22 < 0, υπερβολή, αν a2

12 − a11a22 > 0 και

παραβολή, αν a2
12 − a11a22 = 0. Σε αυτό οφείλουν την ονοµασία τους οι τρεις

τύποι των εξισώσεων.

Ασκήσεις.

1. Στον R2
ϑεωρούµε την εξίσωση

uxx + 2uxy + yuyy + ux − uy − u = 1.

Προσδιορίστε τα χωρία όπου η εξίσωση είναι υπερβολικού τύπου, παραβολικού

τύπου, ελλειπτικού τύπου.

4. Κυµατική Εξίσωση, τύπος D′Alembert

Στον R2
ϑεωρούµε την εξίσωση

(4.1) utt − uxx = f(t, x),

όπου η f είναι δοσµένη οµαλή συνάρτηση, t - χρόνος, x - χωρική µεταβλητή,

utt µερική παράγωγος δεύτερης τάξης ως προς t και uxx µερική παράγωγος

δεύτερης τάξης ως προς x. Ψάχνουµε τη γενική λύση u(t, x) της εξίσωσης

(4.1).

΄Εστω f ≡ 0, έχουµε

(4.2) utt − uxx = 0.

Η (4.2) ονοµάζεται οµογενής εξίσωση. Κάνουµε την αντικατάσταση:

(t, x)→ (ξ, η)

u(t, x)→ u(ξ, η) = u(ξ(t, x), η(t, x))

όπου

ξ = x− t, η = x+ t.

Προφανώς

ut(t, x) =
∂

∂t
u(ξ(t, x), η(t, x)) = uξ(ξ, η)ξt+uη(ξ, η)ηt = −uξ(ξ, η)+uη(ξ, η),

ux(t, x) =
∂

∂x
u(ξ(t, x), η(t, x)) = uξ(ξ, η)ξx+uη(ξ, η)ηx = uξ(ξ, η)+uη(ξ, η).

Παροµοίως για τις παραγώγους δεύτερης τάξης

utt(t, x) =
∂

∂t

(
− uξ(ξ, η) + uη(ξ, η)

)
=
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−uξξ(ξ, η)ξt − uξη(ξ, η)ηt + uηξ(ξ, η)ξt + uηη(ξ, η)ηt =

uξξ(ξ, η)− 2uξη(ξ, η) + uηη(ξ, η),

uxx(t, x) = ... = uξξ(ξ, η) + 2uξη(ξ, η) + uηη(ξ, η).

΄Αρα

utt(t, x)− uxx(t, x) = −4uξη(ξ, η)

συνεπώς η (4.2) παίρνει τη µορφή

(4.3) uξη(ξ, η) = 0.

Ολοκληρώνοντας δυο ϕορές παίρνουµε τη γενική λύση της εξίσωσης (4.3):

u(ξ, η) = F (ξ) + Φ(η),

όπου F και Φ αυθαίρετες δυο ϕορές παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Συνεπώς η

γενική λύση της εξίσωσης (4.1) είναι

u(t, x) = F (x− t) + Φ(x+ t).

΄Εστω τώρα οι v και w λύσεις της (4.1), δηλαδή

vtt − vxx = f και wtt − wxx = f,

τότε η ũ ≡ v − w είναι λύση της εξίσωσης (2.2), πράγµατι

ũtt − ũxx = vtt − vxx − (wtt − wxx) = f − f = 0.

΄Αρα αν ϐρήκαµε κάποια (µερική) λύση της (4.1) π.χ. την w τότε οποιαδήποτε

άλλη λύση v της (4.1) δίνεται από τον τύπο

v = w + ũ.

Τουτ΄ έστιν ισχύει το εξής

γενική λύση της (4.1)=

µερική λύση της (4.1) + γενική λύση της (4.2).

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι η

u0(t, x) =
1

2

∫ t

0

(∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
dτ

είναι µερική λύση της (4.1). Πράγµατι ϑεωρούµε το ολοκλήρωµα∫ t

0
G(t, x, τ)dτ, όπου G(t, x, τ) =

1

2

∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ.

Προφανώς

∂

∂t

(∫ t

0
G(t, x, τ)dτ

)
=

lim∆t→0
1

∆t

[ ∫ t+∆t

0
G(t+ ∆t, x, τ)dτ −

∫ t

0
G(t, x, τ)dτ

]
=

lim∆t→0
1

∆t

[ ∫ t+∆t

t
G(t+∆t, x, τ)dτ+

∫ t

0

(
G(t+∆t, x, τ)−G(t, x, τ)

)
dτ
]

=

lim∆t→0

[
G(t+ ∆t, x, τ∗) +

1

∆t

∫ t

0

(
G(t+ ∆t, x, τ)−G(t, x, τ)

)
dτ
]

=
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G(t, x, t) +

∫ t

0
Gt(t, x, τ)dτ =

∫ t

0
Gt(t, x, τ)dτ,

όπου τ∗ ∈ [t, t+ ∆t]. Εδώ αφαιρέσαµε και προσθέσαµε το ολοκλήρωµα∫ t

0
G(t+ ∆t, x, τ)dτ

και µετά χρησιµοποιήσαµε το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής για τα ολοκληρώ-

µατα. Θα υπολογίσουµε τώρα την παράγωγο Gt, έχουµε

Gt(t, x, τ) =
∂

∂t

1

2

(∫ x+t−τ

0
f(τ, ζ)dζ +

∫ 0

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
=

1

2

[
f(τ, x+ t− τ) + f(τ, x− t+ τ

]
.

Συνεπώς έχουµε

u0t(t, x) =
1

2

∫ t

0

[
f(τ, x+ t− τ) + f(τ, x− t+ τ)

]
dτ,

u0tt(t, x) = f(t, x) +
1

2

∫ t

0

[
fx+t−τ (τ, x+ t− τ)− fx−t+τ (τ, x− t+ τ)

]
dτ.

Παροµοίως

u0x(t, x) =
1

2

∫ t

0

[
f(τ, x+ t− τ)− f(τ, x− t+ τ)

]
dτ.

u0xx(t, x) =
1

2

∫ t

0

[
fx+t−τ (τ, x+ t− τ)− fx−t+τ (τ, x− t+ τ)

]
dτ.

∆ηλαδή u0tt − u0xx = 0.
Συνοψίζοντας έχουµε ότι η γενική λύση της (4.1) δίνεται από τον τύπο

u(t, x) = F (x− t) + Φ(x+ t) +
1

2

∫ t

0

(∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
dτ.

Πρόβληµα Cauchy. Να ϐρεθεί στον R2
η λύση της εξίσωσης (4.1) η οποία

ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες

(4.4) u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| < +∞,

όπου φ και ψ δοσµένες οµαλές συναρτήσεις.

Πρώτα ϑα ασχοληθούµε µε το πρόβληµα Cauchy (4.2), (4.4). Η γενική

λύση της εξίσωσης (4.2) είναι

u(t, x) = F (x− t) + Φ(x+ t)

µε αυθαίρετες (οµαλές) F και Φ. Πρέπει να προσδιορίσουµε τις F και Φ
χρησιµοποιώντας τις συνθήκες (4.4). ΄Εχουµε

u(0, x) = F (x) + Φ(x) = φ(x),

ut(0, x) = −F ′(x) + Φ′(x) = ψ(x).
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Ολοκληρώνοντας τη δεύτερη ισότητα παίρνουµε

−F (x) + Φ(x) + C =

∫ x

x0

ψ(ζ)dζ,

µε C αυθαίρετη σταθερά. Τώρα χρησιµοποιώντας την πρώτη ισότητα καταλή-

γουµε στο

Φ(x) =
1

2
φ(x) +

1

2

∫ x

x0

ψ(ζ)dζ − 1

2
C

και

F (x) =
1

2
φ(x)− 1

2

∫ x

x0

ψ(ζ)dζ +
1

2
C

Συνεπώς

Φ(x+ t) =
1

2
φ(x+ t) +

1

2

∫ x+t

x0

ψ(ζ)dζ − 1

2
C

F (x− t) =
1

2
φ(x− t)− 1

2

∫ x−t

x0

ψ(ζ)dζ +
1

2
C

και η λύση του προβλήµατος (4.2), (4.4) δίνεται από τον τύπο

u(t, x) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ

ο τύπος αυτός ονοµάζεται τύπος d′Alembert.
Παράδειγµα 4.1 Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

utt − uxx = 0 στον R2

u(0, x) = sin x, ut(0, x) = x για |x| <∞.
Λύση: ΄Εχουµε φ(x) = sin x, ψ(x) = x άρα

u(t, x) =
sin(x+ t) + sin(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ζdζ = sin x cos t+ xt.

Περνάµε τώρα στην γενική περίπτωση, ϑεωρούµε το πρόβληµα Cauchy
(4.1), (4.4). Κατ αρχάς παρατηρούµε ότι για την

u0(t, x) =
1

2

∫ t

0

(∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
dτ

έχουµε

u0(0, x) = 0,

επίσης

u0t(0, x) = 0,

διότι

u0t(t, x) =
1

2

∫ t

0

[
f(τ, x+ t− τ) + f(τ, x− t+ τ)

]
dτ.

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος Cauchy (4.1), (4.4) δίνεται από τον τύπο

u(t, x) =
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(4.5)
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ +

1

2

∫ t

0

(∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
dτ

Παράδειγµα 4.2 Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

utt − uxx = 1 στον R2

u(0, x) = sin 2x, ut(0, x) = 0 για |x| <∞.
Λύση. ΄Εχουµε φ(x) = sin 2x, ψ(x) = 0, f(t, x) = 1 άρα

u(t, x) =
sin(2(x+ t)) + sin(2(x− t))

2
+

1

2

∫ t

0
2(t− τ)dτ =

sin 2x cos 2t+
t2

2
.

Παρατήρηση. Για να είναι η λύση του προβλήµατος (4.1), (4.4) δυο ϕορές

συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση (u(t, x) ∈ C2
) πρέπει φ(x) ∈ C2

, ψ(x) ∈
C1

, f(t, x) ∈ C1
.

Η µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος Cauchy προκύπτει άµεσα ά-

πο τον τρόπο κατασκευής της λύσης µέσω της γενικής λύσης της εξίσωσης.

Πράγµατι έστω υπάρχουν δυο λύσεις u(t, x) και v(t, x):

utt − uxx = f(t, x), u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), |x| <∞,
vtt − vxx = f(t, x), v(0, x) = φ(x), vt(0, x) = ψ(x), |x| <∞.

Θεωρούµε τη διαφορά w ≡ u− v. Προφανώς

wtt − wxx = 0

και

w(0, x) = wt(0, x) = 0 |x| <∞.
Η γενική λύση της εξίσωσης είναι F (x− t) + Φ(x+ t) και επαληθεύοντας τις

µηδενικές αρχικές συνθήκες καταλήγουµε στο ότι F ≡ Φ ≡ 0 άρα w ≡ 0 άρα

u ≡ v.

Ας επιστρέψουµε τωρα στο προβληµα (4.2), (4.4). Είναι προφανές οτι αν οι

αρχικές συνθήκες είναι µήδεν, τότε και η λύση είναι µηδεν για κάθε t. ΄Εστω

τώρα a > 0 και

φ(x) =

{
> 0, στο (a, b)
0, στο R \ (a, b),

και

ψ(x) =

{
> 0, στο (a, b)
0, στο R \ (a, b),

.

Ας πάρουµε ένα σηµείο (t0 6= 0, x0), για να απλοποιήσουµε τους υπολογι-

σµούς ας πάρουµε x0 = 0, έχουµε

u(t0, 0) =
φ(t0) + φ(−t0)

2
+

1

2

∫ t0

−t0
ψ(ζ)dζ.

Αν ο χρόνος |t0| < a, τότε u(t0, 0) = 0 δηλαδή u(t, 0) = 0 ∀t ∈ (−a, a). Μόνο

όταν ο χρόνος ϑα ϕτάσει στο a (−a) η λύση ϑα ¨νιώσει¨ την διαταραχη που είχε
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γίνει στην αρχική στιγµή t = 0. Αυτό το ϕαινόµενο ονοµάζεται πεπερασµένη

ταχύτητα διάδοσης των διαταραχών.

Παράδειγµα 4.3. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµα-

τος Cauchy:
utt − uxx = 0 στον R2

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) ≡ 0 για x ∈ [−1, 1] και φ(x) > 0 για x ∈ R \ [−1, 1],
ψ(x) ≡ 0 για x ∈ [0, 1] και ψ(x) > 0 για x ∈ R \ [0, 1].

Προσδιορίστε το χωρίο όπου ισχύει u(t, x) ≡ 0.
Λύση. ΄Εχουµε

u(t, x) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ

Για να ισχύει u(t, x) = 0 πρέπει φ(x+ t) = 0, φ(x− t) = 0 και ψ(ζ) = 0. ΄Αρα

x+ t ∈ [−1, 1], x− t ∈ [−1, 1]

και

x+ t ∈ [0, 1], x− t ∈ [0, 1].

Συνεπώς

0 ≤ x+ t ≤ 1, 0 ≤ x− t ≤ 1

δηλαδή ϱόµβος µε κορυφές στα σηµεία (0,0), (1,0), (1/2,1/2), (1/2, -1/2).

Παράδειγµα 4.4. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµα-

τος Cauchy:
utt − uxx = 0 στον R2

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) > 0 για x ∈ (−1, 0) και φ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (−1, 0),
ψ(x) > 0 για x ∈ (1, 2) και ψ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (1, 2).

Προσδιορίστε το χωρίο όπου ισχύει u(t, x) > 0.
Λύση. ΄Εχουµε

u(t, x) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ

Αφού οι φ και ψ είναι µη αρνητικές για να ισχύει u(t, x) > 0 σε ένα σηµείο

(t, x) αρκεί στο σηµείο αυτο να ισχύει ενα απο τα παρακάτω

φ(x+ t) > 0 ή φ(x− t) > 0

ή στο διάστηµα (x− t, x+ t) η ψ να έιναι κάπου ϑετική, δηλαδή

x+ t ∈ (−1, 0) ή x+ t ∈ (−1, 0)

ή

(x− t, x+ t) ∩ (1, 2) 6= ∅.
Συνεπώς το Ϲητούµενο χωρίο είναι το

−1 < x− t < 0 ∪ −1 < x+ t < 0 ∪ 1 < x− t < 2 ∪ 1 < x+ t < 2∪
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{(t, x) : x− t < 1, x+ t > 2} ∪ {(t, x) : x+ t < 1, x− t > 2}.

Ασκήσεις.

1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

utt − uxx = t+ x στον R2

u(0, x) = x3, ut(0, x) = sin 2x για |x| <∞.

2. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµατος Cauchy:
utt − uxx = 0 στον R2

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (0, 1) και φ(x) > 0 για x ∈ (0, 1),
ψ(x) ≡ 0 στον x ∈ R.

Προσδιορίστε το χωρίο όπου ισχύει u(t, x) > 0.

3. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµατος Cauchy:
utt − uxx = 0 στον R2

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) ≡ 0 στον x ∈ R,

ψ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (−1, 0) και ψ(x) > 0 για x ∈ (−1, 0).
Προσδιορίστε το χωρίο όπου ισχύει u(t, x) ≡ 0.

4. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµατος Cauchy:
utt − uxx = 0 στον R2

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (0, 1) και φ(x) < 0 για x ∈ (0, 1),
ψ(x) ≡ 0 στον x ∈ R \ (2, 3) και ψ(x) < 0 για x ∈ (2, 3),

Προσδιορίστε το χωρίο όπου ισχύει u(t, x) < 0.

5. Κυµατική Εξίσωση στο ηµιεπίπεδο x ≥ 0

Θα ξεκινήσουµε µε δυο Λήµµατα.

Λήµµα. α.) Αν στο πρόβληµα Cauchy (4.2), (4.4) οι συναρτήσεις φ(x) και

ψ(x) είναι περιττές ως προς το σηµείο x = x0,τότε

u(t, x0) = 0 για |t| <∞,
ϐ.) αν στο πρόβληµα (4.2), (4.4) οι συναρτήσεις φ(x) και ψ(x) είναι άρτιες ως

προς το σηµείο x = x0, τότε

ux(t, x0) = 0 για |t| <∞
Απόδειξη. α.) ΄Εχουµε

φ(x0 + x) = −φ(x0 − x), ψ(x0 + x) = −ψ(x0 − x).
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Προφανώς

φ(x0 + t) + φ(x0 − t) = 0

και ∫ x0+t

x0−t
ψ(ζ)dζ = 0,

άρα από τον τύπο D′Alembert συµπεραίνουµε ότι u(t, x0) = 0 για κάθε t.

ϐ.) ΄Εχουµε

φ(x0 + x) = φ(x0 − x), ψ(x0 + x) = ψ(x0 − x), φ′(x0 + x) = −φ′(x0 − x).

Από τον τύπο D′Alembert

ux(t, x0) =
φ′(x0 + t) + φ′(x0 − t)

2
+
ψ(x0 + t)− ψ(x0 − t)

2
= 0.

Πρόβληµα Ι. Να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης (4.2) στο χωρίο

{(t, x) : |t| <∞, x > 0}
η οποία ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για x > 0

και µια από τις συνοριακές συνθήκες

a.) u(t, 0) = µ(t) για |t| <∞
ή

b.) ux(t, 0) = ν(t) για |t| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ ∈ C2([0,+∞)), ψ ∈ C1([0,+∞)), µ ∈ C2((−∞,+∞)).
Αναζητάµε λύση δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη στο [0,+∞)× (−∞,+∞).
Συνεπώς πρέπει να επαληθεύονται οι συνθήκες συµβατότητας

µ(0) = φ(0), µ′(0) = ψ(0), µ′′(0) = φ′′(0),

για την περίπτωση α.) και

ν(0) = φ′(0), ν ′(0) = ψ′(0),

για την περίπτωση ϐ.).

Θεωρούµε το Πρόβληµα Ι, περίπτωση α.). Αναζητάµε την λύση σε µορφή

u = ũ+ v

όπου

ũ = µ(0) + µ′(0)(t− x) +
1

2
µ′′(0)(t− x)2.

Η συνάρτηση v ικανοποιεί την εξίσωση (4.2), πράγµατι

vtt − vxx = (u− ũ)tt − (u− ũ)xx = utt − uxx − µ′′(0) + µ′′(0) = 0.

Επίσης

v(0, x) = φ(x)− ũ(0, x) ≡ φ1(x),

vt(0, x) = ψ(x)− ũt(0, x) ≡ ψ1(x),

v(t, 0) = µ(t)− ũ(t, 0) ≡ µ1(t).
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Προφανώς φ1(0) = φ′′1(0) = ψ1(0) = µ1(0) = µ′1(0) = µ′′1(0) = 0. Ψάχνουµε

την συνάρτηση v σε µορφή

v = v1 + v2

έτσι ώστε οι v1 και v2 να ικανοποιούν την εξίσωση (4.2) (δηλαδή vitt − vixx =
0, i = 1, 2) και

v1(0, x) = φ1(x), v1t(0, x) = ψ1(x) για x ≥ 0, v1(t, 0) = 0 για |t| <∞,

v2(0, x) = 0, v2t(0, x) = 0 για x ≥ 0, v2(t, 0) = µ1(t) για |t| <∞.
Παίρνουµε τις περιττές επεκτάσεις των φ1 και ψ1 για x < 0, δηλαδή για x < 0
ορίζουµε

φ1(x) = −φ1(−x), ψ1(x) = −ψ1(−x).

Σύµφωνα µε το Λήµµα έχουµε

v1(t, x) =
φ1(x− t) + φ1(x+ t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ1(ζ)dζ.

Θεωρούµε τώρα τις συναρτήσεις

µ+
1 (t) =

{
µ1(t), t ≥ 0
0, t < 0,

µ−1 (t) =

{
0, t ≥ 0
µ1(t), t < 0.

΄Εχουµε

µ1(t) = µ+
1 (t) + µ−1 (t)

και µ+
1 (t), µ−1 (t) ∈ C2(|t| < ∞) (αφού µ1(0) = µ′1(0) = µ′′1(0) = 0). Προφα-

νώς

v2(t, x) = µ+
1 (t− x) + µ−1 (t+ x).

Πράγµατι, η v2 λύνει την (4.2) και

v2(0, x) = v2t(0, x) = 0 για x ≥ 0, v2(t, 0) = µ1(t) για |t| <∞.
Τελικά η λύση του Προβλήµατος Ι περίπτωση α.) δίνεται από τον τύπο

u(t, x) = ũ(t, x) + v1(t, x) + v2(t, x) =

µ(0) + µ′(0)(t− x) +
1

2
µ′′(0)(t− x)2 + µ+

1 (t− x) + µ−1 (t+ x)+

φ1(x− t) + φ1(x+ t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ1(ζ)dζ.

Παρατήρηση. Εδώ οι φ1 και ψ1 για αρνητικές τιµές της µεταβλητής ορί-

Ϲονται µέσω των σχέσεων φ1(ξ) = −φ1(−ξ), ψ1(ξ) = −ψ1(−ξ) (ξ < 0).

Παράδειγµα 5.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 0 στο (|t| <∞)× (0 < x <∞)

u(0, x) = x4, ut(0, x) = sinx για x > 0

u(t, 0) = t3 για |t| <∞.
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Λύση. Εδώ προφανώς ũ ≡ 0. Σύµφωνα µε τον τύπο έχουµε

u(t, x) = µ+(t− x) + µ−(t+ x) +
φ(x− t) + φ(x+ t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ,

΄Οπου

φ(x) =

{
x4, x ≥ 0
−x4, x < 0,

, ψ(x) = sinx,

άρα

φ(x−t) =

{
(x− t)4, x− t ≥ 0
−(x− t)4, x− t < 0,

, φ(x+t) =

{
(x+ t)4, x+ t ≥ 0
−(x+ t)4, x+ t < 0,

µ+(t−x) =

{
(t− x)3, t− x ≥ 0
0, t− x < 0,

, µ−(t+x) =

{
0, t+ x ≥ 0
(t+ x)3, t+ x < 0.

Συνεπώς

u(t, x) = (t− x)3 + 4tx(x2 + t2) +
cos(x− t)− cos(x+ t)

2
στο Ω1,

u(t, x) =
(x− t)4 + (x+ t)4

2
+
cos(x− t)− cos(x+ t)

2
στο Ω2,

u(t, x) = (t+ x)3 − 4tx(x2 + t2) +
cos(x− t)− cos(x+ t)

2
στο Ω3,

όπου

Ω1 = {(t, x) : x ≥ 0, t+ x ≥ 0, t− x ≥ 0},
Ω2 = {(t, x) : x ≥ 0, t+ x ≥ 0, t− x ≤ 0},
Ω3 = {(t, x) : x ≥ 0, t+ x ≤ 0, t− x ≤ 0}.

Περνάµε τώρα στην περίπτωση ϐ.) του Προβλήµατος Ι. Υποθέτουµε ότι

φ ∈ C2([0,+∞)), ψ ∈ C1([0,+∞)), ν ∈ C1((−∞,+∞)) και

ν(0) = φ′(0), ν ′(0) = ψ′(0).

Αναζητάµε την λύση σε µορφή

u = ũ1 + v

όπου

ũ1 = ν(0)(x− t) +
1

2
ν ′(0)(x+ t)2.

Η συνάρτηση v ικανοποιεί την εξίσωση (4.2). Πράγµατι

vtt − vxx = (u− ũ)tt − (u− ũ)xx = utt − uxx − ν ′(0) + ν ′(0) = 0.

Επίσης

v(0, x) = φ(x)− ũ1(0, x) ≡ φ1(x),

vt(0, x) = ψ(x)− ũ1t(0, x) ≡ ψ1(x),

vx(t, 0) = ν(t)− ũ1(t, 0) ≡ ν1(t).

Προφανώς φ′1(0) = ν1(0) = ν ′1(0) = ψ′1(0) = 0. Ψάχνουµε την συνάρτηση v
σε µορφή

v = v1 + v2,
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΄Οπου οι v1 και v2 ικανοποιούν την εξίσωση (4.2) και

v1(0, x) = φ1(x), v1t(0, x) = ψ1(x), για x ≥ 0 v1x(t, 0) = 0 για |t| <∞,

v2(0, x) = 0, v2t(0, x) = 0, για x ≥ 0, v2x(t, 0) = ν1(t) για |t| <∞.
Θεωρούµε τις άρτιες επεκτάσεις των φ1 και ψ1 για x < 0, δηλαδη για x < 0
ορίζουµε

φ1(x) = φ1(−x), ψ1(x) = ψ1(−x).

Λόγω του Λήµµατος έχουµε

v1(t, x) =
φ1(x− t) + φ1(x+ t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ1(ζ)dζ.

Θεωρούµε τώρα τις συναρτήσεις

ν+
1 (t) =

{
ν1(t), t ≥ 0
0, t < 0,

ν−1 (t) =

{
0, t ≥ 0
ν1(t), t < 0.

Προφανώς εχουµε

ν1(t) = ν+
1 (t) + ν−1 (t)

και ν+
1 (t), ν−1 (t) ∈ C1(|t| <∞). ∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι

v2(t, x) = −
∫ t−x

−∞
ν+

1 (ζ)dζ −
∫ +∞

t+x
ν−1 (ζ)dζ.

Πράγµατι

v2tt − v2xx = 0

διότι

v2t = −ν+
1 (t− x) + ν−1 (t+ x),

v2tt = −ν+′

1 (t− x) + ν−
′

1 (t+ x),

v2x = ν+
1 (t− x) + ν−1 (t+ x),

v2xx = −ν+′

1 (t− x) + ν−
′

1 (t+ x).

Επίσης

v2(0, x) = −
∫ −x
−∞

ν+
1 (ζ)dζ −

∫ +∞

x
ν−1 (ζ)dζ = 0 για x ≥ 0,

v2t(0, x) = −ν+
1 (−x) + ν−1 (+x) = 0 για x ≥ 0,

και

v2x(t, 0) = ν+
1 (t) + ν−1 (t) = ν1(t) για |t| <∞.

Συνεπώς λύση του Προβλήµατος Ι περίπτωση ϐ.) δίνεται από τον τύπο

u(t, x) = ũ1(t, x) + v1(t, x) + v2(t, x) =

ν(0)(x− t) +
1

2
ν ′′(0)(x+ t)2 +

φ1(x− t) + φ1(x+ t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ1(ζ)dζ−
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−
∫ t−x

−∞
ν+

1 (ζ)dζ −
∫ +∞

t+x
ν−1 (ζ)dζ.

Παρατήρηση. Εδώ οι φ1 και ψ1 για αρνητικές τιµές της µεταβλητής ορί-

Ϲονται µέσω των σχέσεων φ1(ξ) = φ1(−ξ), ψ1(ξ) = ψ1(−ξ) (ξ < 0).

Παράδειγµα 5.2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 0 στο (|t| <∞)× (0 < x <∞)

u(0, x) = x3, ut(0, x) = cosx για x > 0

ux(t, 0) = t2 για |t| <∞.
Λύση. Εδώ προφανώς ũ1 ≡ 0. ΄Εχουµε

φ1(x) = φ(x) = |x|3, ψ1(x) = ψ(x) = cosx,

άρα

u(t, x) =
|x− t|3 + |x+ t|3

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
cos(ζ)dζ−

−
∫ t−x

−∞
ν+

1 (ζ)dζ −
∫ +∞

t+x
ν−1 (ζ)dζ.

όπου

ν+(ζ) =

{
ζ2, ζ ≥ 0
0, ζ < 0,

, ν−(ζ) =

{
0, ζ ≥ 0
ζ3, ζ < 0.

΄Εχουµε

−
∫ t−x

−∞
ν+(ζ)dζ =

{
− (t−x)3

3 , t− x ≥ 0
0, t− x < 0,

,

−
∫ +∞

t+x
ν−(ζ)dζ =

{
0, t+ x ≥ 0
(t+x)3

3 , t+ x < 0.

΄Αρα η λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) =
(x+ t)3 − (x− t)3

2
+ sin t cos x− (t− x)3

3
στο Ω1,

u(t, x) =
(x+ t)3 + (x− t)3

2
+ sin t cos x στο Ω2,

u(t, x) =
−(x+ t)3 + (x− t)3

2
+ sin t cos x− (t+ x)3

3
στο Ω3,

όπου

Ω1 = {(t, x) : x ≥ 0, t+ x ≥ 0, t− x ≥ 0},
Ω2 = {(t, x) : x ≥ 0, t+ x ≥ 0, t− x ≤ 0},
Ω3 = {(t, x) : x ≥ 0, t+ x ≤ 0, t− x ≤ 0}.

Ασκήσεις.

1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 0 στο (|t| <∞)× (0 < x <∞)

u(0, x) = 0, ut(0, x) = x2
για x > 0
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u(t, 0) = 2t3 για |t| <∞.
2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 0 στο (|t| <∞)× (0 < x <∞)

u(0, x) = cos x, ut(0, x) = x3
για x > 0

ux(t, 0) = t2/2 για |t| <∞.

6. Σειρές Fourier

΄Ενα σύστηµα συναρτήσεων {ψm} ή {ψm}∞m=0

ψ0, ψ1, ψ2, ..., ψm, ...

ονοµάζεται ορθοκανονικό στο διάστηµα (a, b) αν∫ b

a
ψm(x)ψn(x)dx =

{
1, m = n
0, m 6= n

΄Εστω ότι η συνάρτηση f(x) είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη στο (a, b), δηλα-
δή ∫ b

a
f2(x)dx < +∞.

Οι αριθµοί

ck =

∫ b

a
f(x)ψk(x)dx, k = 0, 1, 2, ...

ονοµάζονται συντελεστές Fourier της f(x) ως προς το σύστηµα {ψk}.
Ανισότητα Bessel: Ισχύει η εξής ανισότητα

∞∑
k=0

c2
k ≤

∫ b

a
f2(x)dx.

Απόδειξη. Λόγω της ορθοκανονικότητας του συστήµατος {ψk}, για κάθε

ϕυσικό N έχουµε∫ b

a

( N∑
k=0

ckψk

)2
dx =

N∑
k=0

(∫ b

a
c2
kψ

2
kdx
)

=

N∑
k=0

c2
k.

Συνεπώς

0 ≤
∫ b

a

[
f(x)−

N∑
k=0

ckψk

]2
dx =

∫ b

a
f2(x)dx− 2

∫ b

a
f(x)

N∑
k=0

ckψk(x)dx+

∫ b

a

( N∑
k=0

ckψk

)2
dx =

∫ b

a
f2(x)dx− 2

N∑
k=0

ck

∫ b

a
f(x)ψk(x)dx+

N∑
k=0

c2
k =
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a
f2(x)dx−

N∑
k=0

c2
k.

΄Αρα

N∑
k=0

c2
k ≤

∫ b

a
f2(x)dx

και (N → +∞)
∞∑
k=0

c2
k ≤

∫ b

a
f2(x)dx.

Πόρισµα. Απο την ανισότητα Bessel προκύπτει ότι

ck → 0 k → +∞.

Ορισµός.Η σειρά

∞∑
k=0

ckψk(x)

ονοµάζεται σειρά Fourier της συνάρτησης f(x) ως προς το σύστηµα {ψk}.

΄Εστω τώρα έχουµε ένα ορθογώνιο σύστηµα {φk} στο (a, b), δηλαδή∫ b

a
φm(x)φn(x)dx =

{
6= 0, m = n
0, m 6= n

Το σύστηµα {ψk} µε

ψk =
φk
‖φk‖

όπου ‖φk‖ =
(∫ b

a
φ2
k(x)dx

)1/2

ϑα είναι ορθοκανονικό. Πράγµατι∫ b

a
ψm(x)ψn(x)dx =

1

‖φm‖‖φn‖

∫ b

a
φm(x)φn(x)dx =

{
1, m = n
0, m 6= n

Προφανώς

∞∑
k=0

ckψk =
∞∑
k=0

ck
‖φk‖

φk =
∞∑
k=0

c̃kφk

µε ck- συντελεστες Fourier ως προς το σύστηµα {ψk} και c̃k = ck‖φk‖−1
-

συντελεστές Fourier ως προς το σύστηµα {φk}. Για τα c̃k έχουµε

(6.1) c̃k =
ck
‖φk‖

=

∫ b
a fψk dx

‖φk‖
=

∫ b
a fφk dx

‖φk‖2
.

Η ανισότητα Bessel για ορθογώνιο σύστηµα {φk} παίρνει τη µορφή:

∞∑
k=0

c̃2
k‖φk‖2 ≤ ‖f‖2.
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∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσει κανείς ότι το σύστηµα

{φk} : 1, cos
kπ

l
x, sin

kπ

l
x, k = 1, 2, ...

(‖φ0‖ =
√

2l, ‖φk‖ =
√
l, k = 1, 2, ...) είναι ορθογώνιο στο (−l, l), ενώ το

σύστηµα

{ψk} :
1√
2l
,

1√
l
cos

kπ

l
x,

1√
l
sin

kπ

l
x, k = 1, 2, ...

είναι ορθοκανονικό στο (−l, l).
Θεωρούµε τους συντελεστές Fourier της συνάρτησης f(x) ως προς το σύ-

στηµα {φk} (ϐλ. (6.1) ):

ak =
1

l

∫ l

−l
f(x) cos

kπ

l
xdx, bk =

1

l

∫ l

−l
f(x) sin

kπ

l
xdx, k = 0, 1, 2, ...

Η σειρά Fourier:

(6.2)
a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak cos

kπ

l
x+ bk sin

kπ

l
x
)

ονοµάζεται τριγωνοµετρική σειρά της f(x).
Για τους συντελεστές της τριγωνοµετρικής σειράς η ανισότητα Bessel γρά-

ϕεται ως εξής :

a2
0

2
+
∞∑
k=1

(
a2
k + b2k

)
≤ 1

l

∫ l

−l
f2(x) dx.

΄Εστω f(x) µια συνάρτηση ορισµένη στο [−l, l]. Προφανώς η f(x) µπορεί

να επεκταθεί περιοδικά στον R µε περίοδο 2l. Το ερώτηµα είναι πότε ισχύει

η ισότητα

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak cos

kπ

l
x+ bk sin

kπ

l
x
)
.

Θεώρηµα(χωρίς απόδειξη). Αν η f(x) είναι συνεχής περιοδική συνάρτηση

µε περίοδο 2l και η f ′(x) είναι τµηµατικά συνεχής, τότε η τριγωνοµετρική

σειρά της f(x) συγκλίνει οµοιόµορφα, απόλυτα και ισχύει

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

(
ak cos

kπ

l
x+ bk sin

kπ

l
x
)
.

Παρατηρήση. Προφανώς η τριγωνοµετρική σειρά ϑα προκύψει και αν ϑα

ϑεωρήσουµε την σειρά Fourier ως προς το σύστηµα {ψk}:

ā0

2
√
l

+
∞∑
k=1

(
āk

1√
l
cos

kπ

l
x+ b̄k

1√
l
sin

kπ

l
x
)
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όπου

āk =
1√
l

∫ l

−l
f(x) cos

kπ

l
xdx, b̄k =

1√
l

∫ l

−l
f(x) sin

kπ

l
xdx, k = 0, 1, 2, ...

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι αν η f(x) είναι περιττή ως προς το

σηµείο x = 0, τότε ak = 0 για κάθε k.
Πράγµατι, το ολοκλήρωµα από −l εως l µιας περιττής ως προς το x = 0

συνάρτησης είναι µηδέν. Το cos kπl x είναι άρτια ως προς το x = 0 συνάρτηση.

Το Ϲητούµενο προκύπτει απο το γεγονός ότι γινόµενο άρτιας (cos) και περιττής
(f ) συνάρτησης είναι περιττή συνάρτηση.

Ασκήσεις.

1. Αποδείξτε ότι αν η f(x) είναι άρτια ως προς το σηµείο x = 0, τότε στη

σειρά (6.2) bk = 0 για κάθε k.

7. Μέθοδος Fourier.

Πρόβληµα Cauchy − Dirichlet για την κυµατική εξίσωση: Να ϐρεθεί η

λύση της εξίσωσης

utt − uxx = f(t, x) στο QT = {(t, x) : |t| <∞, 0 < x < l}
η οποία ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για 0 < x < l

και τις συνοριακές συνθήκες

u(t, 0) = µ1(t), u(t, l) = µ2(t) για |t| <∞.
Υποθέτουµε ότι

f(t, x) ∈ C1((−T, T )× [0, l]) ∀T > 0, φ(x) ∈ C2([0, l]), ψ(x) ∈ C1([0, l])

και

φ(0) = µ1(0), ψ(0) = µ′1(0), φ(l) = µ2(0), ψ(l) = µ′2(0).

Χωρίς να ϐλάψουµε την γενικότητα µπορούµε να πάρουµε

µ1(t) ≡ µ2(t) ≡ 0.

Πράγµατι, ϑεωρούµε την συνάρτηση

v(t, x) = u(t, x)−
(
1− x

l

)
µ1(t)− x

l
µ2(t).

Προφανώς

vtt − vxx = f1(t, x) ≡ f(t, x)−
(
1− x

l

)
µ′′1(t)− x

l
µ′′2(t)

και

v(t, 0) = v(t, l) = 0 ∀t,
επίσης

v(0, x) = φ1(x) ≡ φ(x)−
(
1− x

l

)
µ1(0)− x

l
µ2(0),
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vt(0, x) = ψ1(x) ≡ ψ(x)−
(
1− x

l

)
µ′1(0)− x

l
µ′2(0),

φ1(0) = φ1(l) = 0, ψ1(0) = ψ1(l) = 0.

Αρα χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε το πρόβληµα

(7.1) utt − uxx = f(t, x) στο QT

(7.2) u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για 0 < x < l

(7.3) u(t, 0) = u(t, l) = 0 για |t| <∞
µε

φ(0) = φ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0.

Πρώτα ϑα εξετάσουµε την περίπτωση f(t, x) ≡ 0:

(7.4) utt − uxx = 0 στο QT

Ψάχνουµε λύση της µορφής

T (t)X(x) 6≡ 0.

Αντικαθιστούµε στην εξίσωση (7.4) και παίρνουµε

T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
για κάθε t και x

συνεπώς

T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

όπου λ σταθερά. ΄Αρα

(7.5) X ′′(x) + λX(x) = 0, X(0) = X(l) = 0

(7.6) T ′′(t) + λT (t) = 0.

Αν λ ≤ 0, τότε X(x) ≡ 0. Πράγµατι, για λ < 0 η γενική λύση της εξίσωσης

είναι

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx,

και για λ = 0 η γενική λύση είναι

X(x) = C1x+ C2.

Και στις δυο περιπτώσεις οι συνθήκες X(0) = X(l) = 0 µας δίνουν C1 =
C2 = 0. Τωρα για λ > 0 η γενική λύση της εξίσωσης είναι

X(x) = C1 sin
√
λx+ C2 cos

√
λx,

από τις συνθήκες X(0) = X(l) = 0 προκύπτει ότι

C2 = 0, C1 sin
√
λl = 0

άρα

√
λl = πk (αφού ϑέλουµε X(x) 6≡ 0). Συνεπώς για

λk =
(kπ
l

)2
, k = 1, 2, ...
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υπάρχει µη τετριµµένη λύση του προβλήµατος (7.5):

Xk(x) = sin
kπ

l
x.

Προφανώς για λ = λk η (7.6) µας δίνει

Tk(t) = Ak cos
kπ

l
t+Bk sin

kπ

l
t,

όπου Ak, Bk αυθαίρετες σταθερές. Συνεπώς οι συναρτήσεις

Tk(t)Xk(x) =
(
Ak cos

kπ

l
t+Bk sin

kπ

l
t
)
sin

kπ

l
x, k = 1, 2, ...

λύνουν την εξίσωση (7.4) και επαληθεύουν τις συνθήκες (7.3). Το ίδιο και η

σειρά

∞∑
k=1

Tk(t)Xk(x),

εφ΄ όσον συγκλίνει µαζί µε τις δεύτερες παραγώγους (αν την παραγωγίζουµε

όρο προς όρο). Πρέπει τώρα να ικανοποιήσουµε τις αρχικές συνθήκες (7.2).

Επεκτείνουµε τις συναρτήσεις φ(x) και ψ(x) περιττά στο (−l, 0) και µετά πε-

ϱιοδικά µε περίοδο 2l στον R. Τις γράφουµε σε µορφή σειράς Fourier:

φ(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x,

ψ(x) =
∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x,

όπου (αφου φ και ψ περιττές ως προς x = 0)

ak =
1

l

∫ l

−l
φ(x) sin

kπ

l
xdx =

2

l

∫ l

0
φ(x) sin

kπ

l
xdx,

bk =
1

l

∫ l

−l
ψ(x) sin

kπ

l
xdx =

2

l

∫ l

0
ψ(x) sin

kπ

l
xdx.

Θεωρούµε την συνάρτηση

u(t, x) =

∞∑
k=1

Tk(t)Xk(x) =

∞∑
k=1

Tk(t) sin
kπ

l
x.

΄Εχουµε ότι αν η σειρά αυτή συγκλίνει όπως επίσης και οι σειρές που προκύ-

πτουν αν την παραγωγίσουµε δυο ϕορές όρο προς όρο ως προς t ή ως προς x,
τότε η u(t, x) επαλήθεύει την εξίσωση (7.4) και τις συνοριακές συνθήκες (7.3).

Για να επαληθεύει και τις αρχικές συνθήκες (7.2) επιλέγουµε τις σταθερές Ak
και Bk µε τον ακόλουθο τρόπο. Για την επιλογή των Ak έχουµε

u(0, x) =

∞∑
k=1

Tk(0) sin
kπ

l
x =

∞∑
k=1

Ak sin
kπ

l
x,
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από την άλλη ϑέλουµε

u(0, x) = φ(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

Ak = ak.

Για την επιλογή των Bk έχουµε

ut(0, x) =
∞∑
k=1

T ′k(0) sin
kπ

l
x =

∞∑
k=1

kπ

l
Bk sin

kπ

l
x,

από την άλλη ϑέλουµε

ut(0, x) = ψ(x) =
∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

Bk =
l

kπ
bk.

΄Ετσι καταλήγουµε στο συµπέρασµα (υπό την προϋπόθεση σύγκλισης των σει-

ϱών) ότι η λύση του προβλήµατος (7.4), (7.2), (7.3) δίνεται από τον τύπο

(7.7) u(t, x) =

∞∑
k=1

[ak cos
kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t]sin

kπ

l
x.

Πρέπει τώρα να αποδείξουµε ότι η σειρά (7.7) και οι ακόλουθες σειρές (7.81)−
(7.84) συγκλίνουν.

(7.81) ut =
∞∑
k=1

[
− kπ

l
ak sin

kπ

l
t+ bk cos

kπ

l
t
]
sin

kπ

l
x,

(7.82) ux =

∞∑
k=1

[
ak cos

kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t
]kπ
l
cos

kπ

l
x,

(7.83) utt =

∞∑
k=1

−k
2π2

l2
[ak cos

kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t]sin

kπ

l
x,

(7.84) uxx =
∞∑
k=1

−k
2π2

l2
[ak cos

kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t]sin

kπ

l
x.

Για να απλοποιήσουµε τα πράγµατα ϑα αποδείξουµε την σύγκλιση υπο πιο

ισχυρούς περιορισµούς για τις αρχικές συνθήκες. Ας υποθέσουµε ότι φ(x) ∈
C3([0, l]), ψ(x) ∈ C2([0, l]). ΄Εχουµε

|u| ≤
∞∑
k=1

|ak|+
l

π

∞∑
k=1

|bk|
1

k
,
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|ut|, |ux| ≤
π

l

∞∑
k=1

|ak|k +
∞∑
k=1

|bk|,

|utt| = |uxx| ≤
π2

l2

∞∑
k=1

|ak|k2 +
π

l

∞∑
k=1

|bk|k,

άρα εαν οι σειρές

(7.9)
∞∑
k=1

k2|ak| και

∞∑
k=1

k|bk|

συγκλίνουν, τότε και οι (7.7), (7.8) συγκλίνουν. Θα αποδείξουµε ότι οι (7.9)

συγκλίνουν. ΄Εχουµε ότι

ak =
2

l

∫ l

0
φ(x) sin

kπ

l
xdx,

bk =
2

l

∫ l

0
ψ(x) sin

kπ

l
xdx.

µε παραγοντική ολοκλήρωση παίρνουµε

ak = − 2

πk

∫ l

0
φ(x) d cos

kπ

l
x =

2

πk

∫ l

0
φ′(x) cos

kπ

l
xdx = ... = − 2l2

π3k3

∫ l

0
φ′′′(x) cos

kπ

l
xdx,

παροµοίως

bk =
2

l

∫ l

0
ψ(x) sin

kπ

l
x dx = ... = − 2l

π2k2

∫ l

0
ψ′′(x) sin

kπ

l
xdx.

Αν συµβολίσουµε

γk =
2

l

∫ l

0
φ′′′(x) cos

kπ

l
xdx,

δk =
2

l

∫ l

0
ψ′′(x) sin

kπ

l
xdx

(γk και δk - συντελεστές Fourier των φ′′′ και ψ′′ αντιστοίχως) τότε, λόγω της

ανισότητας Bessel, οι σειρές
∞∑
k=1

γ2
k και

∞∑
k=1

δ2
k συγκλίνουν.

Από τις ανισότητες

k2|ak| =
l3

π3

1

k
|γk| ≤

l3

2π3

( 1

k2
+ γ2

k

)
,

k|bk| =
l2

π2

1

k
|δk| ≤

l2

2π2

( 1

k2
+ δ2

k

)
έπεται ότι οι σειρές (7.9) και συνεπώς οι (7.7) και (7.8) συγκλίνουν.
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Παράδειγµα 7.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 0 στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}
u(0, x) = sin x+ sin 4x, ut(0, x) = sin x+ sin 2x,

u(t, 0) = u(t, π) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε

φ(x) = sin x+ sin 4x,

ψ(x) = sin x+ sin 2x.

Συνεπώς a1 = 1, a4 = 1, ai = 0 για i 6= 1, 4 b1 = b2 = 1, bj = 0 για j > 2.
Αρα η λύση είναι

u(t, x) = (cos t+ sin t)sin x+
1

2
sin 2t sin 2x+ cos 4tsin 4x.

Θεωρούµε τώρα την µη οµογενή περίπτωση (7.1)-(7.3). Ψάχνουµε τη λύση

σε µορφή σειράς Fourier (τριγωνοµετρική σειρά)

(7.10) u(t, x) =

∞∑
k=1

uk(t)sin
kπ

l
x.

Γράφουµε την f(t, x) σε µορφή

(7.11) f(t, x) =

∞∑
k=1

fk(t)sin
kπ

l
x

όπου

fk(t) =
2

l

∫ l

0
f(t, x) sin

kπ

l
x dx.

Παρατήρηση. Η ισότητα (7.11) ισχύει µόνο για x ∈ (0, l).
΄Εστω ότι η σειρά (7.10) είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη όρο προς όρο ως

προς t και ως προς x (δηλαδή οι σειρές που προκύπτουν από την παραγώγι-

ση συγκλίνουν οµοιόµορφα). Προφανώς η u(t, x) ικανοποιεί τις συνοριακές

συνθήκες. Αντικαθιστώντας την (7.10) στην εξίσωση (7.1) και λαµβάνοντας υπ΄

οψιν την (7.11) έχουµε

∞∑
k=1

(
u′′k(t) +

k2π2

l2
uk(t)

)
sin

kπ

l
x =

∞∑
k=1

fk(t)sin
kπ

l
x

ή

(7.12) u′′k(t) +
k2π2

l2
uk(t) = fk(t).

Λόγω αρχικών συνθηκών επιπλέον έχουµε

u(0, x) =
∞∑
k=1

uk(0)sin
kπ

l
x = φ(x) =

∞∑
k=1

aksin
kπ

l
x,

ut(0, x) =
∞∑
k=1

u′k(0)sin
kπ

l
x = ψ(x) =

∞∑
k=1

bksin
kπ

l
x,
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δηλαδή

(7.13) uk(0) = ak, u′k(0) = bk.

Η γενική λύση της εξίσωσης (7.12) είναι

(7.14) uk(t) = C1kcos
kπ

l
t+ C2ksin

kπ

l
t+

l

kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ)dτ,

k = 1, 2, ... . Για να επαληθεύει η uk(t) τις συνθήκες (7.13), πρέπει

C1k = ak, C2k =
l

kπ
bk.

Πράγµατι άπο (7.14), (7.13) έχουµε

uk(0) = C1k = ak, u′k(0) =
kπ

l
C2k = bk.

΄Αρα η λύση του προβλήµατος (7.12), (7.13) δίνεται άπο τον τύπο

uk(t) = akcos
kπ

l
t+

l

kπ
bksin

kπ

l
t+

l

kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ) dτ,

k = 1, 2, .... και η λύση του προβλήµατος Cauchy−Dirichlet για την εξίσωση

(7.1) είναι η εξής

u(t, x) =
∞∑
k=1

[
akcos

kπ

l
t+

l

kπ
bksin

kπ

l
t
]
sin

kπ

l
x+

(7.15)
∞∑
k=1

[ l
kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ) dτ

]
sin

kπ

l
x

υπό την προϋπόθεση οτι και η δεύτερη σειρά στην σχέση (7.15) συγκλίνει

(όπως επίσης και οι σειρές που προκύπτουν αν ϑα παραγωγίσουµε την δεύτερη

σειρά όρο προς όρο δυο ϕορές ως προς x ή ως προς t). Η απόδειξη της

σύγκλισης είναι παρόµοια µε αυτήν των σειρών (7.7), (7.8).

Παρατήρηση. Επειδή είναι δύσκολο να ϑυµάται κανείς τον τύπο (7.15)

καλύτερα να ϑυµάστε την διαδικασία η οποία µας οδήγησε σε αυτόν.

Παράδειγµα 7.2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = sin x, (t, x) ∈ (−∞,∞)× (0, π),

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ∈ (−∞,∞),

u(0, x) = sin x, ut(0, x) = sin 3x, x ∈ (0, π).

Λύση. Αντικαθιστόντας την σειρα

u =
∞∑
k=1

uk(t)sin kx

στην εξίσωση για uk(t) έχουµε

u′′1 + u1 = 1, u1(0) = 1, u′1(0) = 0,

u′′3 + 9u3 = 0, u3(0) = 0, u′3(0) = 1,
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u′′k + k2uk = 0, uk(0) = 0, u′k(0) = 0, k 6= 1, 2.

΄Αρα

u1(t) ≡ 1, u3(t) =
1

3
sin3t, uk(t) ≡ 0 k 6= 1, 2

και

u(t, x) = sin x+
1

3
sin 3t sin3x.

Προφανώς το ίδιο αποτέλεσµα ϑα έχουµε αν ϑα αντικαταστήσουµε στην

σειρά (4.15) a1 = 1, ak = 0 για k > 1, b3 = 1, bk = 0 για k 6= 3, f1 = 1,
fk = 0 για k > 1.

Παράδειγµα 7.3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 1 στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}

u(t, 0) = u(t, π) = 0, u(0, x) = ut(0, x) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε φ(x) ≡ ψ(x) ≡ 0, άρα ak = bk = 0 ∀k και (από τον τύπο

4.15)

u(t, x) =
∞∑
k=1

[1

k

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ) dτ

]
sin

kπ

l
x.

Αφού f(t, x) ≡ 1, έχουµε

fk(t) =
2

π

∫ π

0
sin kx dx =

2

kπ
[1− cos kπ] =

{
0, αν ο k − άρτιος

4
kπ , αν ο k − περιττός,

Συνεπώς η λύση είναι

u(t, x) =

∞∑
k=1(k−περιττά)

4

πk2

∫ t

0
sin k(t− τ) dτ sin kx =

4

π

∞∑
m=0

1− cos(2m+ 1)t

(2m+ 1)3
sin(2m+ 1)x.

΄Η αλλιώς αντικαθιστούµε την σειρά

u =
∞∑
k=1

uk(t)sin kx

στην εξίσωση, για uk(t) έχουµε

u′′k + k2uk = 0, uk(0) = 0, u′k(0) = 0, k = 2m, m = 1, 2, ...,

u′′k + k2uk =
4

kπ
, uk(0) = 0, u′k(0) = 0, k = 2m+ 1, m = 1, 2, ... .

Συνεπώς

uk ≡ 0, k = 2m, m = 1, 2, ...,

uk =
4

πk3
(1− cos kt), k = 2m+ 1, m = 1, 2, ... ,
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΄Αρα

u(t, x) =
4

π

∞∑
m=0

1− cos(2m+ 1)t

(2m+ 1)3
sin(2m+ 1)x.

Παράδειγµα 7.4. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = sin x+ 2, (t, x) ∈ (−∞, infty)× (0, π),

u(t, 0) = u(t, π) = t2, t ∈ (−∞,∞),

u(0, x) = sinx, ut(0, x) = sin 3x, x ∈ (0, π).

Λύση. Εφόσον οι συνοριακές συνθήκες δεν είναι µηδενικές, ϑεωρούµε τη

συνάρτηση

v = u−
(
1− x

π

)
t2 − x

π
t2 = u− t2 (u = v + t2).

΄Εχουµε

vtt − vxx = sin x, (t, x) ∈ (−∞,∞)× (0, π),

v(t, 0) = v(t, π) = 0, t ∈ (−∞,∞),

v(0, x) = sinx, vt(0, x) = sin 3x, x ∈ (0, π).

΄Αρα (ϐλ. Παράδειγµα 7.2)

v(t, x) = sin x+
1

3
sin 3t sin3x

και

u(t, x) = sin x+
1

3
sin 3t sin3x+ t2.

Θα αποδείξουµε τωρα ότι η λύση του προβλήµατος (7.1) - (7.3) είναι µονα-

δική. ΄Εστω υπάρχουν δυο λύσεις u(t, x) και v(t, x):

utt − uxx = f(t, x) στο QT ,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), u(t, 0) = u(t, l) = 0,

vtt − vxx = f(t, x) στο QT ,

v(0, x) = φ(x), vt(0, x) = ψ(x), v(t, 0) = v(t, l) = 0.

Θεωρούµε τη διαφορά w = u− v. Προφανώς

wtt − wxx = 0 στο QT ,

w(0, x) = wt(0, x) = w(t, 0) = w(t, l) = 0.

Για την

E(t) ≡ 1

2

∫ l

0

(
w2
t + w2

x

)
dx

έχουµε

dE(t)

dt
=

∫ l

0

(
wtwtt + wxwxt

)
dx =∫ l

0
wtwtt dx+ wxwt

∣∣∣x=l

x=0
−
∫ l

0
wtwxx dx =

∫ l

0
wt(wtt − wxx)dx = 0.
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Προφανώς E(0) = 0, άρα E(t) = 0 (αφού και E′(t) = 0), τουτ έστιν

wt(t, x) = wx(t, x) = 0.

Συνεπώς w(t, x) = σταθερά και επειδή w(0, x) = 0 έχουµε w = 0 δηλαδή

u = v.

Ασκήσεις.

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Fourier προσδιορίστε τη λύση των ακόλου-

ϑων προβληµάτων.

1.

utt − uxx = 2
(
1− 2x

π

)
για |t| <∞, 0 < x < π,

u(t, 0) = u(t, π) = t2 για |t| <∞,
u(0, x) = sin x, ut(0, x) = sin x για 0 < x < π.

2.

utt − uxx = 2
x

π
για |t| <∞, 0 < x < π,

u(t, 0) = 0, u(t, π) = t2 για |t| <∞,
u(0, x) = sin 2x, ut(0, x) = sin 3x για 0 < x < π.

3.

utt − uxx = 0 για |t| <∞, 0 < x < π

u(t, 0) = u(t, π) = 0, |t| <∞,
u(0, x) = sin x+ sin 2x ut(0, x) = sin 2x+ sin 3x, 0 < x < π.

4.

utt − uxx = 2 sin x+ sin 2x+ sin 3x για |t| <∞, 0 < x < π}
u(t, 0) = u(t, π) = 0, |t| <∞,

u(0, x) = 0 ut(0, x) = 0 0 < x < π.

5.

utt − uxx =
1

2
sin x για |t| <∞, 0 < x < π

u(t, 0) = u(t, π) = 0, |t| <∞,
u(0, x) = sin x+ sin 2x ut(0, x) = sin 2x+ sin 3x, 0 < x < π.

8. Συνοριακές συνθήκες Neumann

Συνοπτικά ϑα εφαρµόσουµε την µέθοδο Fourier στην περίπτωση συνορια-

κών συνθηκών Neumann. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

utt − uxx = f(t, x) στο QT ,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για 0 < x < l,

ux(t, 0) = ν1(t), ux(t, l) = ν2(t) για |t| <∞
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µε

φ′(0) = ν1(0), ψ′(0) = ν ′1(0), φ′(l) = ν2(0), ψ′(l) = ν ′2(0).

Χωρίς να ϐλάψουµε την γενικότητα µπορούµε να πάρουµε

ν1(t) ≡ ν2(t) ≡ 0.

Πράγµατι, ϑεωρούµε την συνάρτηση

v(t, x) = u(t, x) +
l

2

(
1− x

l

)2
ν1(t)− x2

2l
ν2(t).

Προφανώς

vtt − vxx = f1(t, x) ≡

f(t, x) +
l

2

(
1− x

l

)2
ν ′′1 (t)− x2

2l
ν ′′2 (t)− 1

l
ν1(t) +

1

l
ν2(t)

και

vx(t, 0) = vx(t, l) = 0 ∀t,
επίσης

v(0, x) = φ1(x) ≡ φ(x) +
l

2

(
1− x

l

)2
ν1(0)− x2

2l
ν2(0),

vt(0, x) = ψ1(x) ≡ ψ(x) +
l

2

(
1− x

l

)2
ν ′1(0)− x2

2l
ν ′2(0),

φ1(0) = φ1(l) = 0, ψ1(0) = ψ1(l) = 0.

΄Αρα χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε το πρόβληµα

(8.1) utt − uxx = f(t, x) στο QT

(8.2) u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για 0 < x < l

(8.3) ux(t, 0) = ux(t, l) = 0 για |t| <∞
µε

φ(0) = φ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0.

Πρώτα ϑα εξετάσουµε την περίπτωση f(t, x) ≡ 0:

(8.4) utt − uxx = 0 στο QT

Ψάχνουµε λύση της µορφής

T (t)X(x) 6≡ 0.

Παροµοίως µε την προηγούµενη περίπτωση καταλήγουµε στις εξισώσεις

(8.5) X ′′(x) + λX(x) = 0, X ′(0) = X ′(l) = 0

και

(8.6) T ′′(t) + λT (t) = 0.

Για

λk =
(kπ
l

)2
, k = 0, 1, 2, ...



87

υπάρχει µη τετριµµένη λύση του προβλήµατος (8.5):

Xk(x) = cos
kπ

l
x.

Προφανώς για λ = λk η (8.6) µας δίνει

T0(t) = A0 +B0t αν k = 0

και

Tk(t) = Ak cos
kπ

l
t+Bk sin

kπ

l
t για k = 1, 2, ...,

όπου Ak, Bk αυθαίρετες σταθερές. Συνεπώς οι συναρτήσεις

T0(t) = A0 +B0t,

Tk(t)Xk(x) =
(
Ak cos

kπ

l
t+Bk sin

kπ

l
t
)
cos

kπ

l
x, k = 1, 2, ...

λύνουν την εξίσωση (8.4) και επαληθεύουν τις συνθήκες (8.3). Το ίδιο και η

σειρά
∞∑
k=0

Tk(t)Xk(x),

εφ΄ όσον συγκλίνει µαζί µε τις δεύτερες παραγώγους (αν την παραγωγίζουµε

όρο προς όρο). Πρέπει τώρα να ικανοποιήσουµε τις αρχικές συνθήκες (8.2).

Επεκτείνουµε τις συναρτήσεις φ(x) και ψ(x) άρτια στο (−l, 0) και µετά περιο-

δικά µε περίοδο 2l στον R. Τις γράφουµε σε µορφή σειράς Fourier:

φ(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos
kπ

l
x,

ψ(x) =
b0
2

+
∞∑
k=1

bk cos
kπ

l
x,

όπου

ak =
1

l

∫ l

−l
φ(x) cos

kπ

l
xdx =

2

l

∫ l

0
φ(x) cos

kπ

l
xdx,

bk =
1

l

∫ l

−l
ψ(x) cos

kπ

l
xdx =

2

l

∫ l

0
ψ(x) cos

kπ

l
xdx, k = 0, 1, 2, ....

Θεωρούµε την συνάρτηση

u(t, x) =
∞∑
k=0

Tk(t)Xk(x) =
∞∑
k=0

Tk(t) cos
kπ

l
x.

΄Εχουµε ότι αν η σειρά αυτή συγκλίνει όπως επίσης και οι σειρές που προκύ-

πτουν αν την παραγωγίσουµε δυο ϕορές όρο προς όρο ως προς t ή ως προς x,
τότε η u(t, x) επαλήθεύει την εξίσωση (8.4) και τις συνοριακές συνθήκες (8.3).

Για να επαληθεύει και τις αρχικές συνθήκες (8.2) επιλέγουµε τις σταθερές Ak
και Bk µε τον ακόλουθο τρόπο. Για την επιλογή των Ak έχουµε

u(0, x) =

∞∑
k=0

Tk(0) cos
kπ

l
x =

∞∑
k=0

Ak cos
kπ

l
x,
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από την άλλη ϑέλουµε

u(0, x) = φ(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

A0 =
a0

2
και Ak = ak για k > 1.

Για την επιλογή των Bk έχουµε

ut(0, x) =

∞∑
k=0

T ′k(0) cos
kπ

l
x = B0 +

∞∑
k=1

kπ

l
Bk cos

kπ

l
x,

από την άλλη ϑέλουµε

ut(0, x) = ψ(x) =
b0
2

+
∞∑
k=1

bk cos
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

B0 =
b0
2
, Bk =

l

kπ
bk για k = 1, 2, ....

΄Ετσι καταλήγουµε στο συµπέρασµα (υπό την προϋπόθεση σύγκλισης των σει-

ϱών) ότι η λύση του προβλήµατος (8.4), (8.2), (8.3) δίνεται από τον τύπο

(8.7) u(t, x) =
a0 + b0t

2
+

∞∑
k=1

[ak cos
kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t]cos

kπ

l
x.

Παράδειγµα 8.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 0 στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}

u(0, x) = cos x, ut(0, x) = cos 2x,

ux(0, x) = ux(t, π) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε

φ(x) = cos x =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos kx,

ψ(x) = cos 2x =
b0
2

+
∞∑
k=1

bk cos kx,

άρα a1 = 1, ai = 0 για i 6= 1, b2 = 1, bj = 0 για j 6= 2. Συνεπώς η συνάρτηση

u(t, x) = cos t cos x+
1

2
sin 2t cos 2x

είναι λύση του προβλήµατος.

Θεωρούµε τώρα την µη οµογενή περίπτωση (8.1) - (8.3).
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Ψάχνουµε τη λύση σε µορφή σειράς Fourier (τριγωνοµετρική σειρά)

(8.8) u(t, x) =
∞∑
k=0

uk(t)cos
kπ

l
x.

Γράφουµε την f(t, x) σε µορφή

(8.9) f(t, x) =
∞∑
k=0

fk(t)cos
kπ

l
x

όπου

f0(t) =
1

l

∫ l

0
f(t, x)dx, fk(t) =

2

l

∫ l

0
f(t, x) cos

kπ

l
x dx για k = 1, 2, ....

΄Εστω ότι η σειρά (8.8) είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη όρο προς όρο ως

προς t και ως προς x (δηλαδή οι σειρές που προκύπτουν από την παραγώγι-

ση συγκλίνουν οµοιόµορφα). Προφανώς η u(t, x) ικανοποιεί τις συνοριακές

συνθήκες. Αντικαθιστώντας την (8.8) στην εξίσωση (8.1) και λαµβάνοντας υπ΄

οψιν την (8.9) έχουµε

∞∑
k=0

(
u′′k(t) +

k2π2

l2
uk(t)

)
cos

kπ

l
x =

∞∑
k=0

fk(t)cos
kπ

l
x

ή

(8.10) u′′k(t) +
k2π2

l2
uk(t) = fk(t).

Λόγω αρχικών συνθηκών επιπλέον έχουµε

u(0, x) =

∞∑
k=0

uk(0)cos
kπ

l
x = φ(x) =

a0

2
+

∞∑
k=1

akcos
kπ

l
x,

ut(0, x) =

∞∑
k=0

u′k(0)cos
kπ

l
x = ψ(x) =

b0
2

+

∞∑
k=1

bkcos
kπ

l
x,

δηλαδή

(8.11) u0(0) =
a0

2
, u′0(0) =

b0
2
, uk(0) = ak, u′k(0) = bk για k = 1, 2, ....

Η γενική λύση της εξίσωσης (8.10) είναι

u0(t) = C10 + C20t+

∫ t

0

∫ τ

0
f0(ξ)dξdτ,

(8.12)

uk(t) = C1kcos
kπ

l
t+C2ksin

kπ

l
t+

l

kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ)dτ, k = 1, 2, ...

Για να επαληθεύει η uk(t) τις συνθήκες (8.11), πρέπει

C10 =
a0

2
, C20 =

b0
2
, C1k = ak, C2k =

l

kπ
bk για k = 1, 2, ....
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Πράγµατι άπο (8.11), (8.12) έχουµε

uk(0) = C1k = ak, u′k(0) =
kπ

l
C2k = bk.

Αρα η λύση του προβλήµατος (8.10), (8.11) δίνεται άπο τον τύπο

u0(t) =
a0 + b0t

2
+

∫ t

0

∫ τ

0
f0(ξ)dξdτ,

uk(t) = akcos
kπ

l
t+

l

kπ
bksin

kπ

l
t+

l

kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t−τ) dτ, k = 1, 2, ...

και η λύση του προβλήµατος Cauchy−Neumann για την εξίσωση (8.1) είναι

η εξής

u(t, x) =
a0 + b0t

2
+
∞∑
k=1

[
akcos

kπ

l
t+

l

kπ
bksin

kπ

l
t
]
cos

kπ

l
x+

(8.13).

∫ t

0

∫ τ

0
f0(ξ)dξdτ +

∞∑
k=1

[ l
kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ) dτ

]
cos

kπ

l
x

Παράδειγµα 8.2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = cos x στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}
ux(t, 0) = ux(t, π) = 0,

u(0, x) = 3 cos 3x, ut(0, x) = cos 2x.

Λύση. ΄Εχουµε f1 = 1, a3 = 3, b2 = 1 τα υπόλοιπα µηδέν, άρα (ϐλ. (8.13))

u(t, x) =
1

2
sin 2tcos 2x+ 3cos 3t cos3x+ (1− cos t)cos x.

΄Η αλλιώς

u′′1(t) + u1(t) = 1, u1(0) = 0, u′1(0) = 0

u′′2(t) + 4u2(t) = 0, u2(0) = 0, u′2(0) = 1

u′′3(t) + 9u3(t) = 0, u3(0) = 3, u′3(0) = 0

και

u′′k(t) + uk(t) = 0, uk(0) = 0, u′k(0) = 0 k 6= 1, 2, 3.

Προφανώς

u1 = 1− cos t, u2 =
1

2
sin 2t, u3 = 3cos 3t, uk ≡ 0 k 6= 1, 2, 3.

συνεπώς

u(t, x) =
1

2
sin 2tcos 2x+ 3cos 3t cos3x+ (1− cos t)cos x.

Παράδειγµα 8.3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = cos x+ 2x− π στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}
ux(t, 0) = ux(t, π) = t2,

u(0, x) = 3cos3x, ut(0, x) = cos2x.
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Λύση. Αφού οι συνοριακές συνθήκες δεν είναι µηδέν εισάγουµε την συνάρ-

τηση

v = u+
π

2

(
1− x

π

)2
t2 − x2

2π
t2

η οποία επαλήθεύει την εξίσωση

vtt − vxx = cos x

και τις συνθήκες

u(0, x) = 3cos3x, ut(0, x) = cos2x, ux(t, 0) = ux(t, π) = 0,

άρα (ϐλ. Παράδειγµα 8.2)

v =
1

2
sin 2tcos 2x+ 3cos 3t cos3x+ (1− cos t)cos x,

και

u =
1

2
sin 2tcos 2x+ 3cos 3t cos3x+ (1− cos t)cos x+

(
x− π

2

)
t2.

Παράδειγµα 8.4. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 1 στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}
u(0, x) = 2, ut(0, x) = 1/2,

ux(0, x) = ux(t, π) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε φ(x) ≡ 2 = a0/2, ψ(x) ≡ 1/2 = b0/2,

f0 =
1

π

∫ π

0
dx = 1

άρα

u(t, x) =
4 + t

2
+

∫ t

0

∫ τ

0
1dξ dτ =

t2 + t+ 4

2
.

Η απόδειξη της µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατοςCauchy−Neumann
είναι ίδια µε αυτή του προβλήµατος Cauchy −Dirichlet.

Παρατήρηση. Παροµοίως αντιµετωπίζεται και η γενική περίπτωση συνο-

ϱιακών συνθηκών

α1ux(t, 0) + α2u(t, 0) = ν1(t), β1ux(t, l) + β2u(t, l) = ν2(t),

α2
1 + α2

2 6= 0, β2
1 + β2

2 6= 0.

Ασκήσεις.

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Fourier προσδιορίστε τη λύση των ακόλου-

ϑων προβληµάτων.

1.

utt − uxx = 0 για |t| <∞, 0 < x < π,

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0 για |t| <∞,
u(0, x) = cos x+ cos 3x, ut(0, x) = 2 cos 2x+ cos 4x για 0 < x < π.
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2.

utt − uxx = cos x+ cos 2x+ cos 3x για |t| <∞, 0 < x < π,

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0 για |t| <∞,
u(0, x) = cos x, ut(0, x) = 0 για 0 < x < π.

3.

utt − uxx =
(
x− π

2

)
cos t για |t| <∞, 0 < x < π

ux(t, 0) = ux(t, π) = 1− cos t, |t| <∞,
u(0, x) = ut(0, x) = 0, 0 < x < π.

9. Εξίσωση Θερµότητας

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy − Dirichlet: να ϐρεθεί η λύση της

εξίσωσης ϑερµότητας

(9.1) ut − uxx = f(t, x) για t > 0, 0 < x < l

η οποία επαληθεύει την αρχική συνθήκη

(9.2) u(0, x) = φ(x), 0 < x < l,

και τις συνοριακές συνθήκες

(9.3) u(t, 0) = u(t, l) = 0, t > 0.

Εδώ όπως και στην προηγούµενη περίπτωση ϑεωρούµε µηδενικές συνοριακες

συνθήκες χωρίς να ϐλάψουµε την γενικότητα. Θα εφαρµόσουµε την µέθοδο

Fourier. Ψάχνουµε τη λύση σε µορφή

(9.4) u(t, x) =

∞∑
k=1

uk(t) sin
kπ

l
x.

Υποθέτουµε ότι η σειρά (9.4) συγκλίνει οµοιόµορφα όπως επίσης και οι σειρές

που προκύπτουν αν παραγωγίσουµε την (9.4) όρο προς όρο δυο ϕορές ως προς

x ή ως προς t. Προφανώς

u(t, 0) = u(t, l) = 0.

Γράφοντας το δεύτερο µέρος της εξίσωσης (9.1) σε µορφή

f(t, x) =
∞∑
k=1

fk(t) sin
kπ

l
x, fk(t) =

2

l

∫ l

0
f(t, x)sin

kπ

l
x dx

και αντικαθιστώντας την (9.4) στην (9.1) παίρνουµε

∞∑
k=1

(
u′k(t) +

k2π2

l2
uk(t)

)
sin

kπ

l
x =

∞∑
k=1

fk(t) sin
kπ

l
x.

΄Αρα ϑέλουµε να ισχύει

(9.5) u′k(t) +
k2π2

l2
uk(t) = fk(t), k = 1, 2, ...
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Επίσης έχουµε

φ(x) =
∞∑
k=1

aksin
kπ

l
x, ak =

2

l

∫ l

0
φ(x)sin

kπ

l
x dx,

άρα για να επαληθεύεται η αρχική συνθήκη (9.2) πρέπει να ισχύει

(9.6) uk(0) = ak, k = 1, 2, ...

Πράγµατι

u(0, x) =
∞∑
k=1

uk(0) sin
kπ

l
x = φ(x) =

∞∑
k=1

aksin
kπ

l
x.

΄Εστω f(t, x) ≡ 0, τότε

(9.7) u′k(t) +
k2π2

l2
uk(t) = 0, k = 1, 2, ...

και η λύση του προβλήµατος (9.7), (9.6) είναι

uk(t) = ake
− k

2π2

l2
t.

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος (9.1) - (9.3) για f(t, x) ≡ 0 δίνεται από τον

τύπο

(9.8) u(t, x) =

∞∑
k=1

ake
− k

2π2

l2
tsin

kπ

l
x,

υπό την προϋπόθεση ότι η σειρά συγκλίνει µαζί µε τις παραγώγους δεύτερης

τάξης ως προς x και πρώτης ως προς t. Προφανώς∣∣ake− k2π2l2
tsin

kπ

l
x
∣∣ ≤ ∣∣ake− k2π2l2

t∣∣ ≤ 1

2
a2
k +

1

2
e−2 k

2π2

l2
t.

Για τυχαίο t0 > 0 ϑα συµβολίσουµε µε β τον αριθµό 2π
2

l2
t0. ΄Εχουµε ότι∣∣ake− k2π2l2

t0sin
kπ

l
x
∣∣ ≤ 1

2
a2
k +

1

2
e−βk

2
.

Συνεπώς η σύγκλιση της σειράς (9.8) προκύπτει απο την σύγκλιση της

∞∑
k=1

e−βk
2
.

Η τελευταία προφανώς συγκλίνει αφού β > 0 (εφαρµόστε το κριτήριοD′Alembert).
Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύεται και η σύγκλίση των υπολοίπων σειρών.

Παράδειγµα 9.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = 0 για t > 0, 0 < x < π

u(0, x) = sin x, u(t, 0) = u(t, π) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε a1 = 1, ak = 0 για k > 1, συνεπώς απο (9.8)

u(t, x) = e−tsin x.
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΄Η αλλιώς απο (9.5), (9,6)

u′1 + u1 = 0, u1(0) = 1 ⇒ u1 = e−t,

και

u′k + k2uk = 0, uk(0) = 0 ⇒ u1 ≡ 0.

΄Εστω τώρα f(t, x) 6≡ 0. Η γενική λύση της (9.5) είναι

uk(t) = Cke
− k

2π2

l2
t + e−

k2π2

l2
t
∫ t

0
fk(τ)e

k2π2

l2
τdτ,

και την αυθαίρετη σταθερά Ck την προσδιορίζουµε άπο την (9.6): uk(0) =
Ck = ak. Συνεπώς η λύση του προβλήµατος (9.1) - (9.3) δίνεται από τον τύπο

(9.9)

u(t, x) =
∞∑
k=1

ake
− k

2π2

l2
tsin

kπ

l
x+

∞∑
k=1

e−
k2π2

l2
t
∫ t

0
fk(τ)e

k2π2

l2
τdτsin

kπ

l
x

(πάντα υπό την προϋπόθεση ότι η σειρά συγκλίνει µαζί µε τις παραγώγους

δεύτερης τάξης ως προς x και πρώτης ως προς t).

Παράδειγµα 9.2 Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = sin 2x+ 1− x

π
για t > 0, 0 < x < π

u(t, 0) = t, u(t, π) = 0,

u(0, x) = sin x.

Λύση. Για την

v(t, x) = u(t, x)−
(
1− x

π

)
t

έχουµε

vt − vxx = sin 2x για t > 0, 0 < x < π

v(t, 0) = v(t, π) = 0,

v(0, x) = sin x.

Λύνουµε αυτό το πρόβληµα. ΄Εχουµε a1 = 1, ak = 0 για k > 1, επίσης f1 = 0,
f2 = 1 και fk = 0 για k > 2. ΄Αρα έχουµε για την v1:

v′1(t) + v1(t) = 0, v1(0) = 1,

για την v2:

v′2(t) + 4v2(t) = 1, v2(0) = 0,

για τις vk, k > 2:
v′k(t) + k2vk(t) = 0, vk(0) = 0.

Συνεπώς

v1(t) = e−t, v2(t) =
1

4

(
1− e−4t

)
, vk(t) ≡ 0 για k > 2.

Η λύση του προβλήµατος (για την v) είναι

v(t, x) = e−tsin x+
1

4

(
1− e−4t

)
sin 2x,
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και η λύση του αρχικού προβλήµατος

u(t, x) = e−tsin x+
1

4

(
1− e−4t

)
sin 2x+

(
1− x

π

)
t.

Παράδειγµα 9.3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = t, για t > 0, 0 < x < π

u(0, x) = sin x, u(t, 0) = u(t, π) = 0.

Λύση. Προφανώς a1 = 1, ak = 0 για k > 1 και

fk(t) =
2

π

∫ π

0
t sin kx dx = t

2

kπ
[1− cos kπ] =

{
0, αν ο k − άρτιος

4
kπ t, αν ο k − περιττός,

΄Εχουµε για την u1:

u′1(t) + u1(t) =
4t

π
, u1(0) = 1,

για τις uk µε k = 3, 5, 7...:

u′k(t) + k2uk(t) =
4t

kπ
, uk(0) = 0,

για τις uk µε k = 2, 4, 6, ...:

u′k(t) + k2uk(t) = 0, uk(0) = 0.

Συνεπώς

u1(t) = e−t +
4

π
(t− 1 + e−t),

uk(t) =
4

k3π

(
t− 1

k2
+

1

k2
e−k

2t
)
, για k = 3, 5, 7, ...,

uk(t) = 0 για k = 2, 4, 6, ....

΄Αρα λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) =(
e−t +

4

π

(
t− 1 + e−t

))
sin x+

∞∑
k=3(k−περιττά)

4

k5π

(
k2t− 1 + e−k

2t
)
sin kx =

(
e−t+

4

π

(
t−1+e−t

))
sin x+

4

π

∞∑
m=1

(2m+ 1)2t− 1 + e−(2m+1)2t

(2m+ 1)5
sin(2m+1)x =

e−tsin x+
4

π

∞∑
m=0

(2m+ 1)2t− 1 + e−(2m+1)2t

(2m+ 1)5
sin(2m+ 1)x.

Θεωρούµε τώρα την εξίσωση (9.1) µε αρχική συνθήκη (9.2) και τις συνορια-

κές συνθήκες Neumann (ϑεωρούµε µηδενικές συνοριακες συνθήκες χωρίς να

ϐλάψουµε την γενικότητα)

(9.10) ux(t, 0) = ux(t, l) = 0, t > 0.
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Παροµοίως µε την κυµατική εξίσωση ακολουθούµε την εξής διαδικασία : ψά-

χνουµε τη λύση σε µορφή

(9.11) u(t, x) =
∞∑
k=0

uk(t) cos
kπ

l
x.

Υποθέτουµε ότι η σειρά (9.11) συγκλίνει οµοιόµορφα όπως επίσης και οι σειρές

που προκύπτουν αν παραγωγίσουµε την (9.11) όρο προς όρο δυο ϕορές ως

προς x ή µια ως προς t. Κάνουµε άρτια και έπειτα περιοδική επέκταση των f
και φ. Γράφοντας το δεύτερο µέρος της εξίσωσης (9.1) σε µορφή

f(t, x) =
∞∑
k=0

fk(t) cos
kπ

l
x,

f0(t) =
1

l

∫ l

0
f(t, x)dx fk(t) =

2

l

∫ l

0
f(t, x)cos

kπ

l
x dx k = 1, 2, ...

και αντικαθιστώντας την (9.9) στην (9.1) παίρνουµε

∞∑
k=0

(
u′k(t) +

k2π2

l2
uk(t)

)
cos

kπ

l
x =

∞∑
k=0

fk(t) cos
kπ

l
x.

΄Αρα προσδιορίζουµε τις uk(t) από την (9.5) (µε k = 0, 1, 2, ...), επίσης έχουµε

φ(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

akcos
kπ

l
x, ak =

2

l

∫ l

0
φ(x)cos

kπ

l
x dx, k = 0, 1, 2, ...

άρα για να επαληθεύεται η αρχική συνθήκη (9.2) πρέπει να ισχύει

u0(0) =
a0

2
, uk(0) = ak για k = 1, 2, ....

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος (9.1), (9.2), (9.10) δίνεται από τον τύπο

u(t, x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ake
− k

2π2

l2
tcos

kπ

l
x+

∫ t

0
f0(τ)dτ+

∞∑
k=1

e−
k2π2

l2
t
∫ t

0
fk(τ)e

k2π2

l2
τdτcos

kπ

l
x.

Παράδειγµα 9.4. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = cos 3x για t > 0, 0 < x < π

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0, u(0, x) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε ak = 0 ∀k, επίσης f3 = 1 και fk = 0 για k 6= 3. ΄Αρα έχουµε

για την u3:

u′3(t) + 9u3(t) = 1, u3(0) = 0,

και

u′k(t) + k2uk(t) = 0, uk(0) = 0,
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για k 6= 3. Συνεπώς

uk(t) ≡ 0 για k 6= 3, u3(t) =
1

9

(
1− e−9t

)
.

Η λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) =
1

9

(
1− e−9t

)
cos 3x.

Παράδειγµα 9.5. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = cos 3x+
t

π
− π

2

(
1− x

π

)2
ux(t, 0) = t, ux(t, π) = 0,

u(0, x) = 0.

Λύση. Για την

v(t, x) = u(t, x) +
π

2

(
1− x

π

)2
t

έχουµε

vt − vxx = cos 3x,

vx(0, x) = t, vx(t, π) = 0,

v(0, x) = 0.

Η λύση αυτού του προβλήηµατος είναι (ϐλ. παράδειγµα 9.4)

v(t, x) =
1

9

(
1− e−9t

)
cos 3x

άρα

u(t, x) =
1

9

(
1− e−9t

)
cos 3x− π

2

(
1− x

π

)2
t.

Θα αποδείξουµε τωρα ότι η λύση του προβλήµατος (9.1) - (9.3) είναι µονα-

δική. ΄Εστω υπάρχουν δυο λύσεις u(t, x) και v(t, x):

ut − uxx = f(t, x) στο QT ,

u(0, x) = φ(x), u(t, 0) = u(t, l) = 0,

vt − vxx = f(t, x) στο QT ,

v(0, x) = φ(x), v(t, 0) = v(t, l) = 0.

Θεωρούµε τη διαφορά w = u− v. Προφανώς

(9.12) wt − wxx = 0 στο QT ,

w(0, x) = w(t, 0) = w(t, l) = 0.

Πολλαπλασιάζουµε την (9.12) µε w και ολοκληρώνουµε ως προς x:

1

2

d

dt

∫ l

0
w2dx+

∫ l

0
w2
xdx = 0.

Ολοκληρώνουµε την σχέση αυτή ως προς t και έχουµε

1

2

∫ l

0
w2dx+

∫ t

0

∫ l

0
w2
xdx = 0,
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άρα w = 0 δηλαδή u = v.

Η απόδειξη της µοναδικότητας της λύθσης του του προβλήµατος (9.1),

(9.10), (9.3) είναι ίδια.

Ασκήσεις

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Fourier προσδιορίστε τη λύση των προβλη-

µάτων:

1.

ut − uxx = t2 sin x για t > 0, 0 < x < π,

u(t, 0) = u(t, π) = 0 για t > 0,

u(0, x) = sin 2x για 0 < x < π.

2.

ut − uxx = 2 sin x cos x για t > 0, 0 < x < π,

u(t, 0) = u(t, π) = 0 για t > 0,

u(0, x) = sin x+ sin 3x για 0 < x < π.

3.

ut − uxx =
t2

2
cos x για t > 0, 0 < x < π,

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0 για t > 0,

u(0, x) = cos x για 0 < x < π.

4.

ut − uxx = cos2 x− sin2 x+
x2

2π
− t

π
, για t > 0, 0 < x < π,

ux(t, 0) = 0, ux(t, π) = t για t > 0,

u(0, x) =
1

2
cos x για 0 < x < π.

10. Εξίσωση Laplace σε ένα ορθογώνιο

Για να απλοποιήσουµε τις πράξεις ϑα περιοριστούµε µε ορθογώνιο (0, π)×
(0, l) και ϑα µελετήσουµε το ακόλουθο πρόβληµα

(10.1) uxx + uyy = 0 στο (0, π)× (0, l),

(10.2) u(0, y) = u(π, y) = 0 για y ∈ [0, l],

(10.3) u(x, 0) = φ1(x), u(x, l) = φ2(x) για x ∈ [0, π].

Ψάχνουµε τη λύση της εξίσωσης (10.1) της µορφής

(10.4) u(x, y) = X(x)Y (y)

αντικαθιστώντας την (10.4) στην (10.1) παίρνουµε

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0,
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διαιρώντας δια XY έχουµε

(10.5)
X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ, λ ∈ R.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις συνθήκες (10.2) για την συνάρτηση X(x) προκύπτει

το εξής πρόβληµα

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (0, π), X(0) = X(π) = 0.

Μη τετριµµένες λύσεις υπάρχουν µόνο για λ = λk = k2
, k ∈ N και δίνονται

ως

X(x) = C sin kx, C − αυθαίρετη σταθερά.

Επίσης από την (10.5) έχουµε

Y ′′(y)− λkY (y) = 0 y ∈ [0, l],

προφανώς

Yk(y) = Ake
ky +Bke

−ky, Ak, Bk − αυθαίρετες σταθερές.

Συνεπώς οι συναρτήσεις

uk(x, y) = Xk(x)Yk(y) =
(
Ake

ky +Bke
−ky
)
sin kx

επαληθεύουν την εξίσωση (10.1) και τις συνθήκες (10.2). Το ίδιο και η σειρά

∞∑
k=1

uk(x, y)

υπό την προϋπόθεση ότι συγκλίνει και οι παράγωγοι όρο προς όρο πρώτης και

δεύτερης τάξης ως προς x και y επίσης συγκλίνουν. Για να ικανοποιήσουµε

τις συνθήκες (10.3) ϑα ακολουθήσουµε την γνωστή διαδικασία, γράφουµε

φ1(x) =
∞∑
k=1

ak sin kx, ak =
2

π

∫ π

0
φ1(x) sin kx,

και

φ2(x) =

∞∑
k=1

bk sin kx, bk =
2

π

∫ π

0
φ2(x) sin kx.

Θέλουµε να ισχύει το εξής

∞∑
k=1

uk(x, 0) =

∞∑
k=1

(Ak +Bk)sin kx =

∞∑
k=1

ak sin kx,

και
∞∑
k=1

uk(x, l) =
∞∑
k=1

(Ake
kl +Bke

−kl)sin kx =
∞∑
k=1

bk sin kx,

άρα πρέπει

Ak +Bk = ak, και Ake
kl +Bke

−kl = bk,

δηλαδή

Ak =
ak − eklbk
1− e2kl

, Bk =
bk − akekl

1− e2kl
ekl.
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Συνεπώς η λύση του προβλήµατος (10.1)-(10.3) δίνεται από τον τύπο

u(x, y) =
∞∑
k=1

(ak − eklbk
1− e2kl

eky +
bk − akekl

1− e2kl
ekle−ky

)
sin kx

(υπό την προϋπόθεση ότι η σειρά συγκλίνει µαζί µε τις παραγώγους δεύτερης

τάξης ως προς x και y).

Παράδειγµα 10.1 Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος (10.1)-(10.3) µε

l = π, φ1 ≡ 0 και φ2 = sin x.
Λύση. Προφανώς ak = 0 ∀k, b1 = 1 και bk = 0 για k ≥ 2 άρα

u(x, y) =
eπ
(
e−y − ey

)
1− e2π

sin x.

Θα αποδείξουµε τωρα την µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος (10.1)

- (10.3). Θα το κάνουµε στην περίπτωση ενός τυχαίου χωρίου και για µη

οµογενή εξίσωση. ΄Εστω u(x, y) είναι λύση της εξίσωσης

uxx + uyy = f(x, y) στο Ω ⊂ R2,

και v(x, y) λύση της ίδιας εξίσωσης

vxx + vyy = f(x, y) στο Ω.

Επίσης γνωρίζουµε ότι οι u και v επαληθεύουν την ίδια συνθήκη στο σύνορο

u
∣∣∣
∂Ω

= v
∣∣∣
∂Ω

= φ(x, y)
∣∣∣
∂Ω
.

Εδω f και φ δοσµένες οµαλές συναρτήσεις. Θα αποδείξουµε οτι u = v.
Θεωρούµε τη διαφορά w = u− v. Προφανώς

wxx + wxx = 0 στο στο Ω,

και

w = 0 στο ∂Ω.

Εισάγουµε την συνάρτηση wε = w + εex και έχουµε

(10.6) wεxx + wεyy = εex στο Ω

και

wε

∣∣∣
∂Ω

= εex
∣∣∣
∂Ω
.

Ας υποθέσουµε οτι η wε λαµβάνει το µέγιστό της σε ένα σηµείο (x0, y0) ∈
Ω \ ∂Ω, τότε

wεxx(x0, y0) + wεyy(x0, y0) ≤ 0,

απο τη άλλη (ϐλ. (10.6) )

wεxx(x0, y0) + wεyy(x0, y0) = εex0 > 0,

άτοπο. Συνεπώς η wε δεν µπορεί να λαµβάνει το µέγιστό της στα εσωτερικά

σηµεία του χωρίου Ω άρα το λαµβάνει στο σύνορο του χωρίου και ισχύει

wε ≤ max
∂Ω

εex ∀(x, y) ∈ Ω.



101

∆ηλαδή

w ≤ ε
(

max
∂Ω

ex − ex
)
∀(x, y) ∈ Ω.

Παροµοίως, για την w̃ε = w − εex έχουµε

(10.7) w̃εxx + w̃εyy = −εex στο Ω

και

w̃ε

∣∣∣
∂Ω

= −εex
∣∣∣
∂Ω
.

Ας υποθέσουµε οτι η w̃ε λαµβάνει το ελάχιστό της σε ένα σηµείο (x1, y1) ∈
Ω \ ∂Ω, τότε

w̃εxx(x1, y1) + w̃εyy(x1, y1) ≥ 0,

απο τη άλλη (ϐλ. (10.7) )

w̃εxx(x1, y1) + w̃εyy(x1, y1) = −εex1 < 0,

άτοπο. Συνεπώς η w̃ε δεν µπορεί να λαµβάνει το ελάχιστό της στα εσωτερικά

σηµεία του χωρίου Ω άρα το λαµβάνει στο σύνορο του χωρίου και ισχύει

w̃ε ≥ min
∂Ω

(−εex) ∀(x, y) ∈ Ω.

∆ηλαδή

w ≥ ε
(

min
∂Ω

(−ex) + ex
)
∀(x, y) ∈ Ω.

Συνεπώς

ε
(

min
∂Ω

(−ex) + ex
)
≤ w ≤ ε

(
max
∂Ω

ex − ex
)
∀(x, y) ∈ Ω,

περνώντας στο όριο καθώς ε→ 0 καταλήγουµε στην ανισότητα

0 ≤ w ≤ 0, ∀(x, y) ∈ Ω

δηλαδή w ≡ 0 και u ≡ v.

Ασκήσεις.

1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος (10.1)-(10.3) µε l = π,

φ1 = sin x+ 2 sin 2x, και φ2 = sin x.


