Zuvaptnowakn Avaivor), expvo §apnvo 2019-20.
"Evato QuAAGS10 AOKNGEGDV.

1. 'Eotw xopot Banach X ko Y.
(i) Av U eivar 10 60VOAO OA@V TRV QPAYHEVOV EVO-TIPOG-EVA TEAEOTWV TO ToV X €Il TOV
Y, anobei&te 0t 10 U givan avoktd vootvodo tov L(X,Y).
Ynédeién. Avo T € L(X,Y) eivan éva-npog-éva ko emi tov Y, tote T € L(Y, X).
Anodei&te oniav S € L(X,Y) ko ||S — T|| < 1/[|T 71|, tote 0 S eivan éva mpog évax ko
ent tov Y.
(ii) Av W eivon 1o alvoho OAwv TV ppaypevav teAeatav and tov X eni tov Y, amodeilte
ot 1o W eivan avoiktd vrmoovvoro tov L(X,Y).
Ynodeién. Eotw T € L(X,Y) dote o T va eivan enl tov Y. Yrapyet C > 0 dote y
kaOe y € Y va vmapyer x € X pe T'(z) = y ko ||z]| < C|ly||. Eotw S € L(X,Y) pe
1S —T| < &,k éotwr = C||S—T||.Méptey € Y. Tote vndpyerz1 € X pe T(x1) =y
Ka ||z1]] < Clly||. Anodeilte enaywyka 0Tt vGpXOLY T, GOTE Yl KABe n > 2 va eivan
T(zn) = (T — S)(wp—1) ke ||z,]] < Cr"Y|y||. Anodei&te dnit0 x = 7> x,, LMGpPYEL
otov X kot S(z) = y.

2. 'Eote onowodnrnote ovpnayég K C F. Amodei&te ot vnapyel KatdAAnAo m = (p;) € 1*°
MOTE Y1 TOV TOANXTAGGLAGTIKG TeEAeOTH M, : 12 — 12 vawoybet o(M,y,) = K.
Ynddeién. Ynapyel aplBunoipo mokvo vmootvoio tou K.

3. 'Eotw x@pog Banach X ko S, T € L(X).
(i) Av A € F'\ {0}, anodeilte 6Tt A € o(ST') av kot povo av A € o(T'S).
Yréseién. Av A # 0 ko (M — ST)~! € L(X), omoei&te 61t (A — T'S)™t = A1 +
AYT(NT — ST)7LS.
(i) ®ewpnote Tovg Teeatég petddeong 1y, Ty € L(I1?) kou Siepevviote v vmapén tov 0
oto o(1,T;) ko oto o (17 1;).

4. (i) Eotw xopog Banach X enitov Cko T € L(X). Avto p(A) = ap A" + -+ -+ a1 A + ap
elvon moAvwvupo, opilovpe

p(T) = apnT" + -+ a1T + aol.

Anoéeite on o (p(T)) = p(a(T)).

Yrédeiln. Kabe piyadiko moAvavopo g(A) ypaoetat: g(A) = a(A — A1) - -+ (A — Ay,). Ano-
deiéte 6110 € o(q(T)) av ko povo av 0 € ¢(o(T)).

(ii) Ioydet to mponyovpevo av X = R2, p(A) = A2 + 1 kaw o T eivon n) oTpoen Kot 7/2;

5. 'Eoto xwpogBanach X enitov Ckan S, T € L(X) pe ST = T'S. Anodeilte ot ry (S+7T) <
75 (S) + 1o(T) ko 15 (ST) < 1o (S)re(T).

6. 'Eotw xwpog Banach X kau T' € L(X).
(i) Av 1o avoikto U C F mepigyel 1o o (1), anodeilte 61 vndpyet € > 0 dote o(S) C U
yiakdBe S € L(X) pe ||S—T| <e.
Yroderén. H R(\, T') eivon paypévn oto F\U kot AT =S = (A[=T)(I+R(\, T)(T—5)).
(ii) Av T,, — T otov L(X), anodei&te 6 limsup,, _, , . 7o(Ty) < 7o (T).

7. 'BEotw xopog Banach X kv T € L(X). AvT" € L(X') eivan 0 duikodg teheotnig tov 7T,
amodeigte ot
() o(T") = o(T).
(i) Ry (T) € Po(T") ket Py (T) C Po(T") U Ry (T").

8. 'Eotw xwpog Banach X ko T' € L(X). Anodei&te o011, av 10 A €lvat 6uvopilakd onpeio Tou
o(T),tote R(AI —=T) # X.
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'Eotw xopog Hilbert X kon T' € L(X). Anosei&te ot o (T*) = o(T) = {\ |\ € o(T)}.

Eote xopog Hilbert X eni tov C xan T' € L(X). Av (T'(z),z) = 0 yua xébe =z € X,
amodeiéte 6Tt T = 0. Bpeite avunmapadelypa oty nepintoon F = R.

"Eotw ywpog Hilbert X ko avtoovluyng 7' € L(X). O T ovopadetol pn-apvitkog (1
un-apvnukd opiopévog) av (T'(x), x) > 0 ywa kdbe x € X, kat 0 T ovopdletan Oetikog ()
Betikd opropévog) av (T'(z), z) > 0y kabe x € X, z # 0.

(i) Av o T eivan pn-apvnuikog, amodei&te ot [(T(x), y)|?> < (T'(x),z)(T(y),y) yia k&Oe
z,y € X.

(ii) Amodei&te ot i kaBe T' € L(X) o T*T koo TT™* eivon pn-apvntik& oplopévot.

Eotw K : [0,1] x [0,1] — R pe tono

K(z,y) 1, z+y=>1
xT,y) =
Y 0, z+y<l1

Kot 0 ohokAnpa koG tedeotrg T : L2([0,1]) — L2([0, 1]) pe tono

1
(W = [ Kewf@de  paoxye0.1)

Bpeite 10 gdopa tov T’ kabahg Kot Toug 1810xwpoug tov 1.

'Eoto (2,3, 1) évag o-menepacpévog xmpog HETpou Kat m € L°(£2). Bewpovje TOV TOA-
AamAaclooTiKG TeAeot My, : L2(Q) — L2(£2) pe tono

M, (f) =mf yakéde f € L3(Q).

(i) AnoSei&te ot T0 A givan W8rotipn tov My, av Kot povo av p({z € Q| m(z) = A}) > 0.
(ii) Av () < 400, anodeite 611 0 M, €lvar cLpTIAYNAG AV Kol HOVO av yia KaBe € > 0
10 60voho {x € Q||m(x)| > €} elvon MeNEPAGHEVO KAL O TTEPLOPIGHOG TOV 4 GTO GVVOAO
{z € Q|m(z) # 0} eivon g popenic S ¢,84,,, 6T0VL ¢, > 0 (ko &, ivon ot GuvRBelg
Hadeg Dirac ota onpeia z,).

"Eote xopog Hilbert X ko T € L(X).

(i) AnoSei&te 0t 0 T' eivon kavovikog av kat povo av | T'(x)|| = ||T*(x)]|| yix kabe z € X.
(ii) Av o T eivon kavovikag, amodei&te ou |77 = || T]|™ ywx k&Be n > 1.

Ynoderén. Anobeilte 1o mpOTA Y1 7 = 2, Ko PeTd yiax n = 2%,

"Eotw xopog Hilbert X kou 7" € L(X). O T ovopdaleton povadraiog av 7T = TT* = [.
Av o T eivan erti tov X, anodei&te 61t o T' eivon povadiaiog av kot povo av ||T'(z)|| = ||z|]
yx kéBe x € X av kaw povo av (T'(z), T'(y)) = (z,y) yia k&Be x,y € X.

"Eotw xopog Hilbert X eni tov Ck 7' € K (X).

(i) Amodei&te ot 0 T elval Kavovikdg av Kot Hovo av vriapyel opBokavovikr| Bdon tov X n
omoia amoteAeitan amo 181061voopata Tov 7.

(ii) Amodei&te 6T1 0 T eivan avtooL{LYNG AV Kot POVO av 0 T eival KAvOVIKOG Kol OAEG Ol
1010TIHEG TOV €ivat TIPOYHOTIKEC,



