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Τετραγωνικά υπόλοιπα.

1. Με την βοήθεια του Λήμματος του Gauss βρείτε τους( 8
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2. Υπολογίστε τους (1234
4567

)
,

( 3658

12703

)
.

3. Έστω πρώτος p > 2 και p - a, p - b. Αποδείξτε ότι είτε όλες οι εξισώσεις

x2 ≡ a (mod p), y2 ≡ b (mod p), z2 ≡ ab (mod p)

έχουν λύση είτε ακριβώς μία έχει λύση.
Με βάση το προηγούμενο, αποδείξτε ότι για κάθε πρώτο p υπάρχει n ώστε

p | (n2 − 2)(n2 − 3)(n2 − 6).

4. Έχει λύση η εξίσωση
x2 + 7y − 2 = 0;

5. Έστω πρώτοι p, q ώστε p 6= q, p ≡ q ≡ 3 (mod 4). Αν η x2 ≡ p (mod q) δεν έχει λύση,
αποδείξτε ότι η x2 ≡ q (mod p) έχει λύση.

6. Έστω πρώτος p > 2 ώστε p - a. Αποδείξτε ότι η εξίσωση

ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod p)

έχει λύση αν και μόνο αν p | b2 − 4ac ή το b2 − 4ac είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod p.
Λύστε την x2 + 7x+ 10 ≡ 0 (mod 11).
Αποδείξτε οτι η 6x2 + 5x+ 1 ≡ 0 (mod p) έχει λύση για κάθε πρώτο p.

7. Προσδιορίστε τους πρώτους p για τους οποίους η x2 ≡ 13 (mod p) έχει λύση.

8. Έστω πρώτος p ώστε p ≡ 3 (mod 4). Αν a2 + b2 ≡ 0 (mod p), αποδείξτε ότι a ≡ b ≡
0 (mod p).

9. Χρησιμοποιώντας το ότι (2p) = (−1)
p2−1

8 για κάθε πρώτο p > 2, αποδείξτε ότι υπάρχουν
άπειροι πρώτοι της μορφής 8k − 1.

10. Έστω πρώτος p > 2. Αποδείξτε ότι(−2

p

)
=

{
1, αν p ≡ 1 ή 3 (mod 8)
−1, αν p ≡ 5 ή 7 (mod 8)

Με βάση αυτό το συμπέρασμα, αποδείξτε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της μορφής 8k+3.

11. Έστω πρώτος p > 3. Αποδείξτε ότι(3
p

)
=

{
1, αν p ≡ 1 ή 11 (mod 12)
−1, αν p ≡ 5 ή 7 (mod 12)(−3

p

)
=

{
1, αν p ≡ 1 (mod 6)
−1, αν p ≡ 5 (mod 6)

Με βάση το πρώτο, αποδείξτε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της μορφής 12k ± 1 και, με
βάση το δεύτερο, αποδείξτε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της μορφής 6k + 1.

12. Αν ο p > 3 είναι πρώτος, αποδείξτε ότι ο p διαιρεί το άθροισμα των τετραγωνικών υπολοί-
πων mod p.
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