ITpoamaLTOVPEVEG YV OELG.

A. To 00vVoAO TV TPAYHATIKOV aplBpmv R Kol ot aAyeBpikég 1810TNTEG TRV TECOAPWY TIPAEEMV
oto R. To obvolo twv euokev apBpev N = {1,2,3,...}. IIpocéte: pepikd BifAia (ta Pi-
BAla Tov Aukeiov, yia mapadelypa) Bewpodv ELOIKO aplBpo kat to 0, ondte pe N ovpBoAilovv
10 obvoro Tewv 0,1,2,... kou pe N* 10 gUvoro twv 1,2,.... To oOvolo twv okepaiov Z =
{0,1,-1,2,-2,3,-3,...} ka1 10 6OVOAO TV pNTedv Q.

B. Baokég alyeBpikég 1810TNTeg TV avicotTey. o mapddetypo:
DAvz <yxkay < z,0te T < 2.

(fi)Ave <y,0tec+z2z<y+zkazxr—z<y—z

(fii)Avz <y ko z < w,0Te x + 2 < Y + W.

(iv)Avz < ykoz > 0, 0te 22 < yz kouz/z < y/z.

(V)Avz < yxaiz < 0,10Te 22 > Yz KL /2 > Y/ 2.

V) AVO <z <yxm0 <z <w, 01 0 < 22 < Yw.

I". Baokég 1010TNTEG TV AMOAVTGOV TIHAOV. [ mapadetypa:
() zy| = |zlly-

(i) H tpiyeviki avicotnra: ||z — |y|| < |z £ y| < |z| + |y].
(iii) Av y # 0, 01e |z /y| = ||/y].

(iv) |z| < aav kot povo av —a < z < a.

(V) |z| < @ avkat povo av —a < z < a.

A. H ye@PETPIKT avamapdoTaoTn) TV aplBpov g onpeiov g npaypatikng evbeiag. H amoiut
TN |z — y| eivon ion pe myv andotaon avapeoa ota onpeia z, y. Ta Stwompata (a,b), (a, bl
[a,b), [a,b], (a,+00), (—o0,b), [a,+00), (—o0,b] Kar (—o0, +00). Ta gVPPOAX 400, —00 Sev
elvon timote GAAo apd okéta obpPoia. Ta +oo Sev eivarl apBpol. MTopoUE Vo OKEQPTOUQOTE TO
+00 g éva “onpeio” to omoio eivon 6e&ix kabe onpeiov ¢ mpaypaTikng evbeiog N wg pia “mo-
ooTNTa” PeyoALTEPT amd K&Be aplBpo Kol 10 —oo wg Eva “onpeio” to onoio eival aplotepd kKGbe
onpeiov ¢ mpaypatikng eubeiag 1 wg pia “rocotra” pikpdtepn anod k&be apBpd. INa mapd-
Selypa, ypagouye:
-0 < z, T < 400, —00 < 400

ylx kaBe ap1Bpd x.

E. Avvapelg pe aképatovg ekBéteg. Av n € Z, n > 0, tote

Ioybel (—a)™ = a™ av 1o n € Z eivar ptio Kot (—a)™ = —a”™ av 1o n € Z givan nepirto. Emiong,

av 1o n € Z givan dptio, tote a” > 0 ywx k&Be a # 0. TéAog, av 10 n € Z elvon mepitto, tote
a™ > 0 ywa kaBe a > 0 kabBog ko a™ < 0 ywa kdBe a < 0.

Avn €Z,n>2,0tex” —y" = (x —y) (" L+ 2" 2y 4+ - Fay? 2y L.
O1 Bao1KEG 1810TNTEG TV SLUVANEWY HE OKEPAIOVG EKBETEG:
(i) a®b® = (ab)*, a*a? = a* 1Y, (a®)¥ = (a¥)* = a™¥.

(i) Eotw 0 < a < b. Tote woyvel a® < b* av > 0 kot woyvel a® > b* av z < 0.



(iii) Eotw x < y. Tote 1woyver a® < a¥ ava > 1 ko oyvera® > a¥ av 0 < a < 1.

ET. Ot pideg twv apBuav. I'vepilovpe (xopig anodeiln) ot, av a > 0 koun € N, tote vndpyel
povadikd z > 0 oote ™ = a. H povadikn pun-apvntikny Avon ¢ eiowong 2" = a ovopaletal
n-00TM pida Tov a Kol ovpfoAileTon

Va.

Av ton € N eivan dptio, 101e 1 e€iowon =" = a €xel (i) akpiBag dVo Aoelg, pia BeTikr| Kot v
avtifetn apvnukn, av a > 0, (ii) akpBog pia Avon, 1o 0, av a = 0 koa (iii) kapio Avon av a < 0.
Av 1o n € N elvan mepittd, 101e N e€icwon =" = a €xel (i) axkpfwg pic Avon, Betikn, av a > 0,
(ii) axp1fwg pia Avon, 1o 0, av a = 0 ko (iii) akpBag pio Avon, apvnuikn, av a < 0.

Apa Y0=0 ywx kaBe n € N. Eniong, {/a > 0 ywa kdbe a > 0, n € N. Téhog, av a < 0 t01€ Sev
opiletar 10 {/a ywx kavévan € N, n > 2.

Z. Avvéperg pe pnroog ekbétes. Av a > 0 ko r € Q, ypdgovpe r = 72, domov m € Z, n € N, kau

opiloupe
a = (Ya)™.
Emniong, avr € Q, r > 0, opiCovpe
0" =0.

Ava > Okon € N, tote a/™ = Ya.Ava > 0kor € Q, tote a” > 0.

Av a < 0, téte Sev opileton 10 a” mapa povo otav r € Z.

BAénovpe o1y, av 1o 1 gival pntog, tote 1o oOpfBoro a” opiletan (i) ava > 0, (ii)ava =0,7 >0
ko (iii) av a < 0, r € Z. To ovpforo a” Sev opiletan (i) ava = 0,7 < O ko (i) ava < 0, r ¢ Z.
O1 Baoikég 1810TNTEG TV SUVAHERY HE OKEPAIOVG eKBETEG (IO €18aiE TIPOTYOLHEVMG) 10XVOLY
Ko Yo SUVAELG e prTOVG eKBETEC.

H. Ot Suvdpeig pe apprroug ekBéteg. I'vwpilovpe (xwpig ontioAdynon) ot av a > 0 ko 1o = elvan

appnTog, TOTE opiletal 1 SUVAN

a®.

Emiong, av a = 0 ko 1o = givon &ppnrog > 0, opifovpe
0" =0.

BAénoupe o1y, av 10 x givat dppntog, 10te 10 oLPoAo a” opileton (i) av a > 0 kon (ii) av a = 0,
x > 0. To obpPoiro a” dev opileton (i) av a < 0 kon (i) ava = 0, z < 0.

Y UVOAIKO GUUTIEPXTHA YO TO TIOTE 0pilovTon 01 SUVALELS:

To a” opicetan (i) av a > 0, (i) ava = 0, x > 0 kau (iii) ava < 0, x € Z.

To a® Sev opietan (i) ava = 0,z < 0 kat (i) ava < 0, x ¢ Z.

O1 Baoikeg 1810TNTEG TV SUVAHE®V 10XVOLV Yl OTIOL0VCONTIOTE TPAYLATIKOVG EKBETEC.

©. Ot hoydpiBpot. I'vapilovpe (xwpic anddeidn) ot, av a > 0, a # 1 ko y > 0, tdTE LIIAP)XEL
povadiko z oote a® = y. H povadikn Abon g e§lowong a® = y ovopadeton AoydpiBpog tou y
e Baon a kot ovpoAileTon

log, y.
Me dAAa Aoyia, 10xVEL 1] 1ooduvapia:

xT

x=log,y & a"'=y.

O1 Baoikég 1610TNTEG TV AoyapiBuwv (pe Bdoeg a, b > 0, a, b # 1):
(i) log, (yz) = log, vy + log, z ywx kabe y, z > 0.



(ii) log,(y/z) = log, y — log, z yia xébe y, z > 0.

(iii) log, (y*) = zlog, y yux kGBe y > 0 Kot KGO z.

(iv) log,1 =0, log,a = 1.

(V) Eotw 0 < y < 2. Totelog, y < log, z ava > 1 kabBog katlog, y > log, zav0 < a < 1.
(vi) log, vy = @ log, y ywa kaBe y > 0.

I. Tprywvopetpikol apiBpol. BempolvIal yVOOTOL 01 YEWHETPIKOL OPLOHOL TWV TPIYDVOUETPIKGOV
aplBp®v Baoel Tov TPIywvopEeTpIKoL KUKAoV. TIpocégte: Ba xpnoponolodpe to GOH oA

sinx, cosx, tanxz, cotx

avTi TV QVTIOTO®WV N T, OLV T, EQP x, GY T TOL Xpnoldonolobvtal ota BiBAia Tov Avkeiov. Ot
apBpot sin x, cos x, tan x kot cot z ovopdlovtal, aviloToix®we, NHITOVo, CUVNHITOVO, EQAMTOHEVT
Kol guvepamntopevn tov x. Kat ol téooepig avtol apiBpol ovopdlovtal Tpiy@vopeTpikol aptBpot
TOU .

To tan x dev opiCetan av x = § + km, k € Z. To cot x Sev opiCetan av x = km, k € Z.

lNoa kabe k € Zoyver cosr > 0 av —5 + k21 < o < § + k27 ko woyder cosz < 0 av
sHR2r<x< 37” + k27. Eniong, woyvetsinx > 0 av k271 < x < 7 + k27 ko woyvelsinz < 0
avm + k21 < x < 2w + k2.

Mepikég BaOIKEG 1010TNTEG TV TPLYDVOUETPIKQOV aplOpcV:

(i) |cosz| < 1,|sinz| < 1.

(ii) sin® z + cos? x = 1.

Sin x

(iii) tanw = S27, cotx = 7.
(iv) cos(—x) = cos z, sin(—x) = —sinz, tan(—x) = —tan z, cot(—x) = — cotz.
(v) cos(§ — x) = sinz, sin(§ — x) = cosz, tan(§ — x) = cotx, cot(§ — x) = tan .
(vi) cos(z + m) = —cos z, sin(x + m) = —sinx, tan(x + ) = tanz, cot(z + 7) = cot .
(vii) cos(x 4 y) = cosx cosy — sinx siny, sin(x + y) = sinx cosy + cos z siny.
viii) cos z — cosy = —2sin 5 sin ¥ sinz — siny = 2sin 254 cos XY,
Y 3 2 Y 2 2

(ix) Eotw k € Z. Tote 1woybercosx > cosz’ av k27 < z < 2’ < 7w+ k27 kauox0eL cos x < cos x’
avm 4+ k27 <z < 2’ <27+ k2.

(x) Eotw k € Z. Tote wybet sinz < sinz’ av -5 + k27 < o < 2’ < § 4 k27 kou wo)vel
sinz > sina’ av § + k27 <z < 2/ < 3T + k2m.

K. H yevikn] évvola Tou GUVOAOU KOl 1 €VWOLX TOU OVIKELV: YPAQOLHE = € A Kot Aépe OTL “T0 x
QAVIKELGTO 0UVOAO A” av T0 x €ivan aTotyeio Tov ouvoAov A. H dpvnon tov x € A ypaoetorz ¢ A.
To () ovopaletan Kevo aUVOAO Kot Sev TIEPIEXEL KavEVA 0ToLKEl0. To 6hvoAo A givat vIooHVOAO TOL
ouvoAou B av yix k&Be © € A woyxder z € B: ypaeovpe A C B. To () eivar vtoohvolo kabe
ouvolov. AAég paelg avapeoa oe §0o auvola A, B:n évwon AUB = {z |z € Aeltex € B},
nopl ANB ={z|z € Akmx € B} koun dwagopd A\ B = {z |z € Axoz ¢ B}.

A. H yevikn| évvola g ouvéptnong
f:A—>B

pe tedio 0ploPOoL T0 GUVOAD A Kol GOVOAO TGOV VTTOGVVOAO TOL GLVOAOL B. Aéle “N ouvaptnon
f upeono y = f(x)”, 6mov n ave&aptnn petafAnT) = maipvel TIHEG oo o A Ko i egaptnpévn
HETABANTA y Taipvel TIPEG oMo To B. Xe k&be Tiun g x and 10 A avtiotoiyel (Lé€ow NG f) akpifwg
pia (SnAadn pia kot povo pia) Tipn e vy and 1o B: ekeivn 1 onoiax npoodiopiletotl and tov TUmo
y = f(x). [ToAAég @opég, xaptv ouvtopiag, avti “n cuvdptnon f pe oo y = f(x)” Aépe “n
ouvapmon y = f(x)”. To 00voAo TV TIHOV ™G f elval TO

{f(z)|z € A} = {y € B|vndpyer x € A dote y = f(z)}.
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Y10 gUVOAO TIH®V NG f aviKOLV aKPPAOG EKEIVEG O1 TIHEG TNG ¥ OTIO TO B yla Tig onoieg ) e&iowon
f(z) = y pe dyvooto x €xel pia TovAdyiotov Avon oto nedio optopon A.
Tevikotepa, av A’ C A, tote

fA)Y={f(z)|z e A} ={y € B|uonapyar z € A" dote y = f(x)}.

la napadeypa: 1o 6OvoAo Tipav ™G f eivar o f(A).
ZuVAPTNOT éVA-TIPOG-éva Kat guvaptnon ent. Avn f : A — B elval éva-Tipog-éva Ko i, 1oTe
opiletan n avtiotpogn cuvaptnon f1 : B — A ko

=) & f@) =y

M. TIpaypaTikég ouvapTNOELS piag TpaypaTikhg petafAntg: nAadn f : A — R, omov A C R.
[pagikn mapaotaon (1 ypaenua) cvvaptnone. To nedio opiopod gy = f(z) €ivat n Katako-
pPLOT TIPOPOAT] TOL YPAPTIHATOG TNG TIAVK OTOV Z-GEOVA KAL TO GOVOAO TIHQV TNE Eivat n optldvTia
TIPOOAT| TOL YPOPTHOTOG TTGV® OTOV y-Géova.

Yuvaptnon avéovoa (@Bivovoa, povotovn) oe SIACTNHA TOL TTESIOL OPLOHOV TNG. ZLVAPTNOT) YVI-
olwg avéovaa (yvnoing @bivovoa, yvnoing povotovn) oe Stdotnua tov nediov opiopov mg. Av
pia ovvaptnon eivat yvnoing avovoa (yvnoiwg ebivovoa), T0Te N avtioTpoen TG oLVAPTNON
elvan yvnoiwg avéovoa (yvnoing pbivovoa).

ZuvapTnomn ave Epaypévn (KATw Qpaypeévn, @payHévn) o€ LTOGVVOAO TOL TIEGIOL OPIGHOD TNG.
ApTia GUVEPTNOT, TTEPLTTI] GLVAPTIOT).

(i) To ypaonua gy = —f(x) elvol T0 CUPHETPIKO WG TIPOG TOV T-GEOVA TOL YPAYTIHATOG TNG
y = f(x). (ii) To ypaonua mgy = f(—z) eivor 10 GUPHPETPIKO WG TIPOG TOV Y-GEOVA TOL YPAQT-
patog MGy = f(x). (iii) To ypaonpa gy = f(x) + K eivon N KATAKOPLPT HETAPOPA KATK K
(mpog Ta mave, av k£ > 0, KAt Tpog Ta KATw, av £ < 0) tov ypaenuatog sy = f(z). (iv) To
ypaonua ey = f(x — k) eivon n opldvuia petagopd Kot  (mpog ta 6e&1d, av k > 0, KoL Tpog
T aploTepd, av k < 0) Tov ypagnpatog ey = f(z).

Ta ypagnpota piag ocuvapTNONG KAl TNG AVTIOTPOPNG TNG EIVOL CUPHETPIKA WG TIPOG TNV KLPLX
Sayavio (tny evbeia pe e&lowon y = x).

[Teprodikég ouVapTNOELS,

TToAVGOVUHKEG GUVOPTATELS. MovoTovia Kot ypa@ripata Tev y = azx +bkaltovy = az?+bx+c.
Movotovia kot ypagrpata tov y = ™ (n € N).

Pntég ovvaptnoeg. Movotovia kat ypagrpata twv y = 1/2" (n € N).

Movotovia kot ypagrpata tov cuvaptioenv: y = /x (n € N),y = z% (a € R), y = a”
(a>0),y=1log,x (a>0,a#1),y=sinz,y=-cosz,y=tanzx, y = cotz.

N. Agv yperaleton va yvo plleTe TIMOTA Y10 0pLA GUVAPTI|CERDY, CUVEXELN CUVAPTI|GEMDV, TIAPA-
Y®OYOUG KOt 0AOKANpOUATA.



